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Vorrede. 


Ursprünglich  war  beabsichtigt^  den  zweiten  und  den  dritten  Ab- 
schnitt der  Theorie  der  Transformationsgruppen  in  einem  Bande  zu 
vereinigen  (s.  S.  VII  der  Vorrede  zum  ersten  Abschnitt);  schliesslich 
hat  sich  das  doch  als  unthunlich  herausgestellt  ^  deshalb  erscheint 
hiermit  der  zweite  Abschnitt  als  ein  besonderer  Band;  der  dritte  und 
letzte  Abschnitt  wird  erst  später  folgen,  ihm  soll  dann  auch  ein  Sach- 
register über  das  ganze  Werk  beigegeben  werden,  in  ihm  wird  sich 
zugleich  Gelegenheit  finden,  Schurs  neuere  sehr  wichtige  Untersuchungen 
zu  berücksichtigen. 

Der  vorliegende  zweite  Abschnitt  enthält  die  Theorie  der  Be- 
riihrungstransformationen  und  der  Gruppen  von  solchen  Transfor- 
mationen; er  zerfallt  in  fünf  Abtheilungen:  in  den  beiden  ersten 
werden  der  Begriff  und  die  Eigenschaften  der  Berühruugstransfor- 
mationen  entwickelt,  die  dritte  Abtheilung  beschäftigt  sich  mit  den 
infinitesimalen  Berührungstransformationen,  die  beiden  letzten  schliess- 
lich geben  die  Theorie  der  endlichen  continuirlicheu  Gruppen  von 
Berührungstransformationen.  Uebrigens  vergleiche  man  die  Einleitungen 
zu  den  einzelnen  Abtheilungen. 

Um  dem  Leser  das  Verständniss  möglichst  zu  erleichtern,  sind 
verschiedene  Vorkehrungen  getroffen. 

Vor  allen  Dingen  muss  erwähnt  werden,  dass  in  den  beiden 
ersten  Abtheil ungeu  des  gegenwärtigen  Abschnitts,  also  in  den  Kapiteln 
1  — 13  (S.  1—249)  die  Ergebnisse  des  ersten  Abschnitts  überhaupt 
nicht  benutzt  werden;  es  wird  also  auch  solchen  Lesern,  welche  den 
ersten  Abschnitt  gar  nicht  kennen,  möglich  sein,  diese  beiden  ersten 
Abtheilungeu  zu  verstehen. 

Ferner  wird  in  den  Kapiteln  1  und  3  der  Begriff  der  Berührungs- 
transformationen zunächst  für  die  beiden  einfachsten  Fälle,  für  die 
Ebene  und  für  den  gewöhnlichen  Raum  entwickelt,  erst  von  Kapitel  4 
an  bewegen  sich  die  Untersuchungen  im  llaume  von  beliebig  vielen 
Dimensionen. 

Entwickelungen,  die  man  beim  erstmaligen  Lesen  überschlagen 
kann,  ohne  das  Verständniss  des  Folgenden  zu  beeinträchtigen,  sind 
wie  im  ersten  Abschnitte  durch  kleineren  Druck  gekeiuizeichnet. 

Schliesslich  mag  noch  auf  die  beiden  Kapitel  23  und  24  aufmerksam 
gemacht  werden;  dieselben  erscheinen  ganz  besonders  geeignet,  in  die 
allgemeine  Theorie  der  Gruppen  von  Berühruugstransformatiouen  ein- 
zuführen, da  sie  die  wichtigsten  Gruppen  von  Berührungstransfor- 
mationen der  Ebene  behandeln  und  da  zu  ihrem  Verständniss  nur 
erforderlich  ist,  dass  man  sich  mit  dem  hauptsächlichsten  Inhalte  der 
Kapitel  1,  14,  15,  18  und  21  bekannt  gemacht  hat. 

a* 


IV  Vorrede. 

Wie  im  ersten  so  sind  auch  im  zweiten  Abschnitt  die  darin  ein- 
geführten neuen  Begriffe  und  die  dargestellten  neuen  Theorien  fast 
durchweg  Lies  Eigenthum;  die  wenigen  Ausnahmen  sind  jedesmal 
ausdrücklich  hervorgehoben.  Desgleichen  rühren  die  ueueingeführten 
Benennungen  fast  ohne  Ausnahme  von  Lie  her.  Die  Mitwirkung 
Engels  hat  sich  auf  den  zweiten  Abschnitt  in  demselben  Masse  er- 
streckt wie  auf  den  ersten. 

Zum  Schlüsse  noch  einige  besondere  Bemerkungen. 

Bei  der  Begründung,  welche  in  Kapitel  4  und  5  für  die  Theorie 
der  Berührungstransformationen  des  Raums  von  n  -\-  l  Dimensionen 
gegeben  wird,  ist  in  der  Hauptsache  der  Gedankengang  befolgt,  welcher 
Lie  seinerzeit  zuerst  zu  den  betreffenden  Sätzen  über  Berührungstrans- 
formationeu  geführt  hat.  Aus  diesem  Grunde  ist  A,  Mayers  schöne 
und  einfache  Begründung  des  Hauptsatzes  aus  der  Theorie  der  Be- 
rührungstransformationen nicht  aufgenommen  worden. 

Die  Ueberschrift  des  Kapitels  13  bedarf  einer  Erklärung,  welche 
leider  in  dem  Kapitel  selbst  nicht  gegeben  ist.  Es  muss  daher  an 
dieser  Stelle  erläutert  werden,  was  unter  der  „Zusammensetzung  einer 
Punctionengruppe"  zu  verstehen  ist. 

Im  ersten  Abschnitt  haben  wir  den  Begriff  der  Zusammensetzung 
einer  r-gliedrigen  Transformationsgruppe  eingeführt  und  haben  gesagt, 
dass  die  Zusammensetzung  einer  solchen  Gruppe:  X^f^'-Xtf  durch 
die  Gonstanten  Cixs  in  den  Relationen: 

X,(X,(/-))  -  X4X,(/-))  =  ^sC^^sXJ 

1 

(/,  X  =  1  •  •  •  r) 

bestimmt  wird.  Der  Begriff  der  Zusammensetzung  einer  r-gliedrigen 
Functioneugruppe  ist  nun  vollständig  analog;  wir  sagen  einfach,  dass 
die  Zusammensetzung  einer  solchen  Functioneugruppe: 

durch  die  Functionen  Slix  in  den  Relationen: 

bestimmt  ist.  Für  diese  Auffassung  kann  der  Inhalt  des  Kapitels  13 
kurz  folgeudermassen  bezeichnet  werden:  Erstens  wird  darin  ent- 
schieden, unter  welchen  Bedingungen  r-  vorgelegte  Functionen: 

die  Zusammensetzung  einer  r-gliedrigen  Functioneugruppe: 

g)i(a;,  p)  -  -  q>r(x,  p) 

bestimmen  können  und  zweitens  wird  darin  eine  Methode  entwickelt 
um  alle  r-gliedrigen  Fuuctionengruppen  von  gegebener  Zusammen- 
setzung zu  bestimmen. 

Leipzig,  im  Januar  1890. 
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Theorie  der  Berühr angstransformationen 
nnd  der  Gruppen  von  Beriihrnngstransformationen. 


Abtheilung  I. 
Begriff  der  Berahrnngstransformationeii. 

In  dieser  ersten  AbtheiluDg  soll  der  allgemeine  Begriff  der  Be- 
rührungstransformationen  eingeführt  und  sollen  die  hervorragendsten 
Eigenschaften  dieser  Transformationen  abgeleitet  werden. 

Will  man  in  das  Wesen  dieser  wichtigen  Transformationen  tiefer 
eindringen^  so  ist  es  nothwendig  oder  jedenfalls  wünschenswerth^  dass 
man  sich  des  Zusammenhangs  bewusst  ist^  welcher  zwischen  der  Theorie 
der  Berührungstransformationen  und  der  Integrationstheorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  besteht.  Aus  diesem 
Grunde  ist  in  den  Kapiteln  4  und  7  die  Theorie  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  in  aller  Kürze  dargestellt.  Dabei 
legen  wir  das  Hauptgewicht  auf  die  Entwickelung  der  Begriffe;  wir 
suchen  diese  Begriffe  in  ihrer  währen  Allgemeivüieit  zu  geben.  Eine 
vollständige  Integrationstheorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  wird  keineswegs  gegeben,  wenn  auch  von  der  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  mehr  gebracht  wird,  als  streng 
genommen  erforderlich  sein  würde. 

Um  das  Yerständniss  des  äusserst  wichtigen,  aber  abstrakten 
Kapitels  4  zu  erleichtern,  entwickeln  wir  zuerst  in  Kapitel  1  kurz  die 
Theorie  der  Berührungstransformationen  einer  Ebene  und  ebenso  in 
Kapitel  3  die  Theorie  der  Berührungstransformationen  des  dreifach  aus- 
gedehnten Raumes. 


Kapitel  1. 

Die  Berührungstransformationen  in  der  Ebene. 

Wir  entwickeln  in  diesem  Kapitel  den  Begriff  der  Berührungs- 
transformationen einer  Ebene  und  leiten  eine  Reihe  von  einfachen 
Sätzen  über  derartige  Transformationen  ab.     Unsere  Einsicht  in  das 

Lie,  Tbeorie  der  TrantformationBgmppen.  II.  1 


2  Kapitel  1,  §  1. 

Wesen  der  Berührungstransformationen  wird  dabei  besonders  gefördert 
durch  die  Einführung  eines  andern  wichtigen  Begriflfs,  welcher  die  Be- 
griffe: Punkt  und  Curve  der  Ebene  als  Specialfälle  und  zwar  als  ein- 
zige Specialfälle  umfassi 

§1. 

In  zwei  Veränderlichen  sei  eine  Transformation: 

(1)  x^  =  X{x,  y\      y,  =  Y{x,  y) 

vorgelegt;  a;,  y  und  x^y  y^  mögen  in  ein  und  derselben  Ebene^  in  ein 
und  demselben  rechtwinkligen  Coordinatensysieme  als  die  Coordinaten 
zweier  Punkte  gedeutet  werden,  so  dass  also  die  Transformation  (1) 
als  eine  Operation  erscheint,  welche  den  Punkt  mit  den  Coordinaten  a:,  y 
in  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  x^y  y^  überführt. 

Bei  dieser  Auffassung  werden  alle  Punkte  einer  Curve:  y  —  g)(a;)  =  0 
von  der  Transformation  (1)  in  die  Punkte  einer  neuen  Curve  über- 
geführt, oder  kürzer:  es  geht  jede  Curve:  y  —  g)(a:)  =  0  in  eine  neue 
Curve  über.  Die  Gleichung  dieser  neuen  Curve  ergiebt  sich,  wenn  man 
vermöge  (1)  die  Veränderlichen  Xy  y  aus  y  —  g)(a;)  =  0  fortschafft;  sie 
kann  offenbar  im  Allgemeinen  die  analoge  Form:  y^  —  9^i(^i)  =  0  er- 
halten; von  den  Fällen,  wo  dies  nicht  möglich  ist,  sehen  wir  hier  ab. 

Zu  jedem  Punkte  Xy  y  der  Curve:  y  —  q>{x)  =  0  gehört  ein  ge- 
wisser Werth  des  Differentialquotienten: 

dy 


dx 


=y 


und  zu  dem  entsprechenden  Punkte:  a?^  =  X,  t/j  =  F  der  transformirten 
Curve:  y^  —  9^i(^i)  =  0  gehört  ein  gewisser  Werth  des  Differential- 
quotienten: 

dy^  / 

dx, ""  y^  • 

Zwischen  den  Grössen  t//  und  y'  besteht  ein  Zusammenhang,  den  wir 
entwickeln  wollen. 

Ist  X  -{-  dx,  y  +  dy  ein  Punkt  der  Curve:  y  —  g)(a;)  =  0,  welcher 
dem  Punkte  Xy  y  derselben  unendlich  benachbart  ist,  so  besteht  die 
Gleichung:  dy  —  y'rfa;  =  0;  für  den  entsprechenden  Punkt  x^  -f"  ^^v 
Vi  +  ^J/i  ^^^  transformirten  Curve  gilt  ebenso :  dy^  —  yidx^  =  0.  Drücken 
wir  in  dieser  letzten  Gleichung  Xi  und  y^  vermöge  (1)  durch  x  und  y 
aus,  so  bekommen  wir: 

d  r  -  y/dX  =  g  -  y:  ID  dx  +  gf  -  y.'  ^fj  dy  =  0. 
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Nun  aber  sind  dx  und  dy  unter  der  gemachten  Voraussetzung  nur 
durch  die  Relation:  dy  —  y'da?  «=  0  verknüpft  und  sonst  ganz  willkür- 
lich; folglich  muss  die  eben  gefundene  Gleichung  zwischen  dx  und  dy 
die  Form:  dy  —  y'dx  =  0  erhalten  können;  es  muss  also  eine  solche 
Grösse  q  geben^  dass  die  Gleichung: 

für  alle  Werthe  von  dx  und  dy  besteht.  Durch  Vergleichuug  der 
Coefficienten  von  dx  und  dy  erhalten  wir  hieraus: 


(2) 


a  r       fdx  _ 

dY  ,dX 


mithin  durch  Wegschaffung  von  q  und  Auflösung  nach  y^\ 

ar  ,    ,dY 

(^\  V  '  —  aa?  ^  ^   dy 

^^^  ^1  ""fX       ,ax' 

dx    *    ^   dy 
eine  sehr  bekannte  Formel. 

Wir   haben  hiermit  «//  durch  Xy  y,  y    ausgedrückt;    da   nun   die 

Gleichung  (3)  offenbar  nach  y   auflösbar  ist,  so  lässt  sich  mit  Hülfe 

von  (1)  auch  umgekehrt  y  durch  x^,  y^,  y/  ausdrücken;  wir  sehen  also, 

dass  die  Gleichungen  (1)  und  (3)  zusammengenomen: 


(4) 


dY    ,      roY 
/       cx  oy        -j^f  /\ 

^1  =äx-— Ta4  =  ^(^»y'») 


ax    "^  »^    ^y 

eine  Transformation  in  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y'  darstellen. 

Die  Transformation  (1)  transformirt  zugleich  mit  x  und  y  auch 
die  Grösse  y'  und  zwar  so,  wie  es  die  Transformation  (4)  angiebt.  Wir 
sagen  deshalb,  dass  die  Transformation  (4)  in  den  Veränderlichen  x,  y,  y' 
aus  der  Transformation  (1)  durch  Erweiterung  entstanden  ist,  und  wir 
bezeichnen  (4)  einfach  als  die  zu  (1)  gefwrige  erweiterte  Transformation. 

Ihrer  Herleituug  zufolge  ist  die  erweiterte  Transformation  (4)  so 
beschaffen,  dass  eine  Identität  von  der  Form: 

(5)  dY—  PdX  ^Q{dy  —  ydx) 

■ 

besteht,  wo  q  den  Werth: 

cX  dY _dJCdY 

dx   dy         dy   dx 

"^  "    dx         ,dX 

dx    *    ^   dy 
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besitzt  und  demnach  eine  ganz  bestimmte  Function  von  x,  y,  y'  ist. 
Hierin  liegt,  dass  die  Transformation  (4)  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dy  —  y'dx  *=  0  invariant  lässt  Ausserdem  zeigen  die  obigen  Entwicke- 
lungen,  dass  bei  gegebenen  X(x,  y)  und  Y{x,  y)  die  Grössen  g  und  P 
durch  die  Identität  (5)  eindeutig  als  Functionen  von  x^  y^  y  bestimmt 
sind;  also  können  wir  sagen: 

Die  zii  (1)  gehörige  erweiterte  Transformation  (4)  ist  die  einzige 
Transformation  von  der  Form: 

(6)  X,  =  X(x,  y),      y,  =  Y{x,  y),      y/  =  n(x,  y,  y'), 

welche  die  Pfaffsche  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0  invariant  lässt. 

Die  Tangente  der  Curve:  y  —  ^(a;)  =  0  im  Punkte  x,  y  ist  durch 
die  zu  diesem  Punkte  gehörigen  Werthe  von  rc,  y,  y'  bestimmt,  ihre 
Gleichung  ist  ja: 

9  -  y  =  /(?-«)• 

Die  Tangente  der  transformirten  Curve  im  Punkte:  x^  =  X^  y^  =  Y 
lautet: 

9  — yi  =  !//(?  — ^i); 

wo  der  Werth  von  y/  aus  (4)  zu  entnehmen  ist.  Hieraus  folgt,  dass 
alle  Curven,  welche  mit  der  Curve:  y  —  g)(x)  =  0  den  Punkt  x,  y  und  die 
zugehörige  Tangente  gemein  halben  y  hei  der  Transformation  (1)  in  solclie 
Ourvcn  übergehen,  welche  mit  der  Curve:  y^  —  9i(a^i)  ■=  0  den  Punkt: 
x^  ^=  X,  y^  =  Y  und  die  zugehörige  Tangente  getmin  Iwben.  Kürzer  aus- 
gedrückt: Die  Transformation  (1)  verwandelt  solche  Curven  der  Eheste, 
welclic  sich  in  einem  gemeinsamen  Punkte  berühren,  in  Curven,  die  sich 
in  einem  gemeinsamen  Punkte  berühren. 

Das  System  der  beiden  Grössen  x,  y  wird  in  der  Ebene  durch 
einen  Punkt  dargestellt.  Nehmen  wir  noch  die  dritte  Grösse  y'  hinzu, 
so  erhalten  wir  zu  dem  Punkte  x,  y  eine  gewisse  hindurchgehende 
Gerade  zugeordnet,  nämlich  die  gemeinsame  Tangente: 

(7)  ^-y  =  y\i-x) 

aller  Curven,  welche  durch  den  Punkt  x,  y  hindurchgehen  und  für  welche 

die  Grösse  ^^  in  diesem  Punkte  gerade  den  Werth  y'  hat.     Es  liegt 

daher  nahe  den  Punkt  x,  y  im  Verein  mit  der  hindurchgehenden  Ge- 
raden (7)  als  das  geometrische  Bild  des  Werthsystems  x,  y,  y'  auf- 
zufassen. Die  so  definirte  Figur,  also  den  Inbegriff  des  Punktes  x,  y  und 
der  hindurchgellenden  Geraden  (7)  bezeichnen  wir  als  ein  Linienelement 
oder  noch  kürzer  als  ein  Element  der  Ebene  x,  y.  Die  Grössen  x,  y,  y' 
fassen  wir  als  die  Coordinaten  dieses  Linienelementes  auf. 
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Nach  Einführung  des  Begriffes  Linienelement  können  wir  die  Trans- 
formation (4)  als  eine  ZtmeneZemen^ansformation  der  Ebene  x,  y  be- 
zeichnen im  Gegensatz  zu  der  Transformation  (1)^  welche  eine  Funkt- 
transformation  dieser  Ebene  ist.  Da  überdies  (4)  die  zu  (1)  gehörige 
erweiterte  Transformation  ist^  so  sehen  wir: 

Satz  1.    Jede  Punkttransforniation: 

(1)  ^1  =  X{x,  y),      y,  =  Y{x,  y) 

der  Ebene  x,  y  bestimmt  eine  Transformation  der  Linienelemente  dieser 

Ebene;  der  analytische  Ausdmch  dieser  letzteren  Transformation  ist  die 

2u  (1)  gehörige  erweiterte: 

cY    ,      ,dY 

(4)  x,  =  X(x,y),    yi^Y{Xyy)y    ^1'  =  ^         ;JJ, 

dx  '^  ^    dy 
tcelcJie    dadurdi    diarakterisirt    ist,    dass    sie    die    Pf  äff  sehe    Gleicfmng: 
dy  —  y'dx  =  0  invariant  lässt. 

Wählen  wir  die  Punkttransformation  (1)  ganz  allgemein^  so  wird 
doch  die  Linienelementtransformation  (4)  keine  allgemeine^  sie  besitzt 
vielmehr  offenbar  die  folgenden  beiden  besonderen  Eigenschaften:  Erstetis 
yerwandelt  sie  solche  Linienelemente,  welche  den  Punkt  gemein  haben, 
stets  in  Linienelemente  mit  gemeinsamem  Punkt  und  zweitens  lässt  sie 
nach  Satz  1  die  Ifaff sehe  Gleichung: 

(ly  —  y'dx  =  0 
invariant. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  diese  beiden  Eigenschaften  zu- 
sammen nur  den  Transformationen  von  der  Form  (4)  zukommen.  Li 
der  That,  jede  Linienelementtransformation,  welche  die  erste  jener  zwei 
Eigenschaften  besitzt,  hat  augenscheinlich  die  Gestalt: 

(6)  X,  =  X{x,  y),      yi  =  Y(x,  y),      y/  =  n{x,  y,  y'); 

lässt  aber  eine  Transformation  von  dieser  Art  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dy  —  y'dx  =^0  invariant,  so  ist  sie  nach  S.  4  die  zu 

^1  =  ^ip^j  y)y    2/1  =  i'C^;  y) 

gehörige  erweiterte  Transformation,  sie  besitzt  also  die  Form  (4). 

Wir  sehen  hieraus  y  dass  die  Transformationen  von  der  Form  (4) 
durch  ihre  vorhin  angegebenen  beiden  Eigenschaften  vollständig  definirt  sind. 

Nun  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  zweite  der  genannten  beiden 
Eigenschaften  keine  Folge  der  ersten  ist;  dagegen  ist  keineswegs  un- 
mittelbar klar,  ob  nicht  etwa  die  erste  Eigenschaft  eine  Folge  der 
zweiten  ist;  es  wäre  ja  denkbar,  dass  die  erweiterten  Punkttransforma- 
tionen (4)  die  einzigen  Transformationen  in  x,  y,  y'  wären,  welche  die 
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PfaflPsche  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0  invariant  lassen.  Wir  werden 
zeigen,  dass  eine  solche  Vermuthung  der  Wahrheit  nicht  entspricht, 
dass  es  vielmehr  ausser  den  erweiterten  Punkttransformationen  (4)  noch 
unbegränzt  viele  Transformationen  in  x,  y,  y'  giebt,  welche  jene  PfafiFsche 
Gleichung  invariant  lassen.  Es  ist  naturgemäss  für  diese  Transforma- 
tionen und  für  die  erweiterten  Punkttransformationen  eine  gemeinsame 
Benennung  zu  benutzen.  Wir  hesci^hneii  daher  jede  Transformation  in 
^7  V}  y\  tveldic  die  Pfaff'sche  Gleichung: 

dy  —  y'dx  =  0 

invariant  lässt^  als  eine  Berührungstransformation*)  der  Ebene  x,  y. 
Die  erweiterten  Punkttransformationen  (4)  können  einfach  als  diejenigen 
Berührungstransformationen  charakterisirt  werden,  welche  Linienelemente 
mit  demselben  Punkte  stets  wieder  in  Linienelemente  mit  demselben 
Punkte  überführen. 

§2. 

Unsere  nächste  Aufgabe  ist  jetzt,  alle  Transformationen  in  x,  y,  y' 
zu  bestimmen,  welche  Berührungstransformationen  der  Ebene  x^  y  sind. 

Wir  betrachten  eine  beliebige  Berührungstransformation  : 

(8)       X,  =  X(x,  y,  y'),      y,  =  Y{x,  y,  y'),      y/  =  P(x,  y,  y). 

Da  dieselbe  die  PfafiFsche  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0  invariant  lässt, 
so  befriedigt  sie  eine  Identität  von  der  Form: 

rf  r  -  PdX    --.  Q(dy  —  ydx), 

wo  Q  eine  Function  von  x,  y,  y'  bezeichnet. 

Die  Function  q  kann  nicht  identisch  verschwinden;  die  Identität: 

dY—  PdX^^.O 

würde  nämlich  die  folgenden  drei: 

rT  _  T,cX_  dY  __  -,,dX  _dY  _  j^dX  _^  ^ 

Cx  ex        (y  cy        oy  cy 

nach  sich  ziehen;  folglich  wären  alle  zweireihigen  Determinanten  der 
Matrix : 

cx  dx  dx 

dx  cy  dy' 
dY  cY  dY 
dx     dy     cy' 

identisch  null,  so  dass  X,  F  keine  unabhängigen  Functionen  von  x,  y,  y' 
wären  und  die  Gleichungen  (8)  gar  keine  Transformation  darstellten. 

♦)  Sophua  Lie,  Göttinger  Nachrichten  Februar  1870  und  Oetober  1872; 
Comptes  rendus  de  TAcademie  des  sciences,  Paris,  Oetober  1870;  Verhandlungen 
der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Christiania  1870  —  1873;  Mathematische 
Annalen  Bd.  V  und  Bd.  Vlll. 
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Denken  wir  uds  jetzt  aus  den  Gleichungen  (8)  unsrer  BerQhrungs- 
transformation  y^  und  y'  weggeschafft,  so  müssen  wir  mindestens  eine 
Relation  zwischen  x^  y,  x^,  y^  allein  erhalten-,  es  ist  aber  auch  denk- 
bar, dass  sich  zwei  unabhängige  Relationen  dieser  Art  ergeben. 

Der  zweite  Fall  kann  nur  eintreten,  wenn  X  und  Y  von  y'  frei 
sind,  wenn  also  (8)  die  Form  hat: 

x^  =  X(x,  y),      yi  =  Y{x,  y),      t//  =  P{x,  y,  y). 

Diese  Transformation  aber  lässt  nach  S.  4  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dy  —  y'dx  ^=  0  dann  und  nur  dann  invariant,  wenn  sie  aus  der  Punkt- 
transformation : 

^1  =  X(x,  y),      y,  =  Y{x,  y) 

durch  Erweiterung  entstanden  isi     Also: 

Satz  2.    Jede  Beriilhrungstransformation: 
(8)       X,  =  X(x,  y,  y),      y,  =  Y{x,  y,  y'),      y/  =  Pix,  y,  y') 

der  Ebene  x,  y,  aus  deren  Gleichurujen  zwei  unabhängige  Belationen 
zwischen  x,  y,  x^^y^  allein  folgen,  besitzt  die  Form: 

dY  ,dY 

x,  =  X{x,y),    y,  =  Y{x,y),    yi'  =  g-^5 ;^ 

dx  ~^  ^    dy 
und  ist  daher  eine  erweiterte  'Punkttransformation  dieser  Ebene, 

Betrachten  wir  nunmehr  den  Fall,  dass  sich  aus  den  Gleichungen  (8) 
unsrer  Berührungstransformation  blos  eine  Relation  zwischen  x,  y,  x^,  y^ 
allein  ergiebt,  etwa  die  folgende: 

^(^>  Vj  ^u  yi)  =  o. 

Es  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  aus  (8)  nur  eine  einzige  von  y' 
und  y/  freie  Relation  zwischen  dx,  dy,  dx^,  dy^  folgen  kann,  nämlich 
die  Relation: 

Ji^'^  +  Ty^y  +  ä^  ^^1  +  ä^  ^yi  =  0. 

Nun  aber  soll  (8)  eine  Berührungstransformation  der  Ebene  x,  y  sein, 
es  soll  also  eine  Gleichung  von  der  Form: 

^Vi  —  y\dxy  —  Q  {x,  y ,  y)  { dy  —  y  dx )  =  0 

bestehen.  Drücken  wir  in  derselben,  was  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung möglich  ist,  y/  und  y'  vermöge  (8)  durch  x,  y,  x^,  y,  aus,  so 
erhalten  wir  eine  von  y  und  y/  freie  Relation  zwischen  dx,  dy,  dx^,  dy^, 
welche  mit  der  vorhin  gefundenen  identisch  sein  muss.  Mit  andern 
Worten:  es  müssen  die  Gleichungen: 
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csi     csi     da     dsi  ,  ,   ^ 

eine  Folge  der  TransformationsgleichuDgen  (8)  sein.    Dabei  ist  es  leicht 
nachzuweisen,  dass  unter  den  DifiPerentialquotienten  von  £1  keiner  ver- 
möge  (8)   verschwindet;    andernfalls    verschwänden    nämlich    alle    vier 
Differentialquotienten  von  £1,  und  das  ist  offenbar  unmöglich. 
Wir  ersehen  hieraus,  dass  die  drei  Gleichungen: 

ß(^,  y,  ^i,  y.)  =  0,     .  ^  +  y  .-j  =  0,     ^^^  +  y,  ,-  =  0 

vermöge  (8)  identisch  bestehen-,  da  aber  dieselben  von  einander  unab- 
hängig sind,  so  muss  das  von  ihnen  gebildete  Gleichungensystem  mit 
(8)  äquivalent  sein.     Also: 

Jede  BeriUmingstramforniatioit  der  Ebene xy,  aus  deren  Gleichungen  (8) 
nur  eine  Belation  £l(x,  y,  x^^,  yj  =  0  zwisdien  x,  y,  x^,  y^  allein  folgt, 
wird  bestimmt  durch  die  drei  Gleichungen: 

(8)  il  =  0,      g^+J/ay=0,      ^--  +  y,  ^-  =  0. 

Ist  umgekehrt  irgend  eine  Function  £1  von  x,  y,  x^,  y^  vorgelegt, 
welche  so  beschaffen  ist,  dass  die  drei  Gleichungen  (8')  sowohl  nach 
x^j  y^y  yi  als  nach  x,  y,  y  auflösbar  sind,  so  definiren  diese  drei 
Gleichungen  eine  Beriihrungstransformation  der  Ebene  x^  y.  In  der 
That,  vermöge  der  Transformation  (8')  verwandelt  sich  die  Gleichung: 

-r—  dx  4-  ^,    dy  +  r. —  dx.  +  .  —  dy^  =  0 
in: 

'^yVi-Vi^x,]  +^.^{rfy  — y'rfa:}  =0, 

also   lässt   die   Transformation  (8')  wirklich   die   Pfaffsche   Gleichung: 

dy  —  y  dx  =  0  invariant.     Die  zugehörige  Function  q{Xy  y,  y')  hat 

den  Werth: 

da 

dy 

^  da.' 

Wünscht  man  daher  zu  entscheiden,  ob  ein  vorgelegtes  Gleichungen- 
system von  der  Form  (8')  eine  BerQhrungstransformation  bestimmt,  so 
hat  man  nur  festzustellen,  ob  sich  dasselbe  sowohl  nach  x^,  y^,  y/ 
als  nach  x^  y,  y'  auflösen  lässt. 

Süll  das  Gleichungensystem  (8')  diese  beiden  Auflösungen  zulassen, 
so  ist  jedenfalls  nothwendig,  dass  die  vier  Veränderlichen  x,  y,  x^j  y^ 
sämmtlich  in  ü  vorkommen.    Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  wird  (8') 


Die  Berührnngstransformationen  in  der  Ebene. 


jedenfalls  die  Grösseo  x^,  y^  y/  als  Functionen  von  rc,  y,  y'  bestimmen, 
sobald  die  beiden  Gleichungen: 

^  =  0'   s^  +  y-dy--^ 

nach  x^,  y^  auflösbar  sind^  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt^  sobald 
die  drei  Gleichungen: 

(9)  Ä  =  0,         _y'  +  At^=0,         1  +  A^.^=0 

nach  oTi;  y^y  A  aufgelöst  werden  können.    Um  darüber  Auskunft  zu  er- 
halten ^   ob  das  der  Fall  ist,  bildet  man  nach  einer  bekannten  Regel 

die  Determinante: 

dp. 
ex 

dxdxi 


0 


-    k 


aß 

dx^ 
dSl 


-   l 


aß 

dydx^ 


dxdyi 

welche  durch  X  dividirt  in  die  Determinante: 

dSl         da, 


^  = 


0 

ex 

eSl      e^a_ 

dxi    dxdx^ 

ea     d^si 


~dy 
eydxi 


dxdy^     dydyi 

übergeht,  und  hat  nun  zu  untersuchen,  ob  ^  vermöge  (9)  oder,  was 
auf  dasselbe  hinauskommt,  ob  es  vermöge  H  =  0  verschwindet.  Ist 
das  nicht  der  Fall,  so  sind  die  Gleichungen  (8')  sicher  nach  x^,  y^,  y/ 
auflösbar. 

Die  Determinante  z/  ist  augenscheinlich  in  Bezug  auf  die  beiden 
Grössenpaare  x,  y  und  Xj,  y^  symmetrisch.  Verschwindet  daher  /l  ver- 
möge .^  ==  0  nicht,  so  sind  die  Gleichungen  (8^)  nothwendig  auch  nach 
Xj  y,  y'  auflösbar,  und  da  sie,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  zugleich 
nach  a?i,  y^,  y/  aufgelöst  werden  können,  so  stellen  sie  eine  Transfor- 
mation dar;  diese  Transformation  ist  nach  der  oben  gemachten  Be- 
merkung eine  Berührungstransformation. 

Aus  dem  Vorangehenden  folgt,  dass  die  Gleichungen  (8')  dann  und 
nur  dann  eine  Berührungstransformation  bestimmen,  wenn  Sl  alle  vier 
Veränderlichen  x,  y,  x^j  y^  enthält  und  wenn  J  nicht  vermöge  .^  =  0 
verschwindet  Es  ist  aber  leicht  zu  erkennen,  dass  die  letztere  Be- 
dingung für  sich  allein  genügt;  enthält  nämlich  Sl  nicht  die  Grössen 
•^7  V}  ^li  Vi  *1^®  v^®^;  so  wird  ^  identisch  null 
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Man  könnte  auch  fragen,  ob  die  Gleichungen  (8')  nicht  etwa  schon 
immer  dann  eine  BerOhnmgstransformation  Hefem,  wenn  Sl  aUe  Tier  Yer- 
Snderlichen  x,  y,  jr^,  y^  enthält.  Diese  Frage  wäre  aber  mit  nein  zu  be- 
antworten, denn  i;$t  zum  Beispiel: 

Ä  =  a(x, //)  +  f3(xi,  i/,), 

so  verschwindet  die  Determinante  J  ideotisch,  welche  Functionen  ihrer  Argu- 
mente auch  a  und  ß  sein  mögen. 

Das  gewonnene Ergebniss  können  wir  folgendermassen  aussprechen: 
Theorem  L    Ist  die  Function  Ä  der  vier  Veränderlichen  x,  y, 
^17  !fi  ^^  beschaffen^  dass  die  Determinante: 


J  = 


0 

cSl 

CX 

CS. 

r»Ä 

c'Ä 

CXCXy^ 

cycx^ 

cSl 

r*Ä 

rsi 

nicht  vermöge  ü  =  0  verschicindetj  so  sind  die  Gleichungen: 
^^1       H^x,  y,  X,,  y,>  =  0,     .^  +  y  7"  =  0,    ^^-  +  y»  ^  =  0 

sotcohl  nach  x,,  y^,  y/  a/5  nacA-  x,  y,  y'  auflösbar  und  bestimmen 
eine  JBerührungstransformation  der  Ebene  xy.  TräA//  man  Sl 
in  allgemeinster  Weise  so,  dass  J  nicht  vermöge  Ä  =  0  ver- 
schtcindet,  so  liefert  (8')  die  allgemeinste  Berührungstrans- 
formation: 

Xi  =  I(x,  y,  yO,      y^  =  l\x,  y,  y';^,      y/  =  P(x,  y,  y'), 

aus  deren  Gleichungen  sich  nur  eine  Belation  gicischen  Xj  g, 
Xjf  yi  allein  ergiebt.  Alle  übrigen  Beriihrungstransformationen 
der  Ebene  xy  sind  erureiterte  Punkttransformationen  derselben.*) 

Beispiele.     Setzt  man: 

.^  =  y  +  yi  — "i, 

so  findet  man  J  ^=  1,  so  dass  ^  Termoge  Si  =  0  nicht  Terschwindet, 
demnach  müssen  die  Gleichungen: 

y  +  «i  —  ^J^i  =  <>*      —  Xi  +  y'  =  0,       —  X  +  yi'  =  0 

eine  Berühningstransformation  bestimmen.  In  der  That  ergiebt  sich 
ans  ihnen: 

'  1'-^  X,  =  ^\      ir,  =  x^'  —  V.       ¥.'  =  X 


•  k 


•"   Lie,  Vexh^ndluiigen  der  Gt?*,  der  \V.  lu  ChrisciAniA  1>71,  Math.  Ann. 
Bd.  T.  S.  IW,  Bd.  VIU  und  XI;  ArvhiT  for  Maüit?mAtik  o^  X*turTiden*k»K  Bd,  I, 
Li*  IS76. 
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und   andererseits: 

und  zugleich  wird: 

i^Vi  —  y/^^^i  =  ^K^y'  —  y)  —  ^^y'  =  —  (fh  —  ydx). 

Die  Function  q(x^  y,  y)  hat  demnach  für  die  betreffende  Berührungs- 
transformation den  Werth:  —  1. 

Für: 

si  =  {x  —  x,)x^  +  (y  —  y,)yi 

hat  ^  den  Werth: 

J  =  (2^1  —  x)x,  +  (2y,  —  y)y„ 

welcher    vermöge  Ä  =  0  nicht    verschwindet.     Folglich   müssen   die 
Gleichungen: 

(x  —  x,)x,  +  (y  —  j/Oyi  =  0 

^1  +  y'yi  =  0,      x-2x^  +  {y  -  2yjy;  =  0 

eine    Berührangstransformation   bestimmen.      Dieselbe    lautet    in    auf- 
gelöster Form: 
,-,|x  ,xy'  —  y  xy'  —  y  ,        x  +  2yy'  —  xy"*- 

Die  versprochene  Bestimmung  aller  Berührungstransformationen 
einer  Ebene  x^  y  ist  jetzt  geleistet.  Insbesondere  zeigt  das  Theorem  1, 
dass  es  wirklich,  wie  auf  S.  6  behauptet,  ausser  den  erweiterten  Punkt- 
transformationen noch  eine  ausgedehnte  Kategorie  von  Elementtrans- 
formationen giebt,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung:  dy  —  y'e?x  =  0  in- 
variant lassen. 

Aus  der  Definition  der  Berührungstransformationen  ergiebt  sich 
leicht  der  wichtige 

Satz  3.    Führt  man  zwei  Berilhrungstransfornuitionen: 

(12)      x^  =  X{x,  y,  y'),     y,  =  Y(x,  y,  y')>    y/  =  ^(^;  Vy  V) 

und: 

(12')  Xi  =  S{x,,y,,y,'),    y,  = // (x^ ,  y^ ,  y/),    y^  =  n{x„  y,,  y^) 

der  Ebene  x,  y  nach  einander  aus,  so  ist  die  entstehende  Transformation: 

(12")    x^  =  A(x,y,y'),    yi  =  B{x,  y,  y),    y^  =C(x,y,y') 

wieder  eine  Beriihrungstransformation  dieser  Ebene, 

In  der  That,  unter  den  Voraussetzungen  dieses  Satzes  besteht  ver- 
möge (12)  eine  Relation  von  der  Gestalt: 

^'yi  —  yid^i  =  Q(p^y  y>  y)  •  (^y  —  ydx) 
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und  vermöge  (12')  eine  von  der  Gestalt: 

Schaflt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  mit  Hülfe  von  (12)  die 
Veränderlichen  x^,  y^,  i//  fort,  so  erhält  man  eine  Relation: 

'^^2  —  y^^^^i  =  ^{^,  Y,  P) '  q(^^  y,  y') .  {dy  —  ydx), 

die  vermöge  derjenigen  Gleichungen  besteht,  welche  sich  aus  (12)  und 
(12')  durch  Fortschaflung  von  x^,  y^,  y/  ergeben.  Nun  aber  liefern 
(12)  und  (12')  bei  Wegschafifung  von  Xj,  f/j,  y/  gerade  die  Gleichungen 
(12"),  also  ist  wirklich  auch  (12")  eine  Berührungstransformation. 

Es  ist  andererseits  selbstverständlich,  dass  die  aus  einer  vorgelegten 
Beriihrungstransformation  (12)  durch  Auflösung  mtstetiende  inverse  Trans- 
formation 

X  =  U(xi,  y,,  y/),      y  ==  V{x,,  y,,  y/),      y  =  W{x,,  y,,  y/) 
selbst  eine  Berührungstransfomiation  ist. 

§3. 

In  diesem  Paragraphen  wird  ein  wichtiger  Begriff  eingeführt, 
welcher  die  Begriffe  Curve  und  Punkt  als  besondere  Fälle  umfasst« 

Jede  Curve:  y  — -  f{x)  =  0  zeichnet  unter  den  cx>^  Linienelementen 
X,  y,  y'  der  Ebene  x,  y  gewisse  cx>^  aus,  die  wir  geradezu  als  die 
Linienelemente  der  Cw've  bezeichnen  wollen;  es  sind  das  diejenigen  Linien- 
elemente, welche  aus  je  einem  Punkte  der  Curve  und  der  zugehörigen 
Tangente  bestehen;  dieselben  sind  offenbar  durch  die  beiden  Gleichungen: 

(13;  y  -  tXx)  =  0,      y'  -  f'{x)  =  0 

bestimmt,  wo  /"(x)  die  Ableitung  von  f(x)  nach  x  bedeutet. 

Differentiirt  man  (13)  einmal  und  fügt  man  die  erhaltenen  beiden 
Gleichungen: 

(13')  dy  —  fix)  .  dx  =  0,       dy'  -  /"(a;)  .dx  =  0 

zu  (13)  hinzu,  so  findet  man  ein  System  von  vier  Gleichungen:  (13)  (13'), 
welches  offenbar  so  beschaffen  ist,  dass  alle  Werthsysteme  x,  y,  y',  dx, 
dyj  dy',  die  (13)  (13')  befriedigen,  auch  der  Pfaffschen  Gleichung: 
dy  —  y'dx  =  0  genügen.  Mit  andern  Worten:  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dy — y'dx  =  0  besteht  vermöge  der  vereinigten  Gleichungen  (13)  und  (13'). 
Besitzt  ein  Gleichungensystem: 

^(^*,  y,  y)  =  0,     n^.  y,  y')  =  o 

die  Eigenschaft,  dass  die  Pfaffsche  Gleichung:  dy  —  ^'dx  =  0  vermöge 
der  vier  Gleichungen: 

0  =  0,       Uf  =  0,      d0  =  O,      dnf=o 
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besteht,  so  wollen  wir  einfach  sagen,  dass  das  betreffende  Gleichungen- 
System:  0  =  0,  ^  =  0  tfer  Pfaffschen  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0  ge- 
nügtj  oder  dass  es  sie  befriedigt,  oder  erfüllt 

Bei  Anwendung  dieser  Ausdrucksweise  können  wir  unser  obiges 
Ergebniss  einfach  folgendermassen  ausdrücken: 

Das  Gleichungensystem: 

(13)  y  -  fix)  =  0,      y'-  fix)  =  0, 

tcelches  die  oo^  Linienelefnente  der  Curve:  y  —  f{x)  =  0  bestimmt,  genügt 
der  Pfaffschen  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0. 

Leicht  zu  erkennen  ist,  dass  es  ausser  den  Gleichungeusystemen 
von  der  Form  (13),  deren  jedes  alle  Linienelemente  einer  Curve  dar- 
stellt, noch  andere  Gleichungensysteme: 

*(a:,  y,  y')  ■=  0,      Wix,  y,  y')  =  0 

giebt,  welche  die  PfafiFsche  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0  erfüllen. 

In  der  That,  man  betrachte  die  Scbaar  aller  Linienelemente  x,  y,  y\ 
welche  denselben  Punkt  Xq,  ^q  haben,  oder  kürzer  die  Linienelemente 
des  Punktes  Xq,  y^.     Die  Gleichungen  dieser  Schaar  lauten: 

(14)  ^  =  ^o;    y  =  ^0 

und  ergeben  einmal  differentiirt: 

(14')  dx  =  0,      dy  =  0, 

sodass  die  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0  vermöge  (14)  und  (14')  besteht 
Also  befriedigt  auch  jedes  Gleichungensystem  von  der  Form  (14)  die 
PfafFsche  Gleichung:  dy  —  ydx  =  0. 

Wir  werden  jetzt  beweisen,  dass  die  Gleichungensysteme  von  der 
Form  (13)  und  (14)  die  einzigen  sind,  welche  der  Pfaffschen  Gleichung: 
dy  —  y'dx  =  0  genügen.  Wir  thun  das,  indem  wir  direkt  alle  Glei- 
chungensysteme : 

(15)  9{x,  y,  y')  =  0,       W{x,  y,  y')  =  0 

bestimmen,  welche  diese  Eigenschaft  besitzen. 

Aus  (15)  ergeben  sich  entweder  zwei  Relationen  zwischen  x,  y  allein, 
oder  es  ergiebt  sich  nur  eine  solche.  Im  ersten  Falle  kann  (15)  die 
Form:  x  =  a,  y  ^=b  erhalten  und  stellt  daher  alle  Linienelemente  eines 
Punktes  dar.  Im  zweiten  Falle  kann  die  eine  vorhandene  Relation 
zwischen  x  und  y  offenbar  nicht  von  y  frei  sein;  sie  lässt  sich  also  auf  die 
Form:  y  —  f(x)  =  0  bringen.  Durch  Differentiation  erhalten  wir  hieraus: 
dy  —  f{pc)dx  =  0;  soll  daher  das  Gleichungensystem  (15)  die  Pfaffsche 
Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0  erfüllen;  so  muss  der  Ausdruck:  (f  —  y')dx 
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für  jedes  r/a;  vermöge  (Ifj)  verschwinden.  Mithin  kann  unser  Gleich angen- 
sy stein  (15)  die  Form  (13): 

y-f{x)  =  (),  y'-f{x)  =  () 

erhalten.     Also: 

Theorem  2.     Wenn  ein  Gleichungensystem: 

^{^,  y,  y)  =  0,      »i^x,  f/,  y)  =  0 

die  Pfaffsche  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0  erfüllt,  so  sind  die  cx>^ 
Linienelementey  tvelche  es  definirt,  entweder  die  Linienelemente 
einer  Curve:  y  —  f(x)  =  0  oder  diejenigen  eines  Punktes:  x  =  Xq^ 

y  =  yo*) 

Es  ist  naturgemäss  für  die  so  definirten  Schaaren  von  Linien- 
elementen  eine  gemeinsame  Bezeichnung  zu  benutzen.  Wir  nennen  des- 
halb (ine  Schaar  von  oo^  Linienelementen  x,  y,  y'  dann  eine  Element- 
Mannigfaltigkeit*)  oder  kürzer  eine  Element-M^  der  Ebene  xy,  wenn 
das  Gleidiungensystem: 

0{x,  y,  y')  =  0,         W{x,  y,  y)  =  0 

dieser  Sdmar  der  Pfaffschen  Gleichung:   dy  —  y'dx  =  0  genügt 

Damit  ist  der  oben  (S.  2  und  12)  angekündigte  allgemeine  Begriff 
gewonnen,  der  die  BegriflFe  „Curve"  und  „Punkt*^  als  besondere  Fälle 
umfasst. 

Jede  Element- J/i  ist  eine  Linienelementiigxxr^  da  sie  aber  entweder 
aus  allen  Linienelementen  eines  Punktes  oder  aus  allen  einer  Curve 
besteht,  so  kann  sie  auch  als  eine  Punkt&g\xr  aufgefasst  werden  und 
zwar  ist  sie  als  Punktfigur  entweder  ein  Punkt  oder  eine  Curve. 

Bemerkenswerth  ist,  dass  unter  den  soeben  gefundenen  Element-Jfj 
der  Ebene  a:,  y  zwar  alle  Punkte  enthalten  sind,  nicht  aber  alle  Curven; 
die  Curven  von  der  Form:  a;  =  a,  also  die  zur  y-Axe  parallelen  Geraden 
haben  wir  bei  der  Bestimmung  aller  Element- Jfj  nicht  mit  erhalten. 
Es  hat  das  seinen  Grund  in  den  hier  benutzten  Coordinaten:  x^  y,  y' 
der  Linienelemente;  für  alle  Linienelemente,  deren  Gerade  zur  y-Axe 
l)arallel  ist,  werden  nämlich  diese  Coordinaten  unbrauchbar,  da  für  sie 
y'  unendlich  gross  wird.  Später,  wenn  wir  diese  Untersuchungen  für 
beliebig  viele  Veränderliche  durchführen,  werden  wir  Elementcoordinaten 
kennen  lernen,  denen  ein  solcher  Mangel  nicht  anhaftet. 

Man  kann  fragen,  ob  es  ausser  der  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0 
noch  andere  PfafiFsche  Gleichungen  giebt,  welche  von  allen  Element- JLf^ 

•)  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  October  1872;  Verhandlungen  der  Gesellsch. 
d.  W.  EU  Chrietiania  1871,  Mai  1872  und  Novbr.  1874;  Math.  Ann,  Bd.  V  und  IX. 


Die  Berdhrungstransformatioiieii  in  der  Ebene.  15 

der   Ebene  x,  y  befriedigt  werdeD.     Die  Beantwortung  dieser  Frage 
bietet  keine  Schwierigkeit. 

Wird  die  Pfa£fsche  Gleichung: 

(IG)     Qi{Xy  y,  y)  .  dx  +  h{x,  y,  y) .  dy  +  c(x,  y,  y)  .dy  =0 

Ton  allen  Element-Jf^  der  Ebene  Xy  y  befriedigt,  so  genügen  ihr  ins- 
besondere alle  Gleichungensysteme  von  der  Form: 

y  -  f{x)  =  0,        y'-  fix)  =  0. 

Hieraus  folgt^  dass  die  Gleichung  (16)  vermöge  der  Gleichungen: 

y  -  fix)  =  0,        y'  -  fix)  =  0,        dy-  r(x)dx  =  0, 

dy—f\x)dx=^0 

besteht,  welche  Function  von  x  auch  f  sein  mag^  oder  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  dass  die  Gleichung: 

[ci{x,  f,  n + r .  b(«,  f,  n + r-^ix,  f,n\dx  =  (i 

für  alle  Werthe  von  dx  und  für  jede  Function  fix)  identisch   erfüllt 
ist.     Das  aber  ist  nur  möglich,  wenn  die  beiden  Gleichungen: 

t{x,  f,  n = 0,    (xix,  f,  n+f.  b(x,  /•,  n = 0 

für   alle  Zahlenwerthe   der  Grössen   rc,  /*,  f   identisch   bestehen,   also 
wenn  (16)  die  Form: 

b(x,  y,  y')  .  idy  —  ydx)  =  0 

besitzt  und  demnach  mit  der  Gleichung:  dy  —  y\lx  =  0  äquivalent  ist. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  4.  Die  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0  ist  die  einzige  Pfaffscfie 
Gleichung,  welche  von  allen  FAenient-M^  der  Ebene  x,  y  erfüllt  tvird; 
sie  ist  sogar  die  einzige  Pfaffsche  Gleichung,  welcher  alle  Element- M^ 
von  der  besonderen  Fonn: 

y_/-(x)=0,  y'-r{x)  =  0 

genügen. 

Dieser  Satz  wird  uns  bald  nützlich  sein. 

§4. 

Die  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  führen  zu  einer 
neuen  Eigenschaft  der  Berührungstransformationen,  welche  für  die- 
selben charakteristisch  ist  und  welche  daher  eine  neue  Definition  der 
Berührungstransformationen  enthält. 

Die  betreffende  Eigenschaft  besteht  einfach  darin,  dass  bei  A%is- 
fiihrting  einer  BerOhrungstransformation  jede  Element- M^  der  Ebene  xy 
in  eine  Element- M^  übergeht, 

Stellen  nämlich  die  Gleichungen: 

^{x,  y,  y')  =  0,         W{x,  y,  y')  =  0 
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eine  Element- Jf^  dar,  so  besteht,  wie  wir  wissen,  die  Gleichung: 
dy  —  y'dx  =  0   vermöge  der  vier: 

(17)  a>  =  o,      ^^  =  o,      d0  =  o,      dw=o. 

Führen  wir  nun  an  Stelle  von  x,  y,  y'  durch  eine  Berührungstrans- 
formation die  neuen  Veränderlichen  x^y  y^,  y/  ein,  so  gehen  O  und  W 
in  gewisse  Functionen  Oj  und  ^^  von  x^,  y^,  y/  über;  das  Gleichungen- 
system (17)  verwandelt  sich  also  in: 

(17')  <I>i  =  0,         ^1  =  0,         da>,  =  0,         d^,=0] 

dagegen  erhalten  wir  aus :  dy  —  y'dx  =  0  die  neue  Gleichung : 
dy^ — yj^dXi=0,  welche  nun  augenscheinlich  ihrerseits  vermöge  (17') 
besteht.  Mithin  stellen  auch  die  Gleichungen:  Oi  =  0,  ^^  =  0  immer 
eine  Element -üfj  dar. 

Ist  andererseits  eine  Transformation: 

(18)  x,  =  X(x,  y,  y),    y^  =  Y{x,  y,  y'),    yi=Pi(x,  y,y) 

so  beschaffen,  dass  sie  jede  Element- Jf^  der  Ebene  xy  in  eine  Element -ilf^ 
überführt,  so  ist  sie  eine  Berührungstransformation. 

Um  das  zu  beweisen,  denken  wir  uns  die  Transformation  (18) 
auf  eine  beliebige  Element -Jt/j  von  der  Form 

(19)  y  -  fix)  =  0,        y'~  fix)  =  0 

ausgeführt;  wir  müssen  dann,  wie  auch  die  Function  f{x)  gewählt  sein 
mag,  aus  (19)  ein  Gleichungensystem: 

<^i(^i,  yi;  Vi)  =  0,         ^a(a:„  yi,  y^  =  0 
erhalten,  welches  der  Pfaffschen  Gleichung:  dy^  —  yidx^  =  0   genügt. 
Führen  wir  daher  mit  Hülfe  von  (18)  rückwärts  an  Stelle  von  a;,,  yi,  y/ 
die  alten  Veränderlichen  x,y,y'  ein,  so  verwandelt  sich:  dy^  —  y/d^i  =  0 
in  eine  gewisse  Pfaffsche  Gleichung: 

(20)  dy^—y^'dXi  =  A{x,  y,  y)dx+B(x,  y,  y)dy+C{x,  y,  y')dy'=0, 

welcher  nun  offenbar  alle  Gleichungensysteme  von  der  Form  (19)  genügen. 
Aber  nach  Satz  4,  S.  15  ist  dy  —  y'dx  =  0  die  einzige  Pfaffsche 
Gleichung  von  dieser  Beschaffenheit,  folglich  muss  der  Ausdruck: 

^{^f  y,  y')d«  +  s(^,  Vj  y'yy  +  cip^^  y>  y'W 

die  Form  B{dy  —  y'dx)  besitzen;  es  besteht  daher  vermöge  (18)  eine 
Relation  von  der  Form: 

^yi  —  y/^^i  =  ^{^y  yj  y)  •  ißy  —  y'^^)» 

das  heisst  (18)  ist  wirklich  eine  Berührungstransformation. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  oben  angegebene  Eigenschaft  für  die 
Berührungstransformationen  der  Ebene  charakteristisch  ist,  wir  können 
daher  sagen: 
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Satz  5.  Die  BerÜhrungstransfornuUionen  der  Ebene  x,  y  lassen  sich 
auch  deßniren  als  diejenigen  Linienelementtransformatiotien  dieser  Ebene, 
iceUJie  jede  Element-M^  in  eine  Element-M^  überßhren. 

Eine  Element- Jf^  der  Ebene  besteht,  wie  wir  wissen,  entweder 
aus  den  oo^  Elementen  einer  Curve  oder  aus  den  oo^  Elementen  eines 
Punktes.  Aus  der  neuen  Definition  der  Berührungstransformationen 
folgt  daher,  dass  die  oo^  Elemente  einer  Curve  bei  Ausführung  einer 
Berührungstransformation  entweder  in  die  <x>^  Elemente  einer  Curve 
oder  in  die  eines  Punktes  übergehen-,  kürzer  ausgedrückt:  bei  einer 
Berührungstransformation  verwandelt  sich  eine  Curve  entweder  in  eine 
Curve  oder  in  einen  Punkt;  andererseits  verwandelt  sich  auch  ein  Punkt 
entweder  in  eine  Curve  oder  in  einen  Punkt, 

Es  ist  klar,  dass  die  erweiterten  Punkttransformationen  (4)  die 
einzigen  Berührungstransformationen  der  Ebene  sind,  welche  jeden 
Punkt  wieder  in  einen  Punkt  überführen. 

Betrachten  wir  ferner  eine  Berührungstransformation,  welche  keine 
erweiterte  Punkttransformation  ist,  also  eine,  deren  Gleichungen: 

(21)     x^  =  X{x,  y,  y),    y,  =  Y{x,  y,  y),    y,' =  P{x,  y,  y) 
blos  eine  Relation: 

^{^j  y,  ^17  Vi)  =  0 

zwischen   x,  y,  x,,  y,    allein  ergeben. 

Die  betreffende  Berührungstransformation  führt  die  oo^  Linien- 
elemente des  Punktes:  x  =  a,  y^=b  in  oo^  Linienelemente  über,  deren 
Punkte  die  Curve:  ii(a,  &,  x^,  y^)  =  0  erfüllen.  Da  nun  diese  neuen 
oo^  Linienelemente  eine  Element- Jf^  bilden,  so  sind  sie  (Theorem  2, 
S.  14)  eben  die  Linienelemente  der  besprochenen  Curve;  wir  sehen  also, 
dass  unsere  Berührungstransformation  den  Funkt:  x  =  a,  y  =^b  in  die 
Curve:  Sl(a,  6,  x^,  y^)  =  0  verwandelt.  In  derselben  Weise  erkennen 
wir,  dass  sie  die  Curve:  Sl(x,  y,  a^,  &j)  =  0  in  den  Punkt:  x^  =  a^, 
yi  =  6^   überführt*) 

*)  Plücker  betrachtet  in  seinen  Analytisch -geometrischen  Entwickelungen, 
Abth.  2  eine  beliebige  Qleichung:  Sl(x^  y,  x^,  y^)  =^  0  und  dentet  darin  x^  y 
als  Coordinaten  eines  Punktes  und  x^^  y^  als  diejenigen  eines  zweiten  Punktes. 
Für  diese  Auffassung  ordnet  die  Gleichung :  A  =  0  jedem  Punkte :  x  =^  a,  y  '=^h 
die  Curve:  Ä(^a,  6,  Xj,  j/j)  =  0  zu  und  dementsprechend  jedem  Punkte:  a*,  =»  a, , 
y\  =■  ^1  <^iö  Curve:  Ä(a;,  y,  Oj ,  tj)  =  0;  femer  bemerkt  Flacker  ausdrücklich, 
dass  die  Curven,  welche  den  Punkten  rTj ,  y^  der  Curve:  Ä(a,  6,  x, ,  y,)  =»  0  zu- 
geordnet sind,  rämmtlich  durch  einen  gemeinsamen  Punkt  gehen.  Wcüirscheiiüich 
hatte  Plücker  die  Absicht,  in  späteren  Arbeiten  zu  zeigen,  dass  die  Gleichung: 
i2  s»  0  oder  wie  er  sich  ausdrückt  „die  aequatio  directrix:  A  >»  0*'  überhaupt 

I^i«*,  Theorie  der  TnmiformBtionsgruppen.   II.  2 
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Beispiele.     Nach  S.  10  ist  durch  die  Gleichung: 

y  +  yi  —  xxj^  =  o 

eine  Berührungstransformation  definirt.  Bei  dieser  geht  der  Punkt: 
X  =  a,  y  =  b  in  die  Gerade:  y^  —  ax^  -|-  6  =  0  über,  also  in  seine 
Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt:  2y  —  x^  =  0;  die  Gerade: 
y  —  a^a;  +  &!  =  0  verwandelt  sich  in  den  Punkt:  Xi  =  a^y  ^i  =  &i 
also  in  ihren  Pol  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt. 

Die  Berührungstransformation,  welche  durch  die  Gleichung: 

(x  -  x,)x,  +  0/  —  yjy,  =  0 

definirt  ist,  verwandelt  jeden  Punkt:  a:  =  a,  y  =  b  in  einen  Kreis, 
welcher  durch  den  betreffenden  Punkt  und  durch  den  Coordinaten- 
anfang  geht  und  die  Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte  zum  Durch- 
messer hat.  Jede  Gerade  führt  sie  in  einen  Punkt  über,  nämlich  in 
den  F'iisspunkt  des  Lothes,  welches  man  vom  Coordinatenanfang  auf 
sie  fallt. 

Wir  fügen  hier  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen  an. 
Definirt  die  Gleichung: 

^(^,  y,  ^u  yi)  =  ^ 

eine  Berührungstransformation,  so  geht  jede  Curve:  Sl(Xj  y,  a^,  bj  =  0 
bei  dieser  Berührungstransformation  in  den  Punkt  x^  =  fl^,  y^  =  6^ 
über;  das  sahen  wir  oben. 

Wünscht  man  andererseits  zu  wissen,  ob  eine  vorgelegte  Gleichung 
von  der  Form: 

^(^, !/»  ^u  yi)  =  Oy 

eine  Berührungstransformation  bestimmt,  so  hat  man  nach  S.  9  zu 
untersuchen,  ob  sich  die  beiden  Gleichungen: 

(22)  Sl{x,  y,  x„  y,)  =  0,        y' ^'J 

nach  x^  und  y^  auflösen  lassen  oder  ob  sie  eine  Relation: 
V(x,  y,  y')  =  0 

zwischen  (ülen  Corven  der  Ebene  ein  Entsprechen  herstellt,  welches  solchen  Curven, 
die  sich  in  einem  Punkte  berühren,  Curven  von  derselben  Beschaffenheit  zuordnet. 
Man  braucht  in  der  That  zu  Flacker 's  Ausführungen  nur  wenig  hinznzufngen,  um 
den  Ausgangspunkt  für  die  geometrische  Theorie  der  Berührungstransformationen 
einer  Ebene  zu  gewinnen;  dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  genau  dasselbe  auch 
von  Laffrange's  Untersuchungen  über  singulare  Lösungen  gesagt  werden  kann. 
Lagrange  war  dem  Begriff  Berührongstransformation  der  Ebene  fast  ebenso  nahe 
wie  Flacker.    (Vgl.  Lagrange's  Le9ons  sur  le  calcul  des  fonctions.) 
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zwischen  x,  y,  y'  allein  liefern.    Nur  im  ersten  Falle  bestimmt  ü==0 
eine  Berührungstransformation. 

Nun  definiren  die  Gleichungen  (22),  wenn  man  in  ihnen  den  Grossen 
x^  und  y^  die  festen  Werthe  x^  =  aj^,  ^1  =  ^1  ertheilt,  die  Linienelemente 
einer  Curve,  welche  der  Curvenschaar:  Sii{x,  y,  a^,  b^)  =  0  angehört. 
Verbinden  wir  diese  Bemerkung  mit  dem  oben  Gesagten,  so  erhalten 
wir  den 

Satz  6.  Ist  die  Curvenschaar  Sl(Xy  y,  a^,  61)  =  0  mit  den  Para- 
metern «1,  61  so  beschaffen,  dass  die  Linieneletyiente  x,  y,  y  aller  Curven 
der  Schaar  keine  Relation:  V{x,  y,  y')  =  0  befriedigen,  so  giebt  es  eine 
ufui  nur  eine  Berührungstransformation: 

^1  =  ^(^,  y,  yly      Vi  =  Y(x,  y,  y'),      y;  =  P{x,  y,  y'), 
tvddie  jede  Curve:  Sl{x,  y,  a^,  b^)  =  0  in  den  Punict:  Xi  =  a^,  J/i  =  &i 
überführt;  die  Gleichungen  dieser  Berührungstransformation  erlwlt  man 
durch  Auflösung  der  Gleichungen: 

Ä(^,  y,  ^1,  yi)  =  o,      j^  +  y  ä7  =  ö^      ä^  +  yiäj^  =  o 

wacA  Xj,  y^,  y/. 

Genügen  die  Linienelemente  x,  y,  y'  aller  Curven  der  Schaar: 
Sl{x,  y,  a,  6)  =  0  einer  Relation:  V{Xy  y,  y')  =  0,  so  sind  alle 
Curven  dieser  Schaar  Integralcurven  der  Differentialgleichung  erster 
Ordnung:  ^^^^  ^^  ä^  _  ^^ 

und  da  diese  Differentialgleichung  nur  00^  Litegralcurven  besitzt,  so 
enthält  auch  die  Schaar:  ^{x,  y,  a,  b)  =^0  nicht,  wie  es  den  An- 
schein hat,  c»*  verschiedene  Curven,  sondern  blos  cx)'.  Dass  die 
Linienelemeute  aller  Curven  einer  Schaar  Sl(x,  y,  a,  6)  =  0  keine 
Relation  von  der  Form:  V(x,  y,  y')  =  0  befriedigen,  ist  also  damit 
gleichbedeutend,  dass  die  Schaar  Sii(x,  y,  a,  6)  =  0  cx)*  verschiedene 
Curven  enthält  Diese  Bemerkung  giebt  eine  Deutung  und  führt  zu 
einer  Verallgemeinerung  des  vorhin  aufgestellten  Satzes. 

Es  sei  irgend  eine  Schaar  von  c»^  verschiedenen  Curven  vorgelegt, 

etwa  die  folgende: 

W{x,  y,  «,  ß)  =  0. 

Wir  ordnen  die  Curven  dieser  Schaar  den  Punkten  der  Ebene  nach 
irgend  einem  Gesetze  so  zu,  dass  Jeder  Curve  der  Schaar  ein  Punkt 
der  Ebene  und  jedem  Punkte  eine  Curve  der  Schaar  entspricht.  Ver- 
stehen wir  also  unter  a,  b  die  Coordinaten  des  Punktes,  welcher  der 
Curve  W{x,  y,  a,  /3)  ==  0  mit  den  Parametern  a,  ß  entspricht,  so 
setzen  wir: 

(23)  a  =  Äia,  ß),        h  =  B(a,  ß), 

i* 
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wo  A  und  B  beliebige  von  einaDder  unabhängige  Functionen  ihrer 
Argumente  bezeichnen. 

Losen  wir  die  Gleichungen  (23)  nach  a  und  ß  auf: 

a  =  'ii{a,  6),         /3  =  S5(a,  6) 

und  setzen  wir  die  gefundenen  Ausdrücke  für  a^  ß  in  die  Gleichung: 
W{x,  y,  a,  /3)  =  0  ein,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung: 

W{x,  y,  a,  35)  =  Sl{x,  y,  a,  6)  =  0, 

welche  genau  dieselbe  Schaar  von  cx)^  Curven  der  Ebene  a;,  y  dar- 
stellt. .  Es  giebt  daher  nach  Satz  6  eine  Berührungstransformation, 
welche  jede  Curve  Sl{x,  y,  a,  6)  =  0  in  den  Punkt:  rr^  =  a,  yi  =  ^ 
überführt. 

Damit  haben  wir  die  angekündigte  Verallgemeinerung  des  Satzes  6 
gewonnen: 

Satz  7.  Hat  man  in  der  Ebene  x,  y  irgend  eine  ScJumr  von  cx>* 
Curven:  W{x,  y,  a,  ß)  =  0  und  hat  man  diese  Curven  nach  irgend  einem 
Gesetsse  den  Punkten  der  Ebene  so  zugeordnet,  dass  jeder  Curve  der  Schaar 
ein  Punkt  und  jedem  Punkte  eine  Curve  entspricht,  so  giebt  es  immer 
eine  und  nur  eine  Berührungstransfoimation  der  Ebene  x,  y,  welcfie  die 
Curven  der  Scfiaar  in  die  Punkte  der  Ebene  und  zwar  jede  Curve  in  den 
ihr  zugeordneten  Punkt  überfuhrt, 

Beispiel.  Der  InbegrifiF  aller  Kreise  von  gleichem  Halbmesser  r^ 
bildet  eine  zweifach  unendliche  Curvenschaar: 

(24)  (a;  _  o)«  +  (y  -  6)«  =  r,\ 

Ordnet  man  jedem  dieser  oo*  Kreise  seinen  Mittelpunkt  zu,  so  ent- 
spricht jedem  Punkte  der  Ebene  einer  von  den  Kreisen,  man  hat  also 
eine  Zuordnung  von  der  in  Satz  7  beschriebenen  Beschaffenheit.  Die 
Berührungstransformation,  welche  jeden  der  cx)^  Kreise  (24)  in  seinen 
Mittelpunkt  überführt,  ist  durch  die  Gleichungen: 

{x  —  x,y  +  {y-  y^f  =  r^\        ^  —  ^i  +  (y  -  vdv  =  0, 

^  — ^i  +  (y- 2/1)2/1' =  0 

definirt,  in  aufgelöster  Form  lautet  sie: 

(25)  -.=-  +  ^71^»      ^'  =  ^-^-4:^'"      ^''  =  ^'' 
sie  führt  also  jedes  Linienelement  in  ein  paralleles  über. 

§5. 

Wir  wollen  jetzt  die  Entwickelungen  der  beiden  letzten  Paragraphen 
dadurch  vervollständigen,  dass  wir  der  Pfaffschen  Gleichung:dfy — y'dx=0 
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eine    begriffliche   Deutung  geben;  auf  diese  Weise  erhalten   wir  auch 
eine  tiefere  Einsicht  in  das  Wesen  der  Element- Jlfi. 

Es  sei  eine  beliebige  Schaar  von  oo^  Elementen  x,  y,  y'  der  Ebene 
Torgelegty  etwa  in  der  Weise,  dass  x,  y,  y'  als  Functionen  einer  unab- 
hängigen Veränderlichen  t  dargestellt  sind. 

Wir  betrachten  irgend  zwei  unendlich  benachbarte  Werthe  %  und 
t^  '\-  /1t  von  t  und  setzen  nur  voraus ,  dass  die  drei  Differentialquo- 
tienten  j^,  -,^,  -~r    nicht    sämmtlich   für   t  =  L  verschwinden.     Den 
dt     dt'    dt  " 

Werthen  tQ  und  tQ-^  /Jt  entsprechen  zwei  unendlich  benachbarte  Ele- 
mente: Xq,  j/o,  yQ  und  Xq  +  Jx,  y^  +  Jy,  y^  +  Jy'  unsrer  Schaar. 
Die  Punkte:  Xq,  y^  und  Xq  +  ^a;,  y^  +  Jy  weichen  von  einander  um 
eine  Grosse  von  der  Ordnung  des  /it  ab.  Um  eine  Grosse  von  der- 
selben Ordnung  weicht  im  Allgemeinen  auch  der  Punkt  Xq  -|-  /ix, 
y^j  +  ^y  von  der  Geraden: 

9  -  »0  =  yo'(E  —  ^o) 

des  Elementes  x^,  y^j  y^'  ab;  denn  der  Ausdruck: 

Jy  —  y^^x, 

welcher  als  Mass  dieser  Abweichung  aufgefasst  werden  kann,  ist  im 
Allgemeinen  von  erster  Ordnung  in  /it  Es  kann  jedoch  vorkommen, 
dass  der  Ausdruck:  <^y  —  Vo  ^^  vo^,  der  zweiten  Ordnung  in  /1t  wird. 
Dann  weicht  der  Punkt:  Xq  -j-  Jx^  y^  +  /Üy  von  der  Geraden  des  Ele- 
ments äTq,  yQ,  y^  nur  um  eine  Grösse  ab,  welche  unendlich  klein  ist 
im  Vergleich  zu  der  Abweichung  der  beiden  Punkte  Xq,  y^  und  Xq  +  /Jx, 
y^  -f-  Jy  von  einander.  Wir  sagen  in  diesem  Falle,  dass  die  beiden 
Elemente:  Xq,  y^,  y^  und  x^  +  /ix,  yQ  +  /Jy,  yo'  +  ^v'  ^^^srer  Schaar 
vereinigt  liegen. 

Diese  Definition  kann  präciser  folgendermassen   gefasst  werden: 

In  der  Schaar  der  c»^  Elemente: 

x^a(t),       y  =  ß{t),       y=Y{t) 

liegt  das  Element  t^  mit  dem  unendlich  benaehharten  Elemente  t^  -j-  /1t 
der  Schaar  vereinigt*),  wenn  der  Ausdruck: 

dy  ,  dx 

dt  ^y  'dt 

für  t  =  t^  verschunndet,  olme  dass  ^,  j^,  -^  alle  drei  für  t  =  t^  den 
Werth  Null  annehmen. 

Verschwindet  der  Ausdruck:  -n  —  y' -r:  für   alle  Werthe   von  t, 

dt        ^    dt  ' 


*)  Lie,  GOttinger  Nachrichten,  October  1872. 
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80  bildet  die  in  Rede  stehende  Schaar  von  c»^  Elementen  eine  Ele- 
ment-itf^;  demnach  liegt  in  einer  Element- Jtf^  jedes  Element  mit  dem 
unendlich  benachbarten  vereinigt.  Diese  Eigenschaft  kann  geradezu 
zur  Definition  des  Begriflfes  einer  Element-Jlfi  benutzt  werden. 

Dass  alle  Elemente  einer  Gurve  eine  Element -Jlfj  bilden ,  beruht 
darauf,  dass  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte  x,  y  von  dem  un- 
endlich benachbarten  Punkte  x  +  dx,  y  '\-  dy  der  Curve  nur  um  eine 
Grösse  abweicht,  welche  unendlich  klein  ist  im  Vergleich  zu  der  Ab- 
weichung der  Punkte  Xy  y  und  x  +  dx,  y  -\-  dy  von  einander.  Die 
Elemente  eines  Punktes  Xq,  y^  bilden  eine  Element- Jtfi,  weil  sie  alle 
denselben  Punkt  haben,  und  weil  in  Folge  dessen  der  Punkt  des  Ele- 
mentes Xq,  y^,  y^  -|-  dy^  auf  der  Geraden  des  Elementes  x^y  y^y  y^ 
liegt,  welchen  Werth  auch  y^   haben  mag. 

Mit  Benutzung  des  Begriffs  der  vereinigten  Lage  zweier  unendlich 
benachbarten  Elemente  kann  man  die  Berührungstransformationen  der 
Ebene  Xy  y  geradezu  als  diejenigen  Elementtransformationen  dieser  Ebene 
definiren,  welche  unendlich  benachbarte,  vereinigt  liegende  Elemente  in  ebefi 
solche  überführen.  Da  nun  in  einer  Element-Mi  jedes  Element  mit  dem 
unendlich  benachbarten  der  "Eiement-M^  vereinigt  liegt,  so  erscheint  eine 
früher  bewiesene  Eigenschaft  der  Berührungstransformationen  jetzt 
selbstverständlich,  die  Eigenschaft  nämlich,  dass  bei  einer  Berührungs- 
transformation jede  Element-ilfi  in  eine  Element-Jlfi  übergeht 

§6. 

Wir  haben  gesehen,  dass  eine  Berührungstransformation  der  Ebene 
X,  y  jede  Element- Jlfi  der  Ebene  in  eine  Element-Jlfi  verwandelt.  Da 
sich  die  Element-  M^  auch  als  Punktgebilde  auffassen  lassen,  so  können 
wir  auch  sagen,  dass  eine  Berührungstransformation  jede  Curve  ent- 
weder in  eine  Curve  oder  in  einen  Punkt  überführt  und  jeden  Punkt 
ebenfalls  entweder  in  eine  Curve  oder  in  einen  Punkt.  Nebenbei  be- 
merkt ist  hierbei  an  und  für  sich  klar,  dass  eine  Curve  im  Allgemeinen 
wieder  in  eine  Curve  übergeht,  denn  die  Gleichung  aller  Curven  der 
Ebene  hängt  von  einer  willkürlichen  Function  mit  einem  Argumente 
ab,  die  allgemeinen  Gleichungen  eines  Punktes  dagegen  nur  von  zwei 
willkürlichen  Parametern. 

Zwei  Curven,  die  sich  in  einem  gemeinsamen  Punkte  berühren, 
haben  als  Element -Jlfi  aufgefasst  ein  Linienelement  gemein.  Nun  ver- 
tvandeln  sich  zwei  Element- M^  mit  einem  gef}iein^amen  Linieneletnent  bei 
einer  Beriihrnngstransfomiation  in  zwei  Eleynent-M^y  ivelche  in  derselben 
Beziehung   stehen.     Folglich    erkennen  wir,   dass   zwei  sich   berührende 
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Curven  bei  einer  Berührungstransformation  im  Allgemeinen  wieder  in  zwei 
sich  berührende  Curveti  übergetien.  Daher  der  Name  Berührungstrans- 
formation. Doch  kann  es  auch  vorkommen,  dass  sich  die  eine  der  beiden 
Ckirven  in  einen  Punkt  verwandelt,  dieser  liegt  dann  auf  der  Gurve,  in 
welche  die  andere  übergeht 

Ist  die  BerührungstraDsformation  aus  einer  Punkttransformatiou 
durch  Erweiterung  entstanden^  so  transformirt  sie  natürlich  die  Punkte 
und  die  Gurren  der  Ebene  x,  y  genau  so  wie  diese  Punkttransformation. 
Dazu  ist  weiter  nichts  zu  bemerken. 

Betrachten  wir  andererseits  eine  Berührungstransformation,  die 
keine  erweiterte  Punkttransformation  ist  und  sehen  wir  zu,  wie  ge- 
gebene Punkte  und  gegebene  Curven  von  derselben  transformirt  werden. 

Die  Gleichung  zwischen  x,  y,  x^,  y^,  durch  welche  unsre  Be- 
rührungstransformation bestimmt  ist,  sei: 

^{^7  y,  ^ij  Vi)  =  0 

Dann  wissen  wir  schon  (vgl.  S.  17),  dass  bei  der  Berührungstrans- 
formation jeder  Punkt:  a;  =  a,  y  =  6  in  die  Gurve:  Sl(a,  6,  x^,  y^)  =  0 
übergeht  und  jede  Gurve:  Sl(x,  y,  a^,  b^)  =  0  in  den  Punkt:  x^  =  a^, 
y^  =  ftj.  Wir  können  hinzufügen,  dass  die  cx)*  Gurven:  ^(x,  y,  a^,  b^)  =  0 
die  einzigen  Gurven  der  Ebene  sind,  welche  in  Punkte  verwandelt  wer- 
den; das  ist  unmittelbar  klar. 

Denken  wir  uns  jetzt  eine  beliebige  Gurve:  ^(a;,  y)  e=  0  vorgelegt, 
welche  nicht  zu  den  Gurven:  Sl{x,  y,  a^,  b^)  =  0  gehört,  welche  also 
sicher  in  eine  Gurve  und  nicht  in  einen  Punkt  übergeht. 

Zu  der  Gurve,  in  welche  sich  ip(x,  y)  =  0  verwandelt,  können  wir 
folgendermassen  gelangen: 

Die  oo*  Punkte  der  Gurve  (p(x,  y)  =  0  gehen  in  c»^  Gurven  über, 
deren  allgemeine  Gleichung  man  erhält,  wenn  man  in 

^{A  f,  ^1,  J/i)  =  0 

die  Grössen  x^,  y^  als  Parameter  auffasst,  welche  der  Gleichung: 
q>(x^j  y®)  =  0  genügen.  Jeder  Punkt  der  Gurve:  q>{x,  y)  =  0  hat  mit 
dieser  ein  Linienelement  gemein,  folglich  verwandelt  sich  die  Gurve: 
q>(Xy  y)  •=  0  in  eine  Gurve,  welche  mit  jeder  der  c»^  Gurven: 

Ä(a;«,  /,  x„  y,)  =  0 

ein  Linienelement  gemein  hat,  kurz  sie  verwandelt  sich  in  die  Ein- 
hüllende dieser  c»^  Gurven.  Um  diese  Einhüllende  zu  finden,  bildet 
man  nach  bekannten  Regeln  die  Gleichungen: 
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in  welchen  Sl^  und  qfi  der  Kürze  wegen  für:  Ä(a:^,  y®,  x^y  y^)  und  q^{x^y  tf^ 
geschrieben  sind.     Durch  Fortschaffung  von  daf^  und  dy^  ergiebt  sich: 

und  wenn  man  hieraus  mit  Hülfe  von:  Ä®  =  0  und  9)^  =  0  die  Para- 
meter oif^,  y^  entfernt,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 
Ein  anderer  Weg  ist  dieser:  Jede  Curve  Sl{x,  y,  a,  V)  =  0,  wdche 
die  Curve  q)(x,  y)  =  0  berührt,  geht  bei  der  Berührungstransfortnatian 
in  einen  Punkt  Xi  =  a,  y^  =  &  über,  ucelcher  offenbar  auf  der  gesuditen 
Curve  liegt.  Man  hat  daher  nur  die  Gleichung:  ^(a,  6)  <=  0  zu  bestimmen, 
welche  zwischen  a,  6  bestehen  muss,  damit  die  Curve  q>{Xy  y)  =  0  von 
der  Curve:  Sl{x,  y,  a,  6)  =  0  berührt  wird;  dann  ist  ^(Xj,  y^)  =  0 
ohne  Weiteres  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve.  Zur  Bestimmung 
von  ^(a,  &)  =  0  gelangt  man  aber  offenbar  durch  Bildung  der  Glei- 
chungen: ii{x,  y,  ö,  b)  =  0,        q>{x,  y)  =  0 

dSl{x,  y,  a,  b)  C<p(x,  y) 

cx  ex 


cy  cy 

und  durch  nachherige  Elimination  von  x  und  y.     Das  stimmt  mit  der 
ersten  Methode. 

Wir  können  endlich  rein  analytisch  verfahren.    Unsere  Berührungs- 
transformation ist  nach  S.  8  durch  die  Gleichungen: 

(26)         ii(j^,  y,  ^,,  y,)  =  0,     y'  =  --|^,      y;=-    ^''' 


^y  ^yi 

defiuirt.  Die  Linienelemente  x,  y,  y'  der  Curve  ^>{Xj  y)  =  0  sind  ge- 
geben durch: 

(27)  9'(^,y)  =  o,     n  +  y'lf  =  ö- 

Wünscht  man  daher  die  Linienelemente  der  transformirten  Curve  zu 
finden,  so  hat  man  nur  x,  y  und  y'  aus  den  fünf  Gleichungen  (26) 
und  (27)  fortzuschaffen.  Die  Gleichung  der  transformirten  Curve  selbst 
findet  man,  wenn  man  ausserdem  noch  y/  eliminirt. 

Die  Elimination  von  y'  und  y/  liefert  die  schon  oben  erhaltenen 
Gleichungen: 

-^—    ^     —  ^-7 —  =  U,  W  =  ü,         <p  =  ü 

Ox     cy         cy    ox  ^  >  y 

aus  welchen  noch  x  und  y  fortzuschaffen  sind.  Also  führt  die  direkte 
analytische  Methode  zu  denselben  Rechnungen  wie  die  oben  durch- 
geführten Betrachtungen. 
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Um  diese  Ergebnisse  kurz  aussprechen  zu  können^  wollen  wir  eine 
Berübrungstransformation,  welche  nicht  durch  Erweiterung  einer  Punkt- 
transformation entstanden  ist^  als  eine  eigentliclie  BerQhrungstransfor- 
mation  bezeichnen.     Dann  können  wir  sagen: 

Theorem  3.  Bestimmt  eine  eigentliche  Berührungstransfor- 
mation  der  Ebene  Xj  y  die  Relation  Sl(x,  y,  rr^,  yj  =  0  zwischen 
den  Grössen  x,  y,  x^,  y^,  so  kann  der  Zusammenhang  zwischen 
einer  Cnrve  <p(x,  y)=0  und  der  transformirten  Curve  q)i{xi,  yi)=0 
in  den  beiden  folgenden  Weisen  definirt  werden:  Durchläuft  der 
Punkt  a;  =  a,  y  =  6  die  Curve  9>  =  0,  so  umhüllt  die  zugeordnete 
Curve  ^{a,b,x^,yi)  =  0  die  transformirte  Curve  9i  =  0;  durch- 
läuft andererseits  der  Punkt  x^  =  a^,  y^  =  b^  die  Curve  (p^  =  0, 
so  umhüllt  die  zugeordnete  Curve  Sl(Xy  y,  a^,  b^)  =  0  die  Curve 

Beispiele.  Die  Berührungstransformation,  welche  durch  die  Glei- 
chung: y  +  yi  —  ^sc^  =  o 

definirt  ist,  fahrt  nach  S.  18  jeden  Punkt  x^=»a,  y  =  b  in  seine  Polare: 
y^  —  ax^  +  6  =  0  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt:  2y  —  x^  =  0  über; 
demnach  verwandelt  sie  augenscheinlich  jede  Curve  in  ihre  Polarcurve 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  Die  einzigen  Curven,  welche  nicht  in 
Curven  sondern  in  Punkte  übergehen  sind  die  Geraden. 

Man  sieht,  dass  diese  Berührungstransformation  mit  der  Poncelet- 
schen  Transformation  durch  reciproke  Polaren  identisch  ist. 

Die  Gleichung: 

(x  —  x,)x,  +  (y-yi)yi  =  0 

definirte  eine  Berührungstransformation,  welche  jede  Gerade  in  den 
Punkt  des  Lothes  verwandelte,  welches  vom  Coordinatenanfang  auf  sie 
gefallt  werden  kann.  Eine  beliebige  Curve  wird  von  dieser  Berührungs- 
transformation in  ihre  Fusspunktairve  in  Bezug  auf  den  Coordinaten- 
anfang übergeführt;' man  sieht  das  sofort,  wenn  man  bedenkt,  dass  die 
betreffende  Bildcurve  aus  allen  den  Punkten  bestehen  muss,  in  welche 
die  Tangenten  der  ursprünglichen  Curve  übergehen. 

Auch  diese  Transformation  ist  längst  betrachtet  worden. 

Die  Gleichung: 

{x  —  x\y  +  (y  -  yj'  =  ro« 

endlich  definirt  eine  Berührungstransformation,  welche  jede  Curve  in 
eine  Parallelcurve  überführt. 


*)  Dieser  Satz  wurde  znm  ersten  Male  aufgestellt  in  der  Abhandlung:  Over 
en  Classe  geometriske  Transformatiouer  af  Sopbus  Lie,  Verbandl.  der  Ges.  d. 
W.  zu  Christiania  1871;  vgl.  auch  Math.  Ann.  Bd.  Y,  S.  149. 
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§7. 
Bestimmen  die  Gleichungen: 

^1  =  ^(^,  Vy  ylj     Vi  =  Y{?>,  Vy  y),     Vi  =  P(Xy  y,  y) 

eine  Berührungstransformation,  so  besteht  eine  Identität  von  der  Form: 

(28)  dY-  PdX  =  q(x,  y,  y)  .  {dy  -  y'dx), 

oder,  was  damit  gleichbedeutend  ist,  es  bestehen  die  drei  Identitäten: 


(29) 


dx  dx  ^^ 

dY_  _  T»^_2^_ 
dy  dy~^' 

'<^_2l V— n 

\dy  dy 


SchafiPt  man  aus  diesen  die  Grössen  q  und  P  fort,  so  erkennt  man, 
dass  identisch  ist: 

dy'Vdx'^y    dy)        cy' \dx  '^  ^^    dy)     -^' 
Mit  der  Benutzung  der  gebräuchlichen  Abkürzung: 

cF  (d^   ,      ,a*\       d^  (dF    ,      ,dF\       r^-. 

dj'  \dx  +  y  -di)  -  w  b^'  +  ^  ^77/  =  f^^^ 

können  wir  daher  den  Satz  aussprechen: 
Satz  8.     Bestimmen  die  Gleichungen: 

^1  =  ^(^,  y,  y');     yi  =  ^(^;  y;  y')>     y/  =  ^(^;  y;  yO 

eine  Berührungsformation,  so  besteht  wünschen  den  Functionen  X  und  Y 
die  Identität:  [XY]  =  0. 

Es  seien  andererseits  zwei  unabhängige  Functionen  X  und  Y 
vorgelegt,  welche  in  der  Beziehung  [XY]zEeO  stehen.  Dann  sind  die 
Gleichungen  (29)  offenbar  mit  einander  verträglich;  sie  bestimmen 
überdies  q  und  P  in  eindeutiger  Weise. 

In  der  That  durch  Fortschaffung  von  q  ergeben  sich  aus  (29)  die 
beiden  mit  einander  verträglichen  Gleichungen: 

dY  ,    ,dY      T^/dx  .     ,ax\      .. 

ji  +  y  -dy-^\d^  +  y  -d-^)  =  ^ 

dY        -pdX ^ 

dy  cy 

Diese  würden  jedenfalls  nur  dann  die  Grosse  P  nicht  bestimmen,  wenn 
die  beiden  Ausdrücke: 

dx  ax       ,ax 

dy''  dx  '^  y    dy 
identisch   verschwänden,   wenn  also  X  von  allen  drei  Veränderlichen 
X,  y,  y'  frei  wäre;  das  aber  ist  ausgeschlossen.     Demnach  ist  P  ein- 
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deutig  bestimmt;  eine  analoge  Betrachtung  zeigt,  dass  P  nicht  iden- 
tisch verschwindet.     Die  Grösse  q  ist  eindeutig  bestimmt  durch 

und  offenbar  kann  g  nicht  identisch  verschwinden;  denn  aus: 

cY  _  j^i^_^_X  ^  P  ^  —  ^  ^'  _  P  ^'  =  o 

(^x  CX         cy  cy        cy  cy 

würde  in  der  bekannten  Weise  (vgl.  S.  6)  folgen,  dass  X  und  Y  nicht 
▼on  einander  unabhängig  wären. 

Sind  P  und  g  so  bestimmt,  dass  die  Gleichungen  (29)  zu  Identi- 
täten werden,  so  ist  auch  die  Gleichung: 

dr  —  FdX  =  Q{dy  —  ydx) 
identisch  befriedigt  und  die  Gleichungen: 

^1  =  x(^,  y;  y')»     Vi  =  ^(^^  y;  y')i     y/  =  ^(^;  y;  y') 

stellen  daher  eine  Berührungstransformation  dar,  wenn  nur  die  drei 
Functionen  X,  Y,  P  von  einander  unabhängig  sind.  Das  sind  sie  aber; 
wäre  nämlich  P=Ü(XF),  so  liesse  sich  dY —  PrfX  auf  die  Form 

y 

V{XY)dU(XY)   bringen;   es    wäre   also   dy  —  y'da?  =  — rf?7,  was 

nicht  der  Fall  ist. 

Damit  haben  wir  das 

Theorem  4.  Stehen  zwei  von  einander  unabhängige  Functionen 
Xund  Y  der  Veränderlichen  x,y,  y'  in  der  Beziehung:  [XY]^0, 
so  ist  es  immer,  aber  nur  in  einer  einzigen  Weise  möglich,  eine 
solche  Function  P  von  x,  y,  y'  anzugeben,  dass  die  Gleichungen: 

Xi  =  X{x,  y,  y'),        yi  =  Y{x,  y,  y'),       y/  =  F{x,  y,  y) 

eine  Berührungstransformation  der  Ebene  xy  darstellen,  Ist 
andererseits  eine  Berührungstransformation  durch  die  Glei- 
chungen: x^  =  X,  yi  =  Yj  yl  =  P  bestimmt,  so  ist  [XY]^  0.*) 

Betrachtet  man  zwei  beliebige  Gleichungen: 
(30)  rci  =  Ä{x,  y,  y'),        y^  =  B(x,  y,  yO, 

indem  man  unter  Ä  und  B  unabhängige  Functionen  ihrer  Argumente  ver- 
steht, 80  erkennt  man  leicht,  dass  dieselben  jeder  Curve:  y  —  f(x)  =  0  der 
Ebene  in  gewissem  Sinne  eine  andere  Curve  dieser  £bene  zuordnen.  In 
der  That,  jedem  Linienelement  rc,  y,  y'  der  Curve  y  —  f(x)  =  0  entspricht 
vermöge  der  Gleichungen  (30)  ein  gewisser  Punkt  x^^y^*^  die  Punkte,  welche 

•)  Lie,  Kurzes  R^sum^  mehrerer  neuen  Theorien,  Verh.  d.  Ges.  d.W.  zu  Chri- 
stiania,  April  1871  und  Zur  analytibchen  Theorie  der  Berührangstransformationen, 
dieselben  Verhandlungen,  Juni  1873. 
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auf  diese  Weise  den  oo'  Linienelementen  unserer  Cui*ve  entsprechen,  bilden 
im  Allgemeinen  eine  Curve,  welche  der  Curve:  y  —  f{x)  ==  0  durch  die 
Gleichungen  (30)  zugeordnet  ist. 

Wenn  die  von  einander  unabhängigen  Fnnctionen  A  und  B  insbesondere 
in  der  Beziehung  \AB\zi=^.0  stehen,  so  giebt  es  nach  Theorem  4  stets  eine 
und  nur  eine  Berührungstransformation  von  der  Gestalt: 

''\  =  A{^'.  Vi  y),     Vi  =  ^{^,  y,  y')y     y{  =  c{x,  y,  y). 

Es  leuchtet  ein,  dass  diese  Berührungstransformation  die  Curve:  y  —  f{pc)  =  0 
gerade  in  die  Curve  tiberführt,  welche  ihr  nach  dem  Vorstehenden  schon 
durch  die  beiden  Gleichungen  (30)  zugeordnet  ist. 

Wir  kehren  zu  dem  Falle  zurück,  dass  die  Gleichungen  (30)  ganz  be- 
liebig sind  und  wollen  zunächst  angeben,  in  welcher  Weise  man  zu  einer 
vorgelegten  Curve:  y  —  f{x)  =  0  die  von  den  Gleichungen  (30)  zugeordnete 
Curve  findet. 

Die  cx)^  Linienelemente  der  Curve:  y  —  f{x)  =  0  werden  nach  S.  12 
durch  die  Gleichungen: 

y  —  f{x)  =  0,  y'  -r{x)  =  0 

dargestellt.  Der  Ort  der  oo^  Punkte  Xj,  y^,  welche  vermöge  (30)  diesen 
cx)^  Linienelementen  entsprechen,  ist  die  gesuchte  Curve;  die  Gleicliung  dieser 
Curve  erhalten  wir  daher,  wenn  wir  x  aus  den  beiden  Gleichungen: 

(31)  T,  =  A(x,  /•(:r),  fix)),         y,  =  B(x,  f{x),  fi^)) 

fortschaffen.  Im  Allgemeinen  wird  sich  die  betreffende  Gleichung  auf  die 
Form:  y^  —  /i(^i)  ^^  ^  bringen  lassen. 

Jedem  Werthe  von  x  entspricht  in  Folge  der  Gleichungen  (31)  ein  ge- 
wisser Punkt  der  Curve:  y^  —  fii^i)  =  0.  In  diesem  Punkte  hat  der  Diflfe- 
rentialquotient: 

^/  =  fg  =  A'(-.) 

den  Werth: 

dB         dB    .      '^:?    I      -^^ 

.  .  ,  _  dx  _  dx-^'^  dy-^  ^  ay 

\,öz)  y^  —  -^^^  ~  £;A    ,     ,  ^"        ,,  dA' 

dx  öx'^'^    ay  "^^    dy' 

wo  y"  für  -p-  geschrieben  ist  und  wo  man  sich  rechter  Hand  die  Sub- 
stitution: 

!/  =  fi^),      y'  =  rW,      y"  =  r  W 

ausgeführt  zu  denken  hat. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  y/  im  Allgemeinen  keine  Function  von  x^  y^  y' 
allein  ist,  sondern  dass  es  auch  von  der  Grösse  y"  abhängt.  Geometrisch 
betrachtet  kommt  das  darauf  hinaus:  wenn  zwei  Curven:  y  —  f(x)  =  0  und 
y  —  (p{x)  =zO  sich  in  einem  gemeinsamen  Punkte  ic,  y  berühren,  wenn  sie 
also  ein  Linienelement  i,  y^  y  gemein  haben,  so  haben  die  beiden  Curven: 
^1  —  /i^^i)  =  Ö  ^"^^  y\  —  9i(^i)  =  ^}  welche  ihnen  vermöge  (30)  ent- 
sprechen, zwar  den  Punkt: 

x^  =  -i(i,  y,  y),      2/i  =  B{x,  y,  y) 
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gemein,  aber  sie  haben  in  diesem  Punkte  im  Allgemeinen  verschiedene 
Tangenten.  Nur  dann,  wenn  die  beiden  Curven:  y — f(x)'=0^  y  —  <p{x)=^0 
sich  im  Punkte:  i,  y  osculiren,  ist  es  von  vornherein  sicher,  dass  die  entspre- 
chenden Curven:  y^  —  /i(^i)  =  Ö»  Vi  —  9i(^i)  =  ^  einander  im  Punkte: 
Xj,  y,    berühren. 

Wie  müssen  nun  die  Functionen  A  und  B  beschaffen  sein,  damit  die 
Gleichungen: 

(30)  x^  =  A{x,  y,  y),        y^  =  B{x,  y,  y) 

zwei  solchen  Curven,  die  sich  einfach  berühren,  jedenfalls  im  Allgemeinen 
zwei  sich  berührende  Curven  zuordnen?  anders  ausgesprochen:  unter  welchen 
Umständen  wird  der  Ausdruck  (31)  für  y/  eine  Function  von  rc,  y,  y'  allein 
und  von  y"  frei?  Nothwendig  und  hinreichend  ist  offenbar,  dass  A  und  B 
der  Gleichung: 

ix  '^  ^    dy  dy' 


dA    ,      ,dA  'öA 

dx    ^    ^^    öy  dy 

oder  der  äquivalenten: 

dy  \cx    '    ^    dyj        öy  \dx    '    *^    öyj 

identisch  genügen.  Also  tritt  der  betreffende  Fall  dann  und  nur  dann  ein, 
wenn  die  Gleichungen  (30)  sich  durch  Hinzufügung  einer  Gleichung  von 
der  Form: 

y^'=C{x,  y,  y') 

zu  einer  Berührungstransformation  vervollständigen  lassen. 

Dieses  Ergebniss  sprechen  wir  aus,  wie  folgt: 

Satz  9.    Sind  A  und  B  unabhängige  Functionen  von  a:,  y,  y\  so  ordnen 
die  Gleichungen: 

(30)  x^  =  A{x,  y,  y),         y^  =  B{x,  y,  y) 

den  c»^  Linienelementen  einer  Curvc  im  Allgemeinen  00^  Punkte  rCj,  y^  zu, 
icclchc  eine  neue  Curve  bilden  und  es  entspricht  auf  diese  Weise  jeder  Curvc 
der  Ebene  eine  neue  Curve.  Berühren  sich  zwei  gegebene  Curven,  so  berühren 
sich  die  beiden  ihnen  entsprechenden  Curven  im  Allgetneincn  nicht;  sie  be- 
rühren sich  dann  und  nur  dann  immer,  wenn  der  Ausdruck  [AB'\  idcfitisch 
verschicindet ;  in  diesem  Falle  werden  alle  Curven  der  Ebene  in  die  Urnen  ver- 
möge (30)  zugeordneten  durch  eine  Berührungstransformation  übergeführt. 

Zwischen   den  Functionen   X,    1"  und  P  einer  Berührungstrans- 
formation: 

(33)     x^  =  X{x,  //,  y'),     f/i  =  Y{x,  y,  y'),    f//=  P(a:,  y,  y) 

der  Ebene  xy  besteht   ausser  der  Identität:   [X,  YJ  e^  0   noch   eine 
andere  ähnliche  Identität,  die  wir  leicht  fiuden  können. 
Da  (33)  eine  Berührungstransformation  ist,  so  gilt: 

dY—  FdX  .^  q{x,  y,  y)  •  (dy  —  ydx). 
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NuD  aber  ist  identisch: 

(lY—  PdX :  :  d{Y—  FX)  +  XdP 
also  gilt  zugleich: 

d(T-  rX)  +  XdP    -  q(x,  y,  y)  ■  (dy  -  y'dx), 

das  heisst  es  müssen  auch  die  Gleichungen: 

a;,  =  -P,        y,=  r-PX,        ?//  =  X 

eine  Berührungstransformation  der  Ebene  xy  darstellen.  Nach  dem 
obigen  Satze  8,  S.  26  ist  daher  auch: 

(34)  [P,  r— PX]^:0. 

Ein  paar  Anwendungen  werden  die  Fruchtbarkeit  dieser  Bemerkung 
erkennen  lassen. 

Man  kann  nach  allen  Berührungstransformationen  fragen,  welche  die 
Richtung  eines  jeden  Elements  ungeändert  lassen. 

Die  betreffenden  Transformationen  haben  oifenbar  die  Form: 

^1  =  ^{^^  yy  y')y         Vi  =  Yix,  y,  y),         yl  =  y\ 

Aus  der  Identität  (34)  folgt  nun,  dass  Y  —  PX  der  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

[^n  =  ri/Y]  =  0 

in  den  drei  Veränderlichen  x^y^y  genügt;  da  aber  von  dieser  Differential- 
gleichung zwei  unabhängige  Lösungen  bekannt  sind,  nämlich:  y  und  y  —  xy\ 
so  haben  wir: 

r  —  PX  «=  ^1  —  »//rri  =  9.{y\  y  —  xy). 

Setzen  wir  diesen  Werth  zusammen  mit  P  «=  ?/'  in  die  Gleichung: 

rf(r-  PX)  +  XdP  =  ^{dy  -  ydx) 

ein,  so  bekommen  wir  durch  Nullsetzen  des  Faktors  von  dy  \ 

X  =  —  ^.Sl(y\  y-xy). 
Demnach  haben  die  gesuchten  Transformationen  die  Gestalt: 

^1  =  —  ^' ^{y\  y  —  ^y),      y/  =  y^ 

y^  =  St{y\  y  —  xy')  —  y'^^.Sl{y\  y  —  xy). 

Hier  ist  die  Function  St  vollkommen  willkürlich,  denn  vermöge  der  Gleichungen 

(35)  wird: 

äyi  —  yidx^  =  —{dy'-  y'dx), 

welche  Function  seiner  Argumente  auch  das  Sl  sein  mag. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  findet  man  alle  Berührungstransformationen, 
welche  parallele  Linienelemente  in  parallele  überführen.  Ihre  allgemeine 
Form  ist: 
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g->a(y',  y  —  xy') 

«,  =  -  ^ — p'(y') "    - '     J'i  =  ^^y>> 

Vi  =  Sl{y',  y  —  xy')  —  y,^,^  •  s^^(y'>  V  —  *y'), 
wo  f  (y')  '^"'^  ^(y'i  y  —  ^y')  beliebige  Functionen  ihrer  Argumente  bedeuten. 


§8- 

Die  im  Vorangehenden  entwickelte  Theorie  der  Berührungstrans- 
formationen einer  Ebene  ist  von  Bedeutung  für  die  Theorie  der  gewohn- 
lichen Differentialgleichungen  in  zwei  Veränderlichen. 

Zunächst  veranlasst  die  Einführung  der  Begriffe  Linienelement  und 
£lement-Jlfj  zu  einer  Verallgemeinerung  des  Problems  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

zu  integriren.  Wir  können  nämlich  diese  Aufgabe  offenbar  durch  die 
folgende  etwas  allgemeinere  ersetzen:  es  sollest  alle  Element- M^  gefunden 
tcerden,  deren  lAnienelemente  x,  y,  y'  die  Gleichung  W(xy  j/,  y')  -=  0 
befriedigen,'^ 

Für  diese  Auffassung  sind  nicht  blos  Curven  als  Losungen  der 
Differentialgleichung  W=  0  zulässig;  es  gilt  vielmehr  auch  jeder  Punkt, 
dessen  Linienelemente  die  Gleichung:  W=^  0  erfüllen^  als  eine  Lösung 
derselben. 

Femer  sieht  man  leicht  ein,  dass  jede  bekannte  Berührungstrans- 
formation eine  unbegränzte  Anzahl  von  unmittelbar  integrabeln  Dif- 
ferentialgleichungen erster  Ordnung  aufzustellen  erlaubt. 

Eine  Berührungstransformation  ist  bestimmt  durch  zwei  unab- 
hängige Functionen:  X(a;,  y,  y')  und  Y{Xj  y,  y'),  welche  in  der 
Beziehung:  [X,  FJ^O  stehen.  Es  ist  nun  klar,  dass  die  Gleichungen: 
X -*  a,  F=  6  diejenigen  Linienelemente  x,  y,  y'  definiren,  welche 
von  der  betreffenden  Berührungstransformation  in  Linienelemente  des 
Punktes:  rr^  =  a,  y^  =  b  übergeführt  werden;  diese  Linienelemente 
bilden  natürlich  eine  Element -J/^,  folglich  haben  wir  zunächst  den 

Satz  10.  Sind  X  und  Y  solche  unabhängige  Functionen  von  x,  y,  y\ 
tcdche  in  der  Beziehung:  [XY]e^O  stehen,  so  stellen  die  beiden  Gleichungen: 
X  =  a,  Y=b  für  jedes  Wertlisystem  a,  b  die  lAnienelemente  einer 
Element' Mj^  dar. 


*)  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  October  1872;  vgl.  auch  die  Verhandlongen 
der  Qes.  d.  W.  zu  Christiania  1871  und  1874,  sowie  Math.  Ann.  Bd.  V  und  IX. 
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Es  sei  jetzt  irgend  eine  DifFerentialgleichung  vorgelegt,  welche  die 
Form:    Y —  i2(X)  =  0   besitzt.     Dann  ist  oflFenbar  auch: 

[Y-Sl{X),  X]--0; 

also  stellen  die  Gleichungen: 

r— Ä(X)  =  0,        X  =  a 

für  jeden  Werth  von  a  eine  Element-Jlfi  dar  und  zwar  eine,  deren 
Linienelemente  die  Gleichung  Y —  Sl{X)  =  0  befriedigen.  Eliminiren 
wir  daher  aus  den  zuletzt  geschriebenen  Gleichungen  die  Grosse  y'j 
so  erhalten  wir  eine  Gleichung  zwischen  Xy  y  und  a,  welche  für  jeden 
Werth  der  willkürlichen  Gonstanten  a  eine  Integralcurve  der  Differential- 
gleichung: Y — ß(Z)  =  0  darstellt,  wir  erhalten  c»^  Jntegralcurven 
dieser  Differentialgleichung  und  damit  eine  vollständige  Lösung. 

Selbstverständlich  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  X  und  also  auch 
Y  die  Grösse  y'  enthält,  dass  also  die  Berührungstransformation: 

dY 

oy 
nicht  blos  eine  erweiterte  Punkttransformation  ist.    Mit  Rücksicht  auf 
diese  Voraussetzung  können  wir  daher  den  Satz  aussprechen: 

Satz  11.  Stehen  die  Fundionen  X{x,  y,  y')  und  Y{Xy  y,  y'),  welche 
beide  y'  wirklich  enthalten,  in  der  Beziehung:  [X,  FJ^ffO,  so  ist  jede  Dif- 
ferentialgleichung  von  der  Fonn:  Y — ß(X)  =  0  ohne  Weiteres  integrdbel; 
ihre  vollständige  Losung  wird  erhalten,  ivenn  man  y'  aus  den  beiden 

Gleichungeti: 

Y—  ß(X)  =  0,        X  =  a 

fortschafft  und  a  als  Integrationsconstante  betrachtet 

Der  vorstehende  Satz  hat  einen  sehr  einfachen  Sinn:  Bei  Aus- 
führung der  Berührungstransformation: 


(36)  X,  =  X,       y,=  Y,       yl  = 


dy[ 

Jx 

cy 


geht  die  Differentialgleichung:  T—  .ß(X)  =  0  über  in  die  von  y^ 
freie  Differentialgleichung:  yi  —  «^^(^^1)  =  0;  diese  letztere  definirt 
die  Schaar  der  c»'^  Linienelemente,  deren  Punkte  auf  der  Curve: 
y^  —  l^{x^  =  0  liegen;  es  ist  daher  ohne  Weiteres  möglich  c»^  Ele- 
ment-JM^  anzugeben,  welche  der  Gleichung:  y^  —  Sl{x^  =  0  genügen: 
jeder  Punkt  der  Curve:  yi  —  •ß(^i)  =  0  ist  eben  eine  solche  Element- M^. 
Indem  man  nun  die  00^  Curven  aufsucht,  welche  bei  der  Berührungs- 
transformation (36)   in   die   00^  Punkte   der   Curve:    yi  —  ^{x^^^O 
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übergehen,  findet  man  die  im   Satze  angegebenen  oo^  Integralcurven 
der  DiflFerentialgleichung:   Y — iß(X)  =  0. 

Das  Problem  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung:  W{x,ij,i/)=0 
SU  integriren,  lässt  sich  dalier  dadurch  erledigen,  dass  man  eine  Berührungs- 
transformation aufsucht,  welclw  die  Gleichung:  W{Xy  y,  y')  =  0  auf  die 
Form:  w{x^j  yi)  =  ^  öefer,  tvenn  man  tmll,  auf  die  Form:  yi  =  0  hingt 

§9. 

Endlich  noch  eine  Anwendung  der  Berübrungstransformationen 
auf  die  gewohnlichen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  x 
und  y. 

Eine  gewohnliche  Differentialgleichnng  zweiter  Ordnung: 

y"  =  w(a:,  y,  if) 
hat  cx)^  Integralcurven: 

U{x,  y,  a,  b)  =  0. 

Nun  wissen  wir  nach  S.  19,  Satz  6,  dass  die  Gleichung: 

U{x,  y,  a:,,  ?/,)  =  0 

eine  gewisse  Berührungstransformation  der  Ebene  xy  definirt,  welche 
durch  Auflosung  der  Gleichungen: 

(30   U{x,  f/,  a„  y,)  =  0,     ^--  +  !/>,-  =  0,     . -^  +  y,  ^  =  0 

nach  Xy  y^,  t//  erhalten  wird.  Diese  Berührungstransformation  führt 
die  Curve:  U{Xy  y,  a,  b)  =  0  mit  den  Parametern  a,  b  in  den  Punkt: 
aTj  =s  a,  f/i  =  6    über.     Also  sehen  wir: 

Zu  jeder  gewöhnlicJien  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

y"=u(x,  y,  y) 

lässt  sich  eine  Berührungstransformation  angeben,  welcJie  die  oo^  Integral- 
curven dieser  Differentialgleichung  in  die  cx>-  Punkte  der  Ebene  x,  y 
überführt. 

Aus  den  Entwickelungen  auf  S.  19  f  geht  übrigens  hervor,  dass  es 
ausser  der  Berührungstransformation  (37)  noch  unbegränzt  viele  leicht 
angebbare  Berührungstransformationen  giebt,  welche  diese  Ueberführung 
leisten. 

Ist  nun  eine  beliebige  andere  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

vorgelegt,  etwa: 

y'  =  v{x,  y,  y) 

mit  den  cx>'  Integralcurven: 

Y{x,  y,  a,  6)  =  0, 

so  können  wir  sofort  eine  Berührungstransformation  angeben,  welche 

Lie,  Th«orie  der  Transformationsgruppen.   II.  3 
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die  Punkte  der  Ebene  in  die  Integralcurven  von  y"=  v{Xy  y,  y')  über- 
führt, wir  finden  dieselbe,  wenn  wir  die  Gleichungen: 

(38)  V{x,,  y„x„y,)  =  0,    g  +  y/  ^ ^-  =  0,    |^  +  y/  ^^^  =  0 

nach  x^y  y^,  y^  auflösen. 

Wir  haben  jetzt  zwei  Berührungstransformationen,  von  denen  die 
erste  die  Integralcurven  der  Gleichung:  y"  =  u(a;,  y,  y')  in  die  Punkte 
der  Ebene  überführt,  während  die  zweite  die  Punkte  der  Ebene  in  die 
Integralcurven  von:  y"  =  v{Xy  y,  y')  verwandelt  Wenden  wir  diese 
beiden  Berührungstransformationen  nach  einander  an,  so  erhalten  wir 
nach  S.  11  wieder  eine  Berührungstransformation  und  zwar  offenbar 
eine,  welche  die  Integralcurven  von:  y''=u(x,  y,  y')  in  die  Integral- 
curven von:  y"  =  v(a;,  y,  y')  überführt.  Da  aber  jede  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  durch  ihre  oo^  Integralcurven  vollständig 
definirt  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  so  gefundene  Berührungstrans- 
formation zugleich  die  Differentialgleichung:  y''t=:u{x^  y,  y')  in  die 
Gleichung:  y"«=t;(a;,  y,  y')  verwandelt.  Hier  kann  noch  die  Be- 
rührungstransformation (37)  durch  jede  andere  Berührungstransfor- 
mation ersetzt  werden,  welche  die  Integralcurven  der  Differential- 
gleichung:  y"  =  u{Xj  y,  y')   in  die  Punkte  der  Ebene  überführt. 

Die    Gleichungen    der    besprochenen    Berührungstransformation 
welche  die  Differentialgleichung:  y''=^{x,y,y')  in  die:  y"  =  t;(ic,y,y') 
überfiihrt,  ergeben  sich  natürlich,  wenn  man  x^,  y^,  y/  aus  (37)  und 
(38)  eliminirt  und  die  erhaltenen  Gleichungen  nach  x^^  y^y  y%   auflöst. 

Da  die  beiden  Differentialgleichungen:  y'' '^  ^i^,  y,  y)  und 
y"  «=  v(x,  y,  y')  vollständig  beliebig  sind,  so  haben  wir  das  folgende 
wichtige 

Theorem  5.  Jede  gewöhnliche  Differentiaigleichung  zweiter  Ordnung: 
y"  —  q>{Xj  y,  y')  =  0  der  Ebene  lässt  sich  durch  eine  Berührungs- 
transformation  in  jede  andere  derartige  Gleichung  überführen;  es  giebt 
sogar  unbegrämt  viele  Berührungstransformationen,  u)elche  diese  JJ Ver- 
führung leisten*), 

*)  Vgl.  Lie,  Gott.  Nachr.  1874,  S.  638  —  639,  sowie  auch  Okt.  1872.  Nach 
den  EDtwickelongen  des  Textes,  die  mit  den  soeben  citirten  Noten  im  Einklänge 
stehen,  ist  eine  Behauptung  abzuändern,  welche  in  Clebsch's  Vorlesungen  über 
Geometrie,  bearbeitet  und  herausgegeben  von  Lindemanfi  1876  auf  S.  1029  in  der 
Anmerkung  aufgestellt  ist.  Bei  dieser  Gelegenheit  mag  daran  erinnert  werden, 
dass  die  Ausführungen  über  Berührungstransformationen,  welche  dieses  in  vieler 
Beziehung  vortreffliche  Werk  bringt,  nicJU  von  Clebsch  herrühren,  sondern  erst 
mehrere  Jahre  nach  dessen  Tod  mit  Benutzung  der  inzwischen  entstandenen 
Literatur  abgefasst  sind.  Obgleich  der  verdiente  Bearbeiter  die  Sachlage  im 
Wesentlichen  richtig  dargestellt  hat,  sind  doch  durch  den  nicht  zutreffenden  Titel 
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Hierin  liegt,  dass  eine  gewohnliche  Diflferentialgleichung  zweiter 
Ordnung  keine  Eigenschaft  besitzt,  welche  sich  allen  Berührungstrans- 
formationen  gegenüber  invariant  verhält.  Dagegen  hat  jede  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  dritter  Ordnung:  y'"  —  w(x,  y,  y\  y")  =  0 
und   auch  jede  von  höherer  Ordnung  derartige  Eigenschaften. 


Kapitel   2. 

Einige  Deflnitionen  und  allgemeine  Sätze. 

Wir  stellen  in  diesem  Kapitel  einige  Definitionen  zusammen^  von 
welchen  in  den  nachfolgenden  Untersuchungen  vielfach  Gebrauch 
gemacht  wird.  Dazu  kommen^  ohne  Beweis,  einige  bekannte  Sätze, 
welche  in  der  Lehre  von  den  Differentialgleichungen  häufig  Anwendung 
finden  und  welche  auch  im  Folgenden  fortwährend  benutzt  werden. 

§  10. 

Wenn  wir  ein  Gleichungensystem: 

(1)  ^i(a:i  "Xn)  =  Oj  •  •  •  Oq{x^  •  •  •  rc«)  =  0 

zwischen  gewissen  Veränderlichen  x^-  *  -  Xn  betrachten,  setzen  wir  wie 
im  ersten  Abschnitt  (vgl.  daselbst  S.  108)  jederzeit  voraus,  dass  die 
q- reihigen  Determinanten  der  Matrix: 


(2) 


6*, 

^*i : 

1 

dx 

■  •  -"     1 
cx^ 

n 

1 

•          • 

■     ■         • 

dx^ 

nidit  (die  vermöge  des  Gleiclmngensystems  (1)  verschtvinden.  Genügt  ein 
Gleichungensystem  dieser  Forderung,  so  enthält  es  gerade  q  von  ein- 
ander unabhängige  Gleichungen-,  wir  bezeichnen  es  daher  auch  wohl 
kurz  als  q-gliedrig.  Gleichungensysteme,  welche  unsrer  Forderung  nicht 
genügen,  schliessen  wir  im  Allgemeinen  von  der  Untersuchung  aus. 
Es  möge  zum  Beispiel  die  Determinante: 

y +  !^  .  .  .  !^ 

j^  —  cx^  dx^^ 

nicht  vermöge  (1)  verschwinden.  Dann  können  die  Differentialgleichungen : 

des  Werkes  mehrfache  MissyerstilndDisse  hervorgerufen  worden.  Insbesondere  int 
es  unrichtig,  wenn  einige  Verfasser  Clehsch  den  wichtigen  Begriff  Element-Mannig- 
faltigkeit znschreiben  (vgl.  S.  14,  die  Anmerkung). 

3* 


3G  Kapitel  2,  §  10. 

j^   ex.  '  ^  ex.       ' 

1  *  1  • 

nach  dx^  •  •  •  dXq  aufgelöst  werden,  und  die  Coefficienten  in  diesen  Auf- 
lösungen verhalten  sich  für  die  Werthsysteme  x^-  -  » Xn  von  (1)  im 
Allgemeinen  regulär.  Daraus  aber  folgt  bekanntlich,  dass  sich  die 
endlichen  Gleichungen  (1)  nach  den  Veränderlichen  x^  -  -  -  Xg  auflösen 
lassen.     Ist: 

diese  Auflösung,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

^1  (9i  •  •  •  9>q,  ^g-hi  •  •  •  a:„)  =  0,  •  •  •  0g{(Pi  '"q>g,  Xg^i  •  .  .  rr^)  =  0 

identisch  für  alle  Werthe  von  Xq^i  •  •  •  ic»- 
Wird  ein  Gleichungensystem: 

Sli{xi . . .  rr«)  =  0,  •  • .  Slmi^i  • .  •  a;»)  =  0        (m<7) 

von  allen  Werthsystemen  x^  •  -  -  Xn  befriedigt,  welche  dem  (^-gliedrigen 
Gleichungensysteme  O^  =  0,  •  •  •  O^  =  0  genügen,  so  sagen  wir,  dass 
es  vermöge  dieses  letzteren  Gleichungensystems  besteht  oder  auch  dass 
es  eine  Folge  desselben  ist. 

Zwei  (^-gliedrige  Gleichungensysteme:  O^  =  0,  •  • .  Og  =  0  und 
^^1  =  0,  . . .  ^j  =  0  heissen  äquivalent,  wenn  jedes  Werthsystem 
^1  •  •  •  ^»;  welches  dem  einen  genügt,  auch  das  andere  befriedigt,  wenn 
also  jedes  der  beiden  Gleichungensysteme  eine  Folge  des  andern  ist. 
Zur  Aequi Valenz  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  eine  Auflösung: 
sOi  =  <Pif  '"Xq^^fpq  des  ersten  Gleichungensystems  das  zweite  identisch 
befriedigt;  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  befriedigt  überhaupt  jede 
Auflösung  eines  jeden  der  beiden  Systeme  auch  das  andere  identisch; 
man  kann  daher  von  zwei  äquivalenten  Gleichungensystemen  das  eine 
durch  das  andere  ersetzen. 

Genügt  ein  vorgelegtes  Gleichungensystem: 

(1)  ^i(a:i  •  •  •  ^r„)  =  0,  •  •  •  Oq{x^ . . .  o:«)  =  0 

in  den  n Veränderlichen  x^-'-Xn  der  Forderung,  dass  nicht  alle  g-reihigen 
Determinanten  der  zugehörigen  Matrix  (2)  vermöge  desselben  verschwin- 
den sollen,  so  ist  auch  das  erweiterte  Gleichungensystem: 

^i(pc^  •  •  •  a:„)  =  0,  •  . .  0q{xi  . . .  x„)  =  0 

(3)  ^d^,  ^^^a 

.^j  ex.  ^  ^j  ex. 

1  *  1         * 

in  den  2n  Veränderlichen  x^-  -  -  Xn,  dx^  •  • .  dxn  so  beschaffen,  dass  ver- 
möge desselben  nicht  alle  2g -reihigen  Determinanten  der  zugehörigen 
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Matrix  verschwinden;  unter  diesen  2g- reibigen  Determinanten  befinden 
sich  ja  die  Quadrate  der  g-reibigen  Determinanten  der  Matrix  (2). 

Sind  die  beiden  Gleichungensystetne:  0^  =  0,  •••  0^  =  0  und  ?P'i  =  0, 
•  -  •  ^g  =  0  in  den  Veränderlichen  x^^-Xn  äquivalent,  so  sind  auch  die 
erweiterten  Gleichungensysteme: 

(3;    0,  =  0,  . . .  a>,  =  0,   yjl^-'dx,  =  0,  . . .    yj^^dx,  =  0 
untl: 

n         Q  MV  A  f"  vre 

(3')   !F^  =  0,  . . .  'F,  =  0,   yj-g:^dXi  =  0,  ■  •  •    yj^j^dx.-  =  0 

m  den  2 n  Veränderlichen:  x^-    -  Xn,  dx^  •  •  •  dxn  mit  einander  äquivalent; 
mit  andern  Worten:  unter  der  gemaditen  Voraussetzung  befriedigt  jedes 
Werthsystem:  x^-  -  -  Xn,  dx^  •  •  •  da;«,  welches  (3)  erfüllt  auch  (3')  und 
umgekehrt 

Wird  daber  das  Gleicbungensystem  (3)  pacb  Ausfäbrung  der 
Substitution: 

(4)  dx^  =  i,^{x^ ' .  •  Xr)  '  dt,  •  •  •  dXa  =  e,n{x^  •  •  •  Xn)  '  dt 

von  allen  Wertbsystemen  x^-  -  -  Xn  befriedigt,  welcbe  die  Gleicbungeu: 
4^1  «=»  0,  .  • .  0j  =  0  erfüllen,  so  wird  das  Gleicbungensystem  (3')  seiner- 
seits nach  Ausführung  der  Substitution  (4)  von  allen  Wertbsystemen 
x^"  ' Xn  befriedigt,  welcbe  ^j  =  0,  •  •  •  ^^  =  0  erfüllen.  Das  können 
wir  auch  so  ausdrücken: 

Satz  1.  Sind  die  beiden  q-glirdrigen  Gleichungensy steine:  0^  =  0, 
.  . .  4>^  «=  0  und:  ^^  =  0,  •  •  •  W^  ==  0  in  den  Veräuderliclien  x^  -  -  •  Xn 
mit  einander  äquivalent  und  bestellen  die  q  Gleichungen: 

1  * 

sämmÜich  vermöge:  ^^  =  0,  •  •  •  0,^  =  0,  so  bestellen  aucJi  die  q  Gleichungen: 

1  * 

sämnUlich  vermöge:  W^  =  0,  -  -  •  Wq  =  0. 

Von  diesem  selbstverständlichen  Satze  werden  wir  im  Folgenden 
wichtige  Anwendungen  machen,  doch  wollen  wir  zu  grösserer  Bequem- 
lichkeit den  Satz  noch  in  eine  andere  Form  kleiden.  Dazu  gelangen 
wir  durch  Einführung  des  Ausdrucks:  „infinitesitnale  Transformatimi^'. 

Wir  sagen  (ebenso  wie  im  ersten  Abschnitt  S.  53flF.),  dass  w Glei- 
chungen von  der  Form: 

^^1  =  €1(^1  "'Xn)'dt,    •  •  •  dXn  =  5n(a?i  '"Xn)'  dt, 
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in  denen  dt  irgend  eine  unendlich  Jdeine  Grösse  bemdinet^  eine  infinitesi- 
male Transformation  der  Veränderlichen  a;^  •  •  •  rc»  bestimmen. 

Wir  machen  dabei  ausdrücklich  darauf  aufmerksam,  dass  wir  in 
dieser  ersten  Abtheilung  des  vorliegenden  Abschnitts  den  Ausdruck 
„infinitesimale  Transformation"  nur  zur  Abkürzung  der  Sprache  benutzen. 
Der  Zusammenhang  des  Begriffes  „infinitesimale  Transformation"  mit 
dem  im  ersten  Abschnitte  eingeführten  Begriffe  der  eingliedrigen  Gruppe 
wird  erst  in  der  dritten  Abtheilung  dieses  Abschnitts  als  bekannt  vor- 
ausgesetzt. 

Femer  sagen  wir  (in  Uebereinstimmung  mit  dem  ersten  Abschnitt): 
Das  q-gliedrige  Gleichungensystem: 

^iK  •  •  •  ÄTn)  =  0,  •  •  •  Sl^ix^ . . .  a;»)  =  0 

gestattet  die  infinitesimale  Transformation: 

dXi  =  ^i(x^' ' '  x„)  .  dt,  ' '  •  dxn  =  |«(Xi  ' '  '  x„)  .  dty 

wenn  es  so  beschaffen  ist,  dass  die  q  Gleichungen 

(X  =  1  ...  9) 

sämmtlich  vermöge:  Sl^^O,  ...ii^==0  bestehen.  Für  gestatten  brauchen 
wir  auch  wohl  das  Wort:  zulassen. 

Bei  Benutzung  dieser  Ausdrucksweisen  lässt  sich  der  oben  an- 
gegebene Satz  folgendermassen  aussprechen: 

Satz  2.  Gestattet  ein  q-gliedriges  GleicJiungensystetn :  Ä^  =  0, 
•  •  •  iig  =  0  in  den  Veränderlichen  x^'  -  -  Xn  die  infinitesimale  Trans- 
formation: 

^^1  =  Sl(^l  '  •      Xn)  .dt,    •  •  •  dXn  =  in{Xi  '  "  Xn)  .  dt, 

SO  gestattet  auch  jedes  äquivalente  Gleidiungensystem:  0^  =  0,  "-0^  =  0 
diese  infinitesimale  Transformation. 

In  vielen  Fällen  wäre  es  umständlich,  die  n  Gleichungen: 

(4)  dx^  =  |i(.ri  •  •  •  X,)  .dt,  •••  dXn  =  ^ni^i  •  •  •  a:„)  .  dt, 

durch  welche  eine  infinitesimale  Transformation  bestimmt  ist,  wirklich 
hinzuschreiben.  Diese  Unbequemlichkeit  vermeiden  wir  wie  in  Abschnitt  I. 
dadurch;  dass  wir  für  die  infinitesimale  Transformation  (4)  ein  Symbol 
einführen. 

Verstehen  wir  nämlich  unter  /*  eine  willkürliche  Function  von 
Xj  •  •  •  Xn,  so  können  wir  aus  dem  Ausdruck: 

5l(^l  •  •  •  -^rdj^,-  H h  ^n{Xi  •  •  •  X,,)}:—  =  Xf 

die  n  Functionen   Si  *  *  *  S»   ohne  Weiteres  ablesen  ^  so   dass  der   eine 
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Ausdruck  Xf  die  n  Gleichungen  (4)  vollständig  bestimmt  und  in  Folge 
dessen  auch  vollständig  ersetzt.  Deshalb  führen  wir  wie  in  Abschnitt  I. 
den  Ausdruck  Xf  als  Symbol  für  die  infinitesimale  Transformation  (4) 
ein  und  reden  geradezu  von  der  infinitesimalen  Transformation:  Xf. 
Jetzt  können  wir  sagen:  Das  q-glieürige  Gleicimngensystem:  <ßj  =  0, 
•••Ä,  =  0  gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Xf,  wenn  die  q  Aus- 
drücke:  XSl^,  •  •  •  XHg  vermöge:  Äj  =  0,  -  -  -  £lq=  0  verschtvindefi. 

Wir  wollen  zur  Erläuterung  des  eben  Gesagten  den  Fall  n  =  3 
etwas  nfther  betrachten. 

Deuten  wir  x^,  x^,  x^  als  rechtwinklige  Goordinaten  eines  dreifach 
ausgedehnten  Raumes,  so  ordnet  die  infinitesimale  Transfortnation: 

(5)  dXi  =  ^i(Xi,  x^f  x^)  '  dt        (« =  1, 2, 3) 

jedem  Punkte  x^jX^^x^,  fiir  welchen  li,  Sa»  Sa  nicht  sämmtlich  verschtoindcn, 
eine  ganz  bestimmte  RidUung:  dx^ :  dx^ :  dx^  m. 

Gestattet  nun  die  Gleichung:  ^{x^^  x^j  x^)  *==  0  die  infinitesimale 
Transformation  (5),  so  verschunnden  entweder  g^,  Ig,  I3  sämmtlich  für 
alle  Punkte  der  Fläche:  Sl{x^j  x^,  x^)  =  0  oder  diese  Fläche  wird  in 
jedcfn  ifirer  Punkte  von  der  Richtung:  dx^  :  dx^  :  dx^  berührt,  ivelclie  die 
infinitesimale  Transformation  (5)  detn  betreffenden  Punkte  zuordnet.  In 
dieser  geometrischen  Deutung  des  Umstandes,  dass  die  Gleicliung:  Sl  =  0 
die  infinitesimcUe  Transformation  (5)  gestattet,  liegt  zugleich  der  obige  Satz, 
dass  audh  jede  mit  Ä  =  0  äquivalente  Gleichung  die  infinitesimale  Trans- 
formation (5)  zulässt. 

Gestattet  ein  zweigliedriges  Gleichungensystem: 

•^l(^n     ^2;     ^3)    ==    0,  ^iiX^y     X^y     x^    =    0 

die  infinitesimale  Transformation  (5),  so  verschwinden  entweder  l^,  S27  S3 
für  alle  Punkte  der  Curve:  ßj  =  0,  Äg  =  0  oder  die  Richtungen: 
dx^:dx^\dx^j  welche  die  infinitesimale  Transformation  (5)  den  Punkten 
der  Curve:  i^^  =  0,  Sl^^=0  zuordnen,  fallen  stets  mit  den  zugehörigen 
Tangenten  der  Curve  zusammen. 

Gestattet  endlich  ein  dreigliedriges  Gleichungeusystem: 

Xy^  ^=  flfj^,         x^  =  a^j        x^  =■  a^ 

die  infinitesimale  Transformation  (5),  so  verschwinden  1^,  I2»  \z  f^i*  ^^^ 
Punkt:   x^  =  a^^   x^=^a^,   0:3  =  03    sämmtlich. 

§11. 
Eine  Gleichung  von  der  Form: 

(6)  a^{x^ '  • .  Xn)dx^  -\ h  an{Xj^  •  •  •  X^)dXn  =  0 
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nennen  wir  eine  Pfaffsdie  Gleichung,  ihre  linke  Seite  bezeichnen  wir 
als  einen  Pfajf sehen  Ausdruck. 

Führt  man  in  die  Pfaftsche  Gleichung  (6)   vermöge  einer  Trans- 
formation: 

^i  =/i(^i  '  "  ^n)  0  =  1  •••»). 

an  Stelle  der  x  die  neuen  Veränderlichen  x'  ein,  so  erhält  man  in  den 
x'  eine  neue  PfaflFsche  Gleichung: 

äi{x[  *  "X'r^dx['{-  '      '  +  än{x'i  "  'Xn)  dXn  =  0. 

Es  kann  vorkommen,  dass  diese  Gleichung  dieselbe  Form  besitzt  wie 
die  ursprüngliche,  indem  sie  sich  von  der  Gleichung: 

ai{x[  -"Xn)dx[-\ \-  an{xi  •  •  •  a;«)  dXn  =  0 

nur  durch  einen  Faktor  unterscheidet,  der  eine  Function  von  x[  •  -  •  x^ 
ist  In  diesem  Falle  sagen  wir,  dass  die  Pfaffsche  Gleichung  (6)  bei 
der  betreifenden  Transformation  invariant  bleibt,  dass  sie  diese  Trans- 
formation gestattet  oder  zulässt. 

Nothwendige  und  hinreichende  Bedingung   für  die  Invarianz   der 
Pfaffschen  Gleidiung  (6)  bei  der  Transformation: 

ist  daher,  dass  eine  Gleichung  von  der  Form: 

n  n 

^  Ki{x[  "  '  X'n)  dx'i    =  Q^i  Ui{x^  "  '  Xn)  dXi 
1  1 

identisch  besteht,  in  welcher  q  eine  Function  von  x^'  •  •  Xn  bezeichnet. 
Soll  insbesondere  der  Pfaffsche  Ausdruck:  IJuidXi  invariant  bleiben,  so 
muss  die  Function  q  den  speciellen  Werth  1  haben. 

Wird  die  Pfaffsche  Gleichung: 

(6)  a^(Xi  '"Xn)dx^'\ [-  ajxi  •  •  •  x„)  dXn  =  0 

von  allen  Werthsystemen  x^--  Xn,  dx^  •  •  •  dXn  befriedigt,  welche  sowohl 
dem  Gleich ungensystem: 

(7)  0^{x^ . . .  a;«)  =  0,  •  •  •  0,X^i  •  •  •  ■^«)  =  ^ 
genügen  als  auch  dem  daraus  durch  Differentiation  entstandenen: 

1        '  1        * 

besteht  also  mit  andern  Worten  die  Pfaffsche  Gleichung  (6)  vermöge 
der  vereinigten  Gleichungen  (7)  und  (7'),  so  sagen  wir,  dass  das  Glei- 
chungensystefn:  O^  =  0,  •  •  •  0g  =  0  die  Pfaffsche  Gleichung  (6)  erfüllt 
oder  auch  dass  es  dieselbe  befriedigt,  dass  es  ihr  genügt. 
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In  dieser  Definition  liegt,  dass  auch  jedes  mit  (7)  äquivalente 
Gleichungensystem  die  PfaflFsche  Gleichung  (6)  erfüllt,  sobald  das  Glei- 
chungensjstem  (7)  dies  thut.     Ist  daher: 

irgend  eine  aufgelöste  Form  von  (7),  so  wird  (7)  der  Pfaffschen  Glei- 
chung (6)  dann  und  nur  dann  genügen,  wenn  der  Ausdruck: 

«iK  '  •'Xn)dXi-\ (-  an(Xi  '  --Xn)  dXn 

bei  der  Substitution: 


2+1      *  7r      * 


für  alle  Werthe  von  x^i  •  •  •  a;»,  dx^i  •  •  •  dXn  identisch  verschwindet. 
Ferner  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  der  folgende  Satz  gilt: 
Führt  man  in  ein  Gleichungeiisysiem:  O^  =  0,  •  •  •  0g  =  0,  welches 
die  Pfaffsche  Gleichung:  a^dx^  +  ' '  •  +  <^ndxn  =  0  crfiilU^  an  Stelle  von 
x^' ' '  Xn  netic  Veränderliche  xi-  -  -  Xn  ein,  so  befriedigt  das  entstellende 
Gleichungensystem  in  x[  •  -  -  x^  diejenige  Pfaffsche  Gkichwig,  welclie  aws; 
«jrfaTi  +  •  •  •  +  ccndxn  =  0  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlicheil 
erhcdten  wird. 

Erfüllt  das  Gleichungensystem:  O^  =  0,  •  •  •  0^  =  0  die  PfaflFsche 
Gleichung:  a^dx^  +  *  •  •  +  f^ndXn  =  0,  so  gehören  zu  jedem  Werth- 
system  x^-  *  -  x»,  welches  0^  =  0,  •  •  •  O,  =  0  befriedigt,  q  solche 
Zahlen  A^  •  •  •  Igj  dass  für  das  betreflfende  Werthsystem  x^  -  -  -  Xn  die 
Gleichung: 

>  ai{x)dXi  =  X,    >  j^  dXi  +  "  '  +  ^9  >j  ^-^  dXi 
1  1         •  1        • 

erfüllt  ist,  welche  Werthe  man  auch  den  dx^  •  •  •  dXn  ertheilen  mag.  Die 
eben  geschriebene  Gleichung  zerfällt  offenbar  in  die  folgenden  n: 

eliminirt  man  aus  diesen  die  q  Grössen  ^i  -  •  -  Ag;  so  erhält  man  lauter 
Gleichungen,  die  für  alle  Werthsysteme  x^-  --Xn  erfüllt  sind,  welche: 
<l>i  =  0,  •  •  •  Oq  =  0  befriedigen,  also  lauter  Gleichungen,  die  aus  dem 
Gleichungensystem:  0^  =  0,  •  •  •  0^  =  0  folgen. 

Die  n  +  5  Veränderlichen:  x^^* '  •  Xn,  Vi'  -  •  y»  seien  durch  m  +  q 
unabhängige  Relationen  verknüpft,  welche  nach  gerade  m  von  den  y 
auflösbar   sind    und  welche    daher    gerade  q  unabhängige  Relationen 


(8) 


(8') 
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zwischen  den  x  allein  liefern,  so  dass  die  betreffenden  fn-^q  Relationen 
auf  die  Form  gebracht  werden  können: 

Sliixj^  •  • .  a:„)  =  0,  . .  •  Slq{xi . .  •  a;«)  =  0. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  auch  die  w  +  5  Differentiale: 
dXi  '  •  •  dXnf  difi  •  •  •  dys  gerade  durch  w  +  9'  unabhängige  Relationen 
yerknüpft,  welche  sich  in  der  folgenden  Form  darstellen  lassen: 

dyi  —  dajj  =0,  •  •  •  dy,n  —  rfom  =  0 

1  *  1  * 

also  aufgelöst  nach  m  von  den  dy,  während  q  unabhängige  unter  ihnen 
von  den  dy  frei  sind  und  nur  die  dx  enthalten. 

ErfCillt  nun  das  Gleichuugensystem  (8)  irgend  eine  von  den  dy 
freie  Pfaffsche  Gleichung: 

(9)   ai(xi  "'Xn,  yi  •  •  •  y.) ^^1  H H  «»(^l  -"^n,  j/i  •  •  •  ys)  dXn  =  0, 

80  besteht  nach  dem  Früheren  die  Gleichung  (9)  vermöge  der  ver- 
einigten Gleichungen  (8)  und  (8').  In  unserem  Falle  muss  aber  (9) 
augenscheinlich  schon  vermöge  der  vereinigten  Gleichungen  (8)  und 

(8")  2ä^'^*'  =  ^'--'^ä^'^^'  =  ^ 

1        '  1         • 

bestehen.  Folglich  müssen  zu  jedem  Werthsysteme  x^  •  -  •  Xn,  Vi'  -  -  y$, 
welches  das  Gleichungensystem  (8)  befriedigt,  q  solche  Zahlen  ^x  *  *  *  A^ 
gehören,  dass  die  Gleichung 

2j  €Ci(x,  y)dxi = x^  2;  -fi.  ^^* "^ ^  ^^  2l  'di-  ^^' 

für  das  betreffende  Werthsystem  erfüllt  ist,  welche  Werthe  man  auch 
den  dx  ertheilen  mag. 

Die  letzte  Gleichung  zerfällt  offenbar  in  die  n  folgenden: 

da  da 

Eliminirt  nmn  aus  diesen  die  Grössen  A|  •  •  •  Xg,  so  muss  man  lauter 
Gleiehungen  erhaltc^i^  die  für  alle  Werthsysteme  ar^  •  •  •  a;«,  yi  •  •  •  y.»  be- 
friedigt sind,  welche  (8)  genügen,  also  lauter  Gleichungen,  die  eine  Folge 
des  Gleichungensystems  (8)  sind. 

Es  ist  nun  leicht  zu  erkenneu,  dass  jedes  Gleiclmngensy^tem  in  den 
Vermiderlichen  x^"  -  Xn,  yi  •  •  •  y«,  welches  die  Pfaffsdie  Gleiclmng: 
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(9)  a^(Xj^"'Xn,  Vi  --y^dx^  H f-  a^{x^  --Xn,  y^  "'ys)dXn=^0 

m 

hefriedigif  entweder  die  n  Gleichungen: 

(10)  «i(^,  y)  =  0,  ...  an{x,y)  =  0 

umfasst  oder  eine  Belation  zwisdien  x^-  •  -  Xn  allein  liefert,  Ergiebt 
uamlich  das  betreffende  GleichuDgensystem  keine  Relation  zwischen 
x^' '  -  Xn  allein,  so  sind  auch  die  Differentiale:  dx^  *  *  •  dxn  unter  einander 
durch  keine  Relation  verknüpft;  das  Gleichungensystem  kann  daher  die 
Pfaffsche  Gleichung  (9)  nur  dann  befriedigen,  wenn  die  n  Functionen: 
«1(2:,  y)  ' ' '  €Cn{x,  y)  vermöge  desselben  verschwinden.  Das  kann  natür- 
lich nur  dann  eintreten,  wenn  es  überhaupt  Werthsysteme  x,  y  giebt, 
welche  alle  n  Functionen  a  zum  Verschwinden  bringen. 

Fügt  man  zu  den  Gleichungen  (10)  beliebige  weitere  Gleichungen: 
}V^{x,  y)  =  0,     W^ix,  y)  =  0,  •  •  •  hinzu,  die  unter  einander  und  mit 
den  Gleichungen  (10)  verträglich  sind,  so  erhält  man  immer  ein  Glei- 
chungensystem : 

«1  =  0,  ...«,  =  0,     w,  =  o,     fr,  =  0, . . ., 

welches  die  Pfaffsche  Gleichung  (0)  erfiillt. 

Wählt  man  andrerseits  q  ganz  beliebige  unabhängige  Gleichufigeti 
ztaisdien  den  x: 

(11)  Sl,{x, . . .  rr«)  =  0,  . . .  £l,{x,  .  . .  x«)  =  0 
toul  ßgt  man  su  diesen  die  aus 

(12)  ai{x,  y)  =  Ai  -^-^  +  . . .  +  A,  ^^         0  =  1 .  ■  •  n) 

durch  Fortschaffung  der  k  entstehenden  unabhängigen  Gleichungen: 

U,{x,y)  =  0,  ...  U,(x,y)  =  0, 

so  bekommt  manjedesmai,  wenn  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  mit  einander 
verträglich  sind,  ein  Gleichungensystem 

(13)  ßi  =  0,  . . .  ß,  =  0,       J/,  =  0,  . . .  U,  =  0, 

toelches  die  Pfaffsche  Gleichung  (9)  erfüllt  Zu  bemerken  ist  dabei,  dass 
das  Gleichungensystem  (13)  keineswegs  immer  n  unabhängige  Glei- 
chungen enthält,  und  dass  andererseits  die  Gleichungen:  Ui  =  0,  *.* 
Ut  =  0  sehr  gut  neue  Relationen  zwischen  den  x  allein  nach  sich 
ziehen  können. 

Fügt  man  endlich  zu  den  Gleichungen  (11)  beliebig  viele  weitere 
Gleichungen:  V^{x,  y)  =  0,  V^{x,  y)  =  0,  •  •  •  hinzu,  die  unter  einander 
und  mit  (13)  verträglich  sind,  so  erfüllt  das  entstehende  Gleichungen- 
system: 
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Äj  =  0,  . . .  Ä,  =  0,      I/j  =  0,  . . .   Ui  ==  0,      Kl  =  0,      F,  =  0,  . . . 
wiederum  die  Pfaffsche  Gleichung  (9). 

Es  wäre  leicht  nachzuweisen,  dass  auf  dem  angegebenen  Wege  alle 
Gleich ungensy steine  erhalten  werden,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung  (9) 
erfüllen.  Jedoch  ist  wohl  zu  beachten,  dass  es  im  Allgemeinen  nicht  mög- 
lich ist,  ohne  Integration  alle  Meinsien  Gleichongensysteme  dieser  Art  aus- 
zuscheiden. Wendet  man  z.  B.  das  geschilderte  Verfahren  auf  die  allgemeine 
Pfaffsche  Gleichung: 

an,  so  haben  die  Gleichungensjsteme,  welche  man  findet,   im  Allgemeinen 
die  triviale  Form: 

a?!  =  Const.,  •  •  •  Xn  =  Const. 


Kapitel  3. 

Die  BerühnuigBtransfonnationen  des  gewöhnlichen  Baumes. 

Um  zu  den  Berübrungstrausformationen  des  gewöhnlichen  Raumes 
zu  gelangen^  verfahren  wir  ganz  ähnlich  wie  in  Kapitel  1,  bei  den  Be- 
rührungstransformationen der  Ebene. 

§  12. 
In  der  Transformation: 

(1)        X,  =  X{x,  y,  z),      y^  =  Y(x,  y,  z),      z,  =  Z(x,  y,  z) 

deuten  wir  die  Grössen  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines 
Punktes  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes^  die  Grössen  x^,  y^,  z^  als 
rechtwinklige  Coordinaten  eines  zweiten  Punktes^  und  zwar  benutzen 
wir  beide  Male  dasselbe  Coordinatensystem. 

Für  diese  Auffassung  erscheint  die  Transformation  (1)  als  eine 
Operation^  welche  jedem  Punkte  des  Raumes  eine  neue  Lage  ertheilt: 
den  Punkt  mit  den  Coordinaten  x,  y^  z  führt  sie  in  den  Punkt  über, 
welcher  die  Coordinaten  x^^  y^y  z^  besitzt. 

Die  Punkte  einer  Fläche:  z  —  q>{Xj  y)  =  0  gehen  bei  der  Trans- 
formation (1)  in  Punkte  über,  welche  ihrerseits  eine  Fläche  bilden; 
wir  können  daher  sagen,  dass  unsere  Transformation  jede  Fläche: 
z  --  (p{x,  y)  =  0  in  eine  neue  Fläche  überführt.  Die  Gleichung  dieser 
neuen  Fläche  ergiebt  sich,  wenn  man  x,  y,  z  mit  Hülfe  von  (1)  aus: 
g  —  q^(x,  y)  =  0  fortschafft;  sie  kann  offenbar  im  Allgemeinen  —  auf 
diesen  Fall  beschränken  wir  uns  hier  —  die  analoge  Form: 

erhalten. 
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Zu  jedem  Punkte  Xj  y,  z  der  Fläche:  0  —  9(0;,  y)  =  0  gehören 
gewisse  Werthe  der  partiellen  Differentialquotienten: 

dz dz  

zu  dem  entsprechenden  Punkte:  x^  =  X,  y^  =  Y,  z^=  Z  der  trans- 
formirten  Fläche:  z^  —  9i(^i;  i/i)  =  0  gehören  ebenso  gewisse  Werthe 
der  Differentialquotienten: 

dz^  dz^  

Wir  werden  den  analytischen  Zusammenhang  zwischen  den  Grossen 
p^y  q^  und  Pj  q  entwickeln. 

Verstehen  wir  unter  x  +  dx^  y  +  rfy,  js  -}-  dz  einen  beliebigen^ 
dem  Punkte  x^y^z  unendlich  benachbarten  Punkt  der  Fläche:  z  —  9>  =  0, 
so  gilt  die  Gleichung:  dz  —  pdx  —  qdy  =  0,  und  für  den  entsprechen- 
den Punkt:  Xy^  +  dx^^  y^  +  ^J/n  ^1  +  ^^1  ^^^  Fläche:  z^  —  9i  =  0 
haben  wir  ebenso:  dZy^  — Pidx^ — ?i^yi=0.  Drücken  wir  hierin 
^1,  yi,  Zi  vermöge  (1)  durch  x,  y,  z  aus,  so  ergiebt  sich: 

dZ  —  p^dX-q,dY=0 
oder  ausführlicher: 

/cz         dx         dY\  .    ,   /dz        dx         dY\  ,    , 

(^ i  -  ^1  a^  ~  ^1  di)  ^^  +  (ä^  -  ^'-  a y  -  «^  eV)  '^^  + 

Nun  aber  sollte  x  +  <i^,  y  +  ^y,  i?  +  d;8?  ein  beliebiger  dem  Punkte 
X,  y,  z  unendlich  benachbarter  Punkt  der  Fläche:  z  —  <p  =  0  sein;  es 
sind  also  dx,  dy,  dz  nur  der  Bedingung:  dz  —  pdx  —  qdy  =  0  unter- 
worfen,  sonst  aber  vollständig  willkürlich.  Folglich  muss  die  eben  ge- 
fundene Relation  zwischen  dx,  dy,  dz  die  Form:  dz  —  pdx  —  qdy  =  0 
erhalten  können^  dass  heisst,  es  muss  eine  Grösse  q  geben  von  solcher 
Beschaffenheit,  dass  die  Gleichung: 

dZ  —  PidX  —  qydY=  q  (dz  —  pdx  —  qdy) 

für  alle  Werthe  von  dx,  dy,  dz  besteht. 

Vergleichen  wir  hier  die  Coefficienten  von  dx,  dy,  dz  auf  beiden 
Seiten,  so  erhalten  wir: 


(2) 


iCZ 

cz 

dX 
^1  -dz  - 

dY 

^»  dz  =  ^ 

dZ 

bx 

bx 

dY 
-  «1  a:r  =         ^P 

dZ 

\dy 

dx 

dY 
^i  dy           "^^^ 
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mitbin  durch  Elimination  von  q: 

/dX    ,       dX\    ,        /dY   ,      dY\ 

[dX    ,       €X\    .        /dY    ,       dY\ 
Hier  kann  die  Determinante: 


(3) 


dZ   .      dZ 

öx  "^^dz 

dZ  dZ 

dif  '  ^  i^z ' 


cX    ,       dX 
—  +Pdz 

■  dx 


CX 

dX 


dY  ,      dY 
+  P 


dy    '    -^  cz 


dx 


dY   , 
dy+^ 


dz 
d_Y 

dz 


nur  für  specielle  Flächen:  is  —  9(0;,  y)  =  0  den  Werth  Null  haben; 
verschwände  sie  nämlich  für  jede  Fläche:  0  —  9  =  0,  so  müsste  sie 
überhaupt  für  alle  Werthe  von  x^  y,  z,  p,  q  verschwinden;  das  aber 
ist  unmöglich;  da  sonst  alle  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix: 

dX    dX    dX 

dx     dy     dz 

dY    lY    dY 

dx     dy     dz 

identisch  null  wären  und  also  die  Gleichungen  (1)  gar  keine  Trans- 
formation darstellten.  Somit  bestimmen  die  Gleichungen  (3)  die  Grössen 
jPi  und  q^  als  Functionen  von  Xy  y,  je?,  p  und  q: 

Pl  =  A^;  y,  ^7  Py  9)f        Qi  =  Q{^7  Vy  ^y  P^  O)] 

zugleich  wird  wegen  (2)  auch  q  eine  Function  von  x,  y,  z,  p,  q.  Be- 
achten wir  jetzt  noch,  dass  die  Gleichungen:  ft  =  P,  qi=  Q  nach  jp 
und  q  auflösbar  sind  —  man  erkennt  das  sofort  an  den  äquivalenten 
Gleichungen  (2)  — ,  so  sehen  wir,  dass  die  fünf  Gleichungen: 

^1  =  X{^y  Vy  ^)y       Vi  =  A^y   Vy  ^)y       ^1  =  Z{x,  y,  z) 
Pl  =  -P(^»  y^   ^y  Py  (Z).         9l  =  Q(^y  Vy   ^y  Py  Q) 

zusammengenommen  eine  Transformation  in  den  fünf  Veränderlichen 

^y  Vy  ^y  Py  Q.  darstellen. 

Die  Transformation  (1)  transformirt  demnach  zugleich  mit  x,  y,  0 
auch  noch  die  Grössen  p,  q  und  zwar  so,  wie  es  die  Transformation  (4) 
angiebt.  Wir  sagen  deshalb,  dass  die  Transformation  (4)  in  den  Ver- 
änderlichen X,  y,  0,  Pf  q  aus  der  Transformation  (1)  durch  Erweiterung 
entstanden  ist,  und  wir  bezeichnen  (4)  einfach  als  die  zu  (1)  gehörige 
erweiterte  Transformation. 

Ihrer  Herleitung  zufolge  ist  die  erweiterte  Transformation  (4)   so 
beschaffefif  dass  eine  Identität  von  der  Form: 
(5)  dZ  —  PdX  ^QdY=Q(dz-  pdx  —  qdy) 


(4) 


(6) 
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besteht y  wo  p  eine  ganz  bestimmte  Function  von  x^  y,  js,  p,  q  ist; 
(4)  lässt  also  die  Pfaflfsche  Gleichung:  d^—pdx  —  qdy^O  invariant 
Ausserdem  zeigen  unsere  obigen  Entwickelungen,  dass  bei  gegebenen 
X,  Y,  Z  die  Functionen  q^  P,  Q  durch  die  Identität  (5)  eindeutig 
bestimmt  sind.     Also  können  wir  sagen: 

Die  m  (1)  gehörige  erweiterte  Transformation  (4)  ist  die  einzige 
Transformation  von  der  Form: 

x^  =  X{x,  y,  jer),     y^  =  Y(x,  y,  0),    z^  =  Z{x,  y,  z) 

Pi  =  ^(^;  Vy  ^y  Py  Q)y     Qi  =  *  (^?  Vy  ^y  Vy  «) 

welche  die  Pfaffsche  Gleichung:   dz  —  pdx  —  qdy  =  0   invariant  UissL 
Die  zum  Punkte  a;,  y,  z  gehörige  Tangentialebene    der  Fläche: 
js  —  q>(Xj  y)  =  0   ist  durch  die  Werthe  von   x,  y,  z,  p,  q   bestimmt, 
welche  diesem  Punkte  entsprechen;  ihre  Gleichung  ist  ja: 

0)  i  —  ^=  p{l  -  ^)  +  (Z(9  -  y)' 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  an  die  transformirte  Fläche: 
^1  —  9i(^w  Vi)  ■=  0   im  Pimkte:   x^  ==  X,  y^=  Y,   z^  =  Z  lautet: 

}  _  0^  =Pi{l  -  x^)  +  q,{\)  -  y,), 

wo  p^,  j]  aus  den  Gleichungen  (4)  zu  berechnen  sind;  mithin  ist  auch 
sie  vollkommen  bestimmt^  wenn  man  die  Grössen  x,  y,  z,  p,  q  kennt. 
Hieraus  folgt,  dass  alle  Fläclwny  welche  mit  der  Fläche:  z  —  tp  =  0  den 
Punkt  Xj  y,  z  und  in  diesem  Punkte  die  Tangentialebene  gemein  haben, 
bei  der  Transformation  (1)  in  Flächen  übergelien,  weldie  die  Fläche: 
j?i  —  9)1  =  0  im  Punkte:  x^  =  X,  y^  =  F,  z^  =  Z  herUhren,  Also 
ßihrt  die  Transformation  (1)  soldie  Flächen,  die  sich  in  einan  gemein- 
samen Punkte  berühren,  stets  in  Fläcfien  über,  u^elche  sich  in  einem 
gemeinsamen  Punkte  berühren. 

Das  Werthsystem  x,  y,  z  wird  durch  einen  Punkt  des  Raumes 
dargestellt;  das  Werthsystem  x,  y,  z,  p,  q  ordnet  nach  dem  Vorher- 
gehenden diesem  Punkte  eine  gewisse  hindurchgehende  Ebene  zu, 
nämlich  die  folgende: 

(7)  i  —  ^=p{i  —  x)  +  Q(})-  y). 

Es  liegt  daher  nahe  den  Punkt  x,  y,  z  im  Verein  mit  dieser  Ebene 
durch  ihn  als  das  geometrische  Bild  des  Werthsystems:  x,  y,  z,  p,  q 
aufzufassen.  Die  so  definirte  Figur  —  also  den  Inbegriff  des  Punktes 
X,  y,  z  und  der  hindurdyeliendeti  Ebene  (7)  bezeichnen  wir  als  ein 
Flächenelement  oder  kurz  als  ein  Element  des  Raumes  x,  y,  z.  Die 
Grossen  x,  y,  z,  p,  q  betrachten  wir  als  die  Coordinaien  dieses  Elements. 
Nunmehr  erscheint  die  Transformation  (4)  im  Gegensatz  zu  der 
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PtmMransformation(lJ  als  eine  f/^t^^ransformation.  Den  Zusammen- 
hang aber,  der  zwischen  beiden  Transformationen  besteht,  können  wir 
folgendermassen  kennzeichnen: 

Satz  1.    Eine  jede  Ptinkttransfortnation: 

(1)         x^  =  X(x,  y,  z),     ?/i  =  Y{x,  y,  z),    z^  =  Z{x.,  y,  z) 

des  Raumes  xyz  bestimmt  zugleidi  eine  Transfor^nation  der  Flächen- 
elemente  x,  y,  z,  p,  q;  der  analytische  Ausdruck  dieser  Elementtrans- 
formation  ist  die  zu  (1)  geJiörige  erweiterte  Transformation: 

f^i  =  X(xy  y,  z),    y^  =  Y{Xy  y,  z),    z,  =  Z(x,  y,  z) 

Pi  =  F{x,  y,  z,  p,  q),    q^  =  Q(x,  y,  z,  p,  q), 

weklie  dadurch  charakterisirt  ist,  dass  sie  die  Ffaff seihe  Gleichung: 
dz  —  pdx  —  qdy  =  0   invariant  lässt 


(4) 


Die  aus  Punkttransformationen  durch  Erweiterung  entstandenen 
Transformationen  (4)  bilden  unter  den  Elementtransformationen  des 
Raumes  eine  besondere  Klasse,  welche  offenbar  durch  die  folgenden 
beiden  Eigenschaften  definirt  ist: 

Erstens  verwandelt  jede  Transformation  der  betreffenden  Klasse 
solche  Flächenelemente,  welche  den  Punkt  gemein  haben,  stets  wieder 
in  Flächenelemente  mit  gemeinsamem  Punkt. 

Zweitens  lassen  alle  derartigen  Transformationen  die  Pfaffsche 
Gleichung:   dz  —  pdx  —  qdy  =  0    invariant. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  Elementtransformationen  existiren, 
welche  zwar  die  erste,  nicht  aber  die  zweite  dieser  beiden  Eigenschaften 
besitzen;  doch  spielen  derartige  Transformationen  im  Folgenden  keine 
Rolle.  Nicht  so  selbstverständlich  ist  es,  dass  Elementtransformationen 
vorhanden  sind,  denen  die  erste  Eigenschaft  fehlt,  während  sie  die 
zweite  besitzen.  Wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  es  solcher  Transfor- 
mationen eine  unbegränzte  Anzahl  giebt,  und  werden  sie  alle  bestimmen. 
Dieselben  bilden  mit  den  oben  definirten  Transformationen  (4)  zusammen 
eine  wichtige  Klasse  von  Elementtransformationen  des  Raumes,  nämlich 
die  Klasse  aller  Elementtransformationen,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dz  —  pdx  —  qdy  =  0  invariant  lassen.  Wir  wollen  alle  Transfoi^ 
mationen,  welche  diese  Eigenschaft  besitzen,  kurz  als  Berührungstrans- 
formationen*)  des  Raumes  bezeichnen  und  stellen  daher  die  folgende 
Definition  auf: 

Die  EUmenttransformaMon: 


*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1870  und  1871;  Math. 
Ann.  Bd.  V  und  VllI;  Göttinger  Nachrichten  1870  und  1872. 


{ 
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des  Baumes  x,  y,  e  ist  dann  eine  Berührungstransformation  dieses 
Baumes  y  wenn  sie  die  Bf  äff  sehe  Gleichung:  dz — pdx  —  qdy==0  in- 
variant lässt 

Demzufolge  ist  die  Transformation  (8)  eine  BerüJirungstransformation 
dann  und  nur  dann,  u^enn  eine  Identität  von  der  Fortn: 

(9)  dZ—  BdX  —  QdYEEE  Q(dz  —  pdx  —  qdy) 

besieht,  in  welcher  q  eine  gewisse  Function  von  x,  y,  z,  p,  q   bezeichnet. 


§  13. 

unsere  Aufgabe  ist  es  jetzt^  alle  Beruhrungstransformationen  des 
Raumes  x,  y,  z  zu  bestimmen;  dabei  müssen  wir  natürlich  insbesondere 
die  Transformationen  (4)  wieder  finden.  ^ 

Die  Transformation  (8)  sei  eine  Berührungstransformation;  es 
bestehe  also  eine  Identität  von  der  Form  (9). 

Yor  allen  Dingen  bemerken  wir^  dass  die  Function  q  nicht  identisch 
null  sein  kann.     Wäre  sie  es  nämlich,  so  zerlegte  sich  die  Identität: 

dZ  —  BdX—QdY=0 

in  fünf  verschiedene;  aus  denen  folgte,  dass  alle  dreireihigen  Determi- 
nanten der  Matrix: 

dZ    dZ    dZ    dZ    dZ 

dx     dy      dz      dp     rq 

dX    dX    dX    oX    dX 
dx     dy     dz     dp     dq 

dY    dY    dY    dY    dY 
dx     dy     dz     dp     dq 

identisch  verschwänden;  das  aber  ist  ausgeschlossen,  da  das  Gleichungen- 
system (8)  eine  Transformation  und  mithin  nach  x,  y,  z,  p^q  auf 
losbar  sein  soll. 

Wir  denken  uns  femer  die  vier  Grossen  p^,  qi,P)  q  aus  den  fünf 
Gleichungen  (8)  eliminiri  Da  muss  sich  mindestens  eine  Relation 
zwischen  x,  y,  z,  x^,  y^,  z^  allein  ergeben;  es  können  aber  auch  zwei, 
anter  umständen  sogar  drei  unabhängige  Relationen  dieser  Art  hervor- 
gehen, niemals  jedoch  mehr  als  drei.  Liefern  nun  die  Gleichungen  (8) 
gerade  drei  unabhängige  Relationen  zwischen  x,  y,  z,  x^,  y^,  z^  allein, 
so  sind  die  Functionen  X,  Y,  Z  noth wendig  von  p  und  q  frei;  die 
Transformation  (8)  ist  daher  nichts  anderes  als  eine  erweiterte  Puukt- 
transformation  des  Raumes  Xy  y,  z  und  gehört  zu  der  oben  besprochenen 
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Klasse  der  Transformationen  (4).  Folglich  muss  jede  Berührungstrans- 
formation (8),  welche  nicht  blos  eine  erweiterte  Punkttransformation 
ist,  entweder  eine  oder  zwei  Relationen  zwischen  x^  y,  z,  x^,  i/i,  ^i 
ergeben. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  aus  (8)  blos  eine  Relation: 

Sl(x,  y,  z,  rj,  y^,  z^)  =0 

zwischen   a;,  y,  z,  x^,  y^,  z^    allein  folgt. 

In  diesem  Falle  sind  offenbar  auch  die  sechs  Differentiale 
(Ix,  dy,  dz,  dxi,  dy^,  de^  nur  durch  eine  Relation  verknüpft,  nämlich 
durch: 

(10)  ^^dx  +  .-dy  +  ^^dz  +  ^dx,  +  ^y-dy,  +  j^^dz,=0. 

Andererseits  wissen  wir  aber  aus  der  Identität  (9),  dass  zwischen  diesen 
Differentialen  die  Relation:     * 

(11)  dz^  —  Pydx^  —  Q.idyi  —  Q{dz  —  pdx  —  qdy)  =  0 

besteht.  Drücken  wir  daher  mit  Hülfe  von  (8)  die  vier  Grössen 
Pj  Q)  Iht  Qi  durch  x,  y,  z,  x^,  y^,  ^j  aus,  was  in  dem  vorliegenden 
Falle   sicher  möglich  ist,  und   setzen  wir  die  betreffenden  Werthe  in 

(11)  ein,  so  müssen  wir  bis  auf  einen  Faktor  genau  die  Gleichung  (10) 
erhalten.     Wir  sehen  also,  dass  vermöge  (8)  die  fünf  Gleichungen: 

dSl  dSl  dSl  dSt  cSl  dSl 

(12)  A^\_         ^^i   ^yi _^^    dx    dy 

bestehen.  Wir  erkennen  überdies,  dass  die  sechs  Differentialquotienten 
der  Function  ^  alle  von  Null  verschieden  sein  müssen. 

Aus  (12)  schaffen  wir  q  fort  und  fügen  zu  den  gewonnenen  vier 
Gleichungen  noch  H  =  0  hinzu;  so  erhalten  wir  die  fünf  Gleichungen: 


(13) 


Pi 

Ä  =  0, 

j»  =  — 


aß 

dSL 

dxi 

Qi  — 

da 

dzi 

dzi 

dsi 

da 

dx 
Ta  ' 

Q  —  - 

da 

cz  dz 

Dieselben  bestehen  vermöge  (8);  sie  sind  ausserdem  offenbar  von  ein- 
ander unabhängig;  mithin  ersetzen  sie  die  Gleichungen  (8)  vollständig. 
Hiermit  ist  bewiesen,  dass  jede  Berührungstransformation  (8), 
welche  nur  eine  Relation  zwischen  x,  y,  z,  x^,  y^y  z^  liefert,  auf  die 
Form  (13)  gebracht  werden  kann. 
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Es  sei  jetzt  umgekehrt  Sl  irgeq^  eine  Function  von  x,  y,  s,  .Tj,  yit  ^i, 
nur  so  beschaffen,  dass  die  fünf  Gleichungen  (13)  sowohl  nach  x^,  y^, 
^1»  ViJ  Qi  ^8  nach  x,  y,  £f,  p,  q  auflösbar  sind  und  in  Folge  dessen 
eine  Elementtransformation  des  Raumes  x,  y,  z  darstellen.  Dann  lässt 
»ich  die  Gleichung:    äSL  =  0   offenbar  schreiben: 

dSt 

dz^  —Pidx^  —  q^dy^  +  >;ß  G?^  —  pdx  —  qdy)  =  0 . 

Hier  aber  können  wir  den  Faktor  von  dz — pdx  —  qdy  durch  Xy  y, 
z,  |>,  q  ausdrücken;  wir  sehen  also,  dass  die  Transformation  (13)  die 
Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  pdx  —  qdy  =  0  invariant  lässt,  dass  sie 
eine  Berührungstransformation  des  Baumes   x,  y^  z   ist. 

Giebt  es  denn  aber  Functionen  Sl  von  der  eben  vorausgesetzten 
Beschaffenheit? 

Die  Gleichungen  (13)  sind  dann  und  nur  dann  nach  rr^»  y, ,  z^^ 
|>i,  q^    auflösbar,  wenn  die  Gleichungen: 

dSl  ^Ä 

(14)       ß=o,  i>=--ä,.  «=-l|- 

dz  dz 

sich  nach  x^y  y^,  z^  auflösen  lassen.  Hierzu  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  eine  gewisse  Determinante,  die  man  nach  bekannten 
Regeln  bilden  kann,  nicht  vermöge  Sl  =  0  verschwindet  Da  nun 
diese  Determinante  nicht  für  jedes  Sl  identisch  null  ist,  wie  man  sich 
leicht  überzeugt,  so  sind  die  Gleichungen  (13)  im  Allgemeinen  sicher 
nach  Xiy  f/^,  z^]  p^,  q^  auflösbar.  In  derselben  Weise  erkennt  man, 
dass  sie  im  Allgemeinen  auch  nach   x,  y,  z,  p,  q   auflösbar  sind. 

Später  bei  den  entsprechenden  Untersuchungen  für  beliebig  viele 
Veränderliche  werden  wir  auf  die  Frage  nach  der  Auflösbarkeit  der 
Gleichungen  (13)  genauer  eingehen  und  werden  ähnlich  wie  in  der 
Ebene  (vgl.  S.  8  f.)  zeigen,  dass  Gleichungen  von  der  Form  (13),  welche 
nach  x^,  y^,  z^,  p^,  q^  auflösbar  sind,  auch  nach  a;,  y,  z,  p,  q  auf- 
gelost werden  können. 

Jedenfalls  haben  wir  den 

Satz  2.  JEs  giebt  eine  nnhegränzte  Anzahl  von  Berühningstrans- 
formationen : 

x^  =  X{x,  y,  z,  p,  q),      y,  =  F,      z,  =  Z,      2h  =  ^,      Qi  =  Q 

des  Raumes  x,  y,  z^  aus  deren  Gleidiungen  nur  eine  Bdation  Sl  =  0 
zwischen    x,  y,  z,  x^,  y^,  z^    allein  folgt     Alk  diese  Beriäirungslrans- 

4* 
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fomiationen  lassen  sich  auf  die  Form  (13)  bringen^  wo  Ä  eine  gewisse 
Function  von   rr,  j/,  s,  x^j  t/i,  z^   bezeichnet. 

Beispiele.     Ist  ^  =  s^  -^  2i-\'  xx^-^-yj/if  so  erhalt  man  aus  (13) 
die  Transformation: 

Xi  =  — j),       y^  =  —  q,       z^  =  xp  +  yq  —  z 

Vi  =  —  ^,       (7i  =  —  y» 

welche  Legendrc  zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  der 
Minimalflächen  benutzte. 

Ebenso   liefert:    Sl  =  {x  —  a^Oa^i  +  {y  —  ?/i)?/i  +  (^  —  Jß^O^i    die 
Berührungstransformation : 


(15) 


(16) 


z 


z  —  xp  —  yq, 


Dass  übrigens  nicht  jede  Function  Sl  auflösbare  Gleichungen  (13) 
liefert^  ist  leicht  zu  sehen;  ist  zum  Beispiel  Sl  von  x^  frei^  so  kommt 
x^  in  den  Gleichungen  (13)  überhaupt  gar  nicht  vor  und  dieselben 
können  daher  jedenfalls  nicht  nach  x^,  y^,  z^,  p^,  q^  aufgelöst  werden. 

Nunmehr  wenden  wir  uns  zur  Bestimmung  aller  Berührungstrans- 
formationen (8),  aus  deren  Gleichungen  gerade  zwei  unabhängige 
Relationen: 

•ßi(^,  .V,  ^,  a:,,  f/i,  z,)  =  0,        Sl^(x,  y,  z,  x^,  t/,,  ^j)  =  0 

zwischen   x,  y,  s,  x^,  y,,  z^    allein  hergeleitet  werden  können. 

In  diesem  Falle  sind  die  sechs  Differentiale  dx,  dy^  dz,  dx^,  dy^^  dz^ 
durch  gerade  zwei  unabhängige  Relationen  verknüpft,  nämlich  durch 
die  beiden: 

Ti''''  +  h  '^y  +    P^'^'  +  ^:r,  ''^«  +  ry/'-V'  +  T?^''^'  =  <> 

rx  ^^  +  r/'^?^  +    r/'^"  +  Sxf'^^i  +  ^y'^'^''  +  r./'^^i  =  ^5 

daher  muss  es  möglich  sein  drei  Grössen  q,  A^  und  A^  derart  als 
Functionen  von  x,  y,  r,  |),  ^  zu  bestimmen,  dass  die  Coefficienten 
entsprechender  Differentiale  in  den  beiden  Gleichungen: 

und: 

rfr,  —  p^dx^  —  q^dy,  —  Q(<h  —  pdx  —  qdy)  =  0 

vermöge  (8)  einander  proportional  werden.    Das  giebt  fünf  Gleichungen, 


(17) 


(18) 
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aus  denen  wir  q  fortschaffen  können;  fügen  wir  dann  noch  die  heideu: 
J2^  <=>  0   und  Sl^  =  0  hinzu,  so  erhalten  wir: 

i*i  - ",    i^  -       .da         da.,  -     '^'  -         aa,-     ,  ^ii; 

'''  dz,  "•"  '^s'y^,'  '^i  "az,  T"  *2  a^ 

i  ?%  j_  3  '^?«  aß,  ,  .  aa, 

^   .^  ^  cx     *      ^  ox  ^  cy     ' ^  c^y 

^^  _  u,       i;  —  ^^^         -^^- ,        (/  —  e^Ä,~r~   ää, ' 

'^i  a"^  "^  ^^  dz  ^^  dz  ■^'^^  a;? 

ein  GleichuDgensystem,  welches  durch  Eliminatiou  des  Quotienten    - 

in  ein  mit  (8)  äquivalentes  übergeht. 

Wir  sehen  hieraus^  dass  jede  Beriihrungstransformation  (8)  von 
der  hier  untersuchten  Art  sich  in  der  Form  (18)  darstellen  lässt. 

Umgekehrt  leuchtet  ein*,  sind  zwei  unabhängige  Functionen  Sl^ 
und  <$2g  so  beschaffen,  dass  die  Gleichungen   (18)  sich  sowohl  nach 

V"7  ^u  Ifif  ^17  Piy  ii  *^^  ^^^'^  i~y  ^y  V'  ^y  P)  ^  auflösen  lassen,  so 
stellen  die  durch  Auflösung  erhaltenen  Gleichungen  eine  Berührungs- 
transformation dar;  vermöge  (18)  erhält  ja  die  Gleichung: 

die  charakteristische  Form: 

dZi  —PidXi  —  Qidy^  —^q(cU  —pdx  —  qdy)  *=  0, 
wo  ^  den  Werth  hat: 

=  —  —  ^-  __1^^ 

^'~dz,  '^^^dz^ 

Nicht  jedes  Paar  von  unabhängigen  Functionen  fl^y  ^^  liefert 
auflösbare  Gleichungen  (18),  denn  sind  zum  Beispiel  Sl^  und  Sl^  beide 
von  Xi  frei,  so  kommt  x^  in  den  Gleichungen,  welche  man  aus  (18) 

durch  Elimination  von  -^  ^^^ält,  gar  nicht  vor  und  eine  Auflösung 

nach  x^y  y^,  ^i,  Pi,  2i  ist  daher  nicht  möglich. 

Andrerseits  kann  man  aber  auch  Functionenpaare  i2^,  Sl^  angeben, 
welche  in  (18)  eingesetzt  wirklich  Berührungstransformationen  liefern. 
Später  werden  wir  zeigen,  dass  dies  auf  unbegränzt  viele  Weisen 
möglich  ist;  hier,  genüge  ein  Beispiel: 

Setzt  man  Ä^  =  ^e?  +  ;2:i  +  xx^ ,  «^a  =  2/ ""  J/u  ^^  erhält  man  aus  (18) 
die  schon  von  Euler  und  später  von  Ampere  betrachtete  Transformation: 

(19)    Xi=-'Py     iJi  =  y,    z^  =  xp-z,    p^  =  -x,    q^=^(j. 
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Wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 
Satz  3.    Jede  lierührwigstransformation: 

des  Baumes  x,  y,  z^  aus  deren  Gleichuyigen  gerade  zwei  unabhängige  Bela- 
tionen:  £li  =  0  und  fl^  =  0  zunsdien  x,  y^  z,  x^,  y^,  z^  allein  folgen,  kann 

dadurch  erhalten  werden,  dass  man  ans  den  Gleichungen  (18)  die  Grösse  ^ 

elimihirt  und  die  entstandenen  Gleidiungen  nach  x^,  y^,  z^^  p^,  q^  auflöst. 
Endlich  können  wir  nach  8.  49  hinzufügen: 
Satz  4.    Jede  Berührungstransformation: 

X,  =  X{x,  y,  z,  jp,  q),      y,  =  F,    z^  =  Z,      p^  =  P,      q^  =  Q 

des  Raumes  x,  y,  z,  aus  deren   Gleichungen  gerade  drei  unabhängige 
Belatimien  zwisdien  x,  y,  z,  x^,  y^,  z^  allein  folgen,  ist  aus  einer  Punkte 
transformation  des  Raumes  x,  y,  z  durch  Enveiterung  entstanden. 
Durch  Zusammenfassung  der  Sätze  2,  3,  4  erhalten  wir  das 
Theorem  6.    Es  gieht  drei  verschiedene  Arten  von  Beruh- 
rungstransformationen: 

Xi  =  X(x,  y,  z,  p,  q),      yi  =  Y,      z^  =  Z,     p^  =  P,      q^  =  Q 

des  Raumes  x,  y,  z,  erstens  solche,  aus  deren  Gleichungen  drei 
unabhängige  Relationen  zwischen  x,  y,  z,  x^,  y^,  z^  allein  folgen, 
dieselben  werden  aus  den  Punkttransformationen  des  Raumes 
X,  y,  z  durch  Erweiterung  erhalten,  zweitens  solche,  welche  ge- 
rade zwei  unabhängige  Relationen  und  drittens  solche,  welche 
nur  eine  Relation  zwischen  x,  y,  z,  x^,  y^,  z^  allein  liefernd) 

§  14. 

Bei  Untersuchung  der  Berübrungstransformationen  in  der  Ebene 
erwies  es  sich  als  zweckmässig  den  allgemeinen  Begriff  Elementmannig- 
faltigkeit einzuführen;  wir  bezeichneten  mit  diesem  Namen  jede  Schaar 
von  Linienelementen;  welche  entweder  aus  allen  Elementen  eines  Punktes 
oder  aus  allen  Elementen  einer  Curve  bestand.  Dadurch  wurden  wir 
der  Nothwendigkeit  überhoben  in  der  Ebene  zwischen  den  beiden 
Arten  von  Punktmannigfaltigkeiten;  den  Punkten  und  den  Curven  einen 
Unterschied  machen  zu  müssen:  Punkte  und  Curven  erschienen  nur 
als  die  beiden  Specialfalle  des  allgemeinen  Begriffs  Elementmannig- 
faltigkeii 

Aehnliches  gilt  im  gewöhnlichen  Räume.    Auch  hier  ist  es  zweck- 


*)  Lie,  VerhandluDg^^n  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1870  und  1871;  Math. 
Ann.  Bd.  V. 
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massig  den  Begriff  Elementmannigfaltigkeit  einzuführen.  Die  drei  Arten 
von  Punkt mannigfaltigkeiten  des  Raumes:  Punkte,  Curven  und  Flächen 
sind  besondere  Fälle  dieses  allgemeinen  Begriffs. 

Eine  continuirliche  Schaar  von  Flächenelementen  des  gewöhnlichen 
Baumes  heisst  eine  Elementmannigfaltigkeit,  wenn  das  Gleichungen- 
System  sncischen  x,  y,  z,  Pf  q,  durch  welches  die  Schaar  dargestellt  wird, 
der  Pfaff sehen  Gleidmng:  de — pdx  —  qdy  =  0  genügt  Enthält  die 
betreffende  Schaar  gerade  cx)^  verschiedene  Flächenelemente,  so  reden 
wir  wohl  auch  kurz  von  einer  Element-Mq,*) 

Was  giebt  es  nun  für  verschiedene  Arten  von  Elementmannig- 
faltigkeiten? 

Ein  Gleichungensystem:  Wi(x,  y,  z,  p,  q)  =  0,  W^  =  0,  -  -  •, 
welches  der  Pfaffschen  Gleichung:  dz  —  pdx  —  qdy  =  0  genügt,  muss 
mindestens  eine  Relation  zwischen  x,  y,  z  allein  liefern  (vgl.  Seite  42  f.). 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  dass  aus:  ITj  =  0,  •  •  •  nur  eine 
Relation:  0{x,  y,  z)  =»  0  zwischen  x,  y,  z  allein  folgt  Hier  sind 
dx,  dy,  dz  nur  durch  die  eine  Relation: 

c  ^  c  ^  c  ^ 

ö"  dx  -h  -^dy  4-    -dz  =  0 
dx         *     cy    *^    *    cz 

verknüpft;  diese  Relation  muss  daher  für  alle  Werthsysteme  x,  y,  z, 
p,  q,  welche   Wi  =  0,  •••  befriedigen,  mit  der  Pfaffschen  Gleichung: 
dz  —  pdx  —  qdy  =  0  äquivalent  sein,  das  heisst  es  müssen  vermöge: 
IKi  =  0,  •  •  •  die  Gleichungen: 


d^         d^         c^ 

dz           dx          dy 
1               p                q 

besteh 

en,  welche  wir  auch  schreiben  können: 

d^                       d^ 

(20) 

dx                          dy 

P         atf»'     ^          d^ 

dz                          dz 

es  ist  ja  nämlich  einleuchtend,  dass  O  nicht  von  z  frei  seiu  kann. 
Nun  aber  kann  das  System:  T^i  =  0,  •  •  •  in  unsrem  Falle  höchstens 
drei  von  einander  unabhängige  Gleichungen  enthalten,  es  muss  daher 
mit  den  vereinigten  Gleichungen:  ^  ==  0  und  (20)  äquivalent  sein; 
wirklich  bilden  <P  »=>  0  und  (20)  zusammengenommen  ein  Gleichungen- 
system, welches  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  pdx  —■  qdy  =  0  erfüllt, 


*)  Lie,  Verhandlangen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1871  und  1874;  Math. 
Ann.  Bd.  V  und  IX;  Göttinger  Nachrichteu  1872. 
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und  zwar  thun  sie  das,  welche  Function  vod  x,  y,  s  man  auch  für  O 
einsetzen  mag;  nur  darf  O  nicht  von  z  frei  sein. 

Die  Elementmannigfaltigkeity  welche  durch  die  vereinigten  Glei- 
chungen: 0  =  0  und  (20)  dargestellt  wird,  besteht  aus  den  oo^  Ele- 
menten Xf  yy  ßy  py  Q,  dcrcu  Punkte  auf  der  Fläche  0  =  0  liegeo, 
während  ihre  Ebenen: 

die  zugehörigen  Tangentialebenen  dieser  Fläche  sind,  sie  besieht y  so 
können  wir  uns  kürzer  ausdrücken ,  aus  allen  Elcmaiteii  der  FläcJie 
0  =s  0.  Diese  Ausdrucksweise  entspricht  vollständig  derjenigen,  welche 
wir  in  der  Ebene  benutzten,  als  wir  von  den  Linienelementen  einer 
Curve  sprachen  (vgl.  S.  12). 

Demnach  gilt  der 

Satz  5.  Ergeben  die  Gleidiungeti  eitler  Eleinentmannigfaltigkeit  des 
liannies  x,  y,  z  nur  eine  Belation:  0{x,  y,  z)  =  0  zicisdien  x,  y,  z  atleiuy 
so  Jcmfien  sie  die  Farm  erhalten: 


c^ 

r^ 

r- 

cx 

cy 
o  =        ■        • 

cz 

r  z 

(21)  0(x,  y,z)^0,      1)  =  -  I 

i 

die  betreffende  Elementmannigfaltigkeii  besteht  atis  den  oo-  Elementen  der 
FläeJie:  ®  =  0. 

Die  Gleichungen  (21)  werden,  wie  oben  bemerkt,  uubrauchbar,  wenn 
die  Function  0  von  z  frei  ist;  also  bleiben  unter  den  Flächen  des 
Raumes  x,  y,  z  alle  Cjlinder  ausgeschlossen,  deren  Erzeugende  zur 
z-Axe  parallel  sind.  Es  hat  das  seinen  Grund  in  der  Beschaffenheit 
der  hier  benutzten  Elementcoordiuaten  Xy  y,  z,  p,  q\  dieselben  werden 
nämlich  für  alle  Elemente,  deren  Ebenen  zur  z-kxe  parallel  sind,  un- 
brauchbar. Später  werden  Elementcoordinaten  eingeführt,  denen  dieser 
Mangel  nicht  anhaftet. 

Jetzt  zur  Bestimmung  aller  Elementmannigfaltigkeiten,  aus  deren 
Gleichungen  sich  gerade  zwei  unabhängige  Relationen  zwischen  Xy  y,  z 
allein  ergeben. 

Befriedigt  das  Gleichungensystem:  W^  =  0,  ]\\  =  0,  •  •  •  die 
Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  pdx  —  gdy  =  0  und  liefert  es  zwischen 
Xy  //,  z  gerade  zwei  unabhängige  Relationen,  etwa: 

'Pi(^^  ?/,  ^)  =  ^h      '^"^f^,  y>  ^)  =  ^K 

so   sind  dXy  dy,  dz  auch   durch   gerade   zwei  unabhängige  Uelutionen 
verknüpft,  nämlich  durch: 
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-^dx  +  -—  (///  +  -^  dz  =  0 
ex  *     cy     *^    *     dz 

Cx  '     dy     «^    '     ()z 

Diese  beiden  GleichuDgen  müssen  in  Verbindung  mit:  TTj  =  0,  TVg  =  0,  •  •  • 
die  PfaflFsche  Gleichung:  dz  — pdx  —  qdy  =  0  nach  sich  ziehen;  also 
inuss  das  Gleichungensystem:  Wj  =  0,  1^2  =  0,  •  •  •  ausser:  O^  =  0, 
d>a  ="0  jedenfalls  noch  diejenigen  Gleichungen  umfassen,  welche  sich  aus: 


Cl>2) 


V 


cx 


—  \'=  k  — »  -4-  k  ^^ 


(?;r      '      '^  cz 

durch  Fortschaffung  von  k^  und  k^  ergeben  (vgl.  S.  41). 

Es  seien  nun  umgekehrt  zwei   beliebige  unabhängige  Relationen: 

*i(^;  y,  ^)  =  0,       0^(x,  y,  z)  =  0 
zwischen  x,  y^  z  allein  gegeben.     Sind  dann  die  Gleichungen: 


{22') 


=  2  a*, 
a?/ 

a  $         a^ 


^  ^1"^^   +  ^2  ^y 


dz 


cz 


unter  einander  und  mit:  ^^  =  0,    O^  «=  0  verträglich,  so  ergiebt  sich 

aus:  ®j  =  0,  cpg  =  0  und  (22')  durch  Fortschaflung  der  k  sicher  ein 

Gleichungensystem,  welches  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  pdx  —  qdy  =  0 
befriedigt  (vgl.  S.  43). 

Wenn  die  Determinante: 


^1  = 


d^i  a^t 

dx  dz 

a^t  a<p3 

dx  dz 


nicht  vermöge:  ^^  =  0,  Og  =  0  verschwindet,  so  lassen  sich  die  Glei- 
chungen: 0j  =  0,  <Pa  =  0  und  (22')  offenbar  nach  z,  x,  A^,  Ag  und  q 
auf  losen  und  sind  daher  jedenfalls  mit  einander  verträglich.  Aehn- 
Hohes  gilt,  wenn  die  Determinante: 


^,= 


a*i^  a^ 

dy      dz 

a^,  atf». 


dy      dz 

nicht  vermöge:  0,  =  0,  ^^  =  0  verschwindet.  In  beiden  Fällen  er- 
giebt sich  aus:  0^  =  0,  O^==0  und  (22')  durch  Fortschaffung  der  k 
ein  dreigliedriges  Gleichuugensystem: 
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(22") 


p  q  —1 

c^i  c^i  £*i^ 

^(P^y  Vy  ^f  P,  Q)=      '^  ^  ~^       =  <>> 

c^^  d^i  c^^ 


dx      du      dz 

I 

welches  die  Pfaffsche  Gleichung:  da  —  pdx  —  qdy  ■=  0  befriedigt.  Das- 
selbe liefert  augenscheiulich  zwischen  x,  y,  e  allein  nur  die  beiden 
unabhängigen  Relationen:  0^  =  0,    <p^  e=  0. 

Wenn  dagegen  J^  und  J^  beide  vermöge:  0^  =  0,    cp^  =  0  ver- 

schwinden,  so  irilt  dasselbe  auch  von  -^r-^  und  —  -  und  die  letzte  der 

'         ®  cz  cz 

Gleichungen  (22^  erhält  die  sinnlose  Form:  1  ==  0;  in  diesem  Falle 
giebt  es  daher  kein  Gleichungensystem^  welches  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dz  —  pdx  —  qdy  =  0  befriedigt  und  zwischen  x,  y,  z  blos  die  beiden 
Relationen:  cp^  «s  0,    0^  =  0  lieferi 

Aus  dem  Gesagten  ergiebt  sich  Folgendes:  Jedes  Gleichungen- 
system, welches  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  pdx  —  qdy  =  0  be- 
friedigt und  zwischen  Xy  y,  z  nur  zwei  unabhängige  Relationen  liefert, 
enthält  drei  unabhängige  Relationen  von  der  Form  (22'').  Darin  be- 
zeichnen 0^  und  02  ganz  beliebige  Functionen  ihrer  Argumente,  nur 
müssen  die  Gleichungen:  <Di  =  0,  0o  =  0  entweder  nach  z  und  x 
oder  nach  z  und  y  auflösbar  sein.  Enthält  nun  das  betreffende  Glei- 
chungensystem gerade  drei  unabhängige  Relationen,  so  lässt  es  sich 
auf  die  Form  (22")  bringen,  enthält  es  dagegen  deren  vier  —  eine 
grössere  Zahl  ist  von  vornherein  ausgeschlossen   —   so  kann  es  die 

Form: 

<^i  =  0,      <I^2  =  0,      Z>  =  0,       V{x,  y,  z,  i>,  tf)  =  0 

erhalten,  wo  die  Function  ü  nur  der  einen  Beschränkung  unterworfen 
ist,  dass  die  beiden  Gleichungen:  ^  =  0,  U=0  nach  p  und  q  auf- 
lösbar sein  müssen. 

Das  Gleichungensystem:  Oi  =  0,  0^  =  0,  D^O  stellt  eine 
Element-Jlfj  dar.  Jedes  Element  x,  y,  z,  p,  q  derselben  hat  seinen 
Punkt  X,  y,  z  auf  der  Curve:  0^  =  0,  0^  =  0,  seine  Ebene  aber  geht 
durch  die  zugehörige  Tangente  dieser  Curve;  denn  die  Gleichung  Z>  =  0 
sagt  aus,  dass  die  Ebene: 

i  —  ^  =p(i  -  a;)  +  qO)  —  y) 
mit  der  Curve:  0^  =  0,    0^  «=  0  die  beiden  unendlich  benachbarten 
Punkte:  a;,  y,  z  und  x  -f-  dar,  y  +  dy,  z  +  dz  gemein   hai     unsere 
Element-3f,   enthält    überdies   alle  Elemente,   welche   zu   der   Curve: 
0j  ==  0,    0^  ■=  0   in    der   eben   geschilderten    Beziehung   stehen;    das 
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drücken  wir  kürzer  so  aus:  die  Elcment-M^i  ^P^  =  0,  Ojj  =  0,  D  =  0 
bcstdU  ans  den  oo^  Elementen  der  Curve:   0^  =0,   <I>2  =  t). 

Das  Gleichungensystem:  cpj  =  0,  ^j,  =  0,  D  =  0,  U=  0  stellt 
eine  Element-Üf^  dar,  welche  von  den  cx)*  Elementen  der  Curve  blos 
oo^  enthält  und  zwar  gehört  zu  jedem  Punkte  der  Curve  eines  dieser 
3Q^  Elemente.    Ein  derartiges  Gebilde  nennen  wir  einen  Elementsbreifen. 

Nunmehr  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Satz  6.  Ergeben  die  Gleichungen  einer  Elementmannigfcdtigkeit  des 
Raumes  x^  y,  s  gerade  zwei  unahMngige  Relatiofien:  ^Pj  =  0,  <p2  =*  0 
swisdien  x,  y,  z  allein,  so  können  sie  entweder  die  Form  erhalten: 

\     p        q       -1 

I  a*i   ^  ^^ 

(23)  0iix,y,z)  =  O,     O,(x,y,z)  =  0,    D=     'dx      dy      dz     i=0 

d^i    d^t     ^*,     i 
dx      dy       dz     I 
oder  die  Form: 

0,  =  0,      <D,  =  0,      Z>  =  0,       U{x,  y,  z,  p,  q)  =  0, 

ico  U  nur  der  Beschränkung  unterworfen  ist,  dass  die  beiden  Gleidiwigen: 
2)  =  0,  Z/  =  0  luich  p  und  q  auflösbar  sein  müssen.  Im  ersten  Falle 
Juit  man  es  mit  einer  Element-M^  zu  thun,  welche  von  den  cx)^  Elefyienten 
der  Curve:  ^Pj  =  0,  <I>2  =  0  gebildet  wird,  im  ztveiten  Falle  mit  einer 
Element'M^  und  zwar  mit  einem  sogenannten  Elementstreifen,  Das  zwei- 
gliedrige Gleidiungensystem  0^  =  0,  cp^  =  0  muss  z  enthalten,  ist  aber 
sonst  keiner  Beschränkung  unterworfen. 

Noch  sind  alle  Elementmannigfaltigkeiten  zu  bestimmen^  aus  deren 
Gleichungen  drei  unabhängige  Relationen: 

(24)  X  =  a,        y  ^=b,        z  ^=  c 

zwischen  x,  y,  z  allein  folgen. 

Das  Gleichungensystem  (24)  ergiebt:  dx  =='  dy  =^  dz  =  0,  es  be- 
friedigt also  an  und  für  sich  schon  die  Pfaffsche  Gleichung.  Dasselbe 
gilt  von  dem  Gleichungensystem: 

x  =  a,       y  =  b,       Z'=-c,        V{p,(j)  =  0, 

welche  Function  von  p  und  q  auch  das  V  sein  mag.  Dieses  Ergebniss 
drücken  wir  so  aus: 

Satz  7.  Ergeben  die  Gleichungen  einer  Elementmannigfaltigkeit  des 
Baumes  x,  y,  z  gerade  drei  unabhängige  Belationen:  x^=a,  y  =  b,  z  =  c 
Zwischen  x,  y,  z  allein,  so  können  sie  entweder  die  Form: 

X  =^  a,        y  =  b,        z  =  c 

erhalten  oder  die  Form: 

x^a,        y=^b,        z  =  c,         V(p,q)=-0, 
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WO  die  Function  V  ganz  beliebig  ist.  Im  ersten  Falle  liat  man  es  mit 
einer  Eletnent-M^  zu  thtm,  tvelcJie  von  den  oo^  Eletnenten  des  Punktes: 
X  =  a,  y  =*b,  z  =  c  gebildet  tvird,  im  zweiten  Fälle  mit  einer  Ele- 
ment'Mi,  welche  aus  oo*  von  den  <x>^  Elementen  dieses  Punktes  besteht. 

Uns  werden  hier  meistens  nur  die  Element-il/g  des  Ilaumes  x,  y^  z 
beschäftigen,  deshalb  stellen  wir  jetzt  noch  einmal  besonders  zusammen, 
was  wir  über  dieselben  gefunden  haben: 

Theorem  7.  Im  gewöhnlichen  Baume  giebt  es  drei  verschie- 
dene Arten  von  Element-M^,  jede  Element-M^  der  ersten  Art  be- 
steht aus  allen  Elementen  einer  Fläche,  jede  von  der  zweiten 
aus  allen  Elementen  einer  Curve,  jede  von  der  dritten  aus  allen 
Elementen  eines  Punktes,*) 

Es  ist  für  später  von  Wichtigkeit  zu  wissen,  ob  es  ausser: 
dz  — pdx  —  qdy  =  0  noch  eine  andere  Pfaffsche  Gleichung  giebt,  welche 
von  allen  Element-Jfg  des  Raumes  x,  y,  z  befriedigt  wird. 

Wird  die  Pfaflfsche  Gleichung: 

(25)  a{x,  y,  z,p,  q)dx  +  hdy  +  cdz  +  }fdp  +  q{x,  y,  z,p,  q)dq  =  0 

von  allen  Element-ilfj  erfüllt,  so  genügen  ihr  insbesondere  alle  Glei- 
chungensysteme von  der  Form: 

(26)  z-F{x,y)  =  0,       p-'^  =  0,        g  _  ^|  =  0, 

welche  Function  von  x  und  y  auch  das  F  sein  mag.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Gleichung  (25)  bei  beliebig  gewähltem  F  vermöge  der  ver- 
einigten Gleichungen  (26)  und 

dz  —  -^dx  —  r<-dy  =  0,     dp  —  ^tt»^  —  ^V^.^V  =  ^ 


(26') 


^'i  -  dir/''  -  w'^y  ^  ^ 


besteht,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  die  Gleichung: 

(a  +  pc  +  p^,-  +  q^rfa;  + 

+  (b  +  3C  +  P^y-  +  q||^)rfj/  =  P 

für  alle  Zahlenwerthe  der  Grössen: 

d*F        d^F        d^F     ,       , 
^,  y,  ^j  Py  Qy     J^y     ^^ay'     W  ^""^  ^ 

identisch  erfüllt  ist.     Demnach  erhalten  wir: 

p  =  0,      q  =  0,      a+2}CE^0,      I)  +  (/ceeO 

*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1871  und  1874;   Göt- 
tinger Nachrichten  1872;  Math.  Ann.  Bd.  V  und  IX. 
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and  erkennen ,  dass  die  Pfaffsche  Gleichung  (25)  mit  der  Gleichung: 
dz  —  pdx  —  qdy  =  0  äquivalent  ist.     In  Worten: 

Satz  8.  Die  Gleichung:  dz  —  pdx  —  q^dy  =^0  ist  die  einzige  Pfaffsche 
Gleichung y  welche  von  allen  Elenient-M^  des  Baumes  x,  y,  z  befriedigt 
wird,  sie  ist  sogar  die  einzige  Pfaffsche  Gleichung,  welcher  alle  Element-M^ 
von  der  besonderen  Form: 

z  —  F{x,y)^i),      |)  — 1|  =  0,      g--^  =  0 

genügen. 

§  15. 

Führen  wir  auf  eine  Element -ilfg  eine  BerQhrungstransformation 
aus,  so  erhalten  wir  stets  wieder  eine  Element-ilfg. 
In  der  That,  es  mögen  die  Gleichungen: 

(27)  0{x,  y,  z,  1),  (?)  =  0,       X  =  0,       ^  =  0 

eine  Element-JI/j  bestimmen^  es  befriedige  also  das  Gleichungensystem 

(27)  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —pdx  ~  qdy  =  0.  Wird  auf  (27) 
eine  Berührungstransformation  ausgeführt,  so  ergiebt  sich  ein  neues 
Gleichungensystem: 

(27-)  9,(x„  JA,  z„  p„  q,)  =  0,      Xj  =  ü,       ^,  =  0, 

während  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  pdx  —  qdy  «=  0,  wie  wir 
wissen,  die  Form  erhält:  dz^  — p^dx^  —  q^dy^  =  0.  Nach  S.  41  be- 
friedigt nun  (27')  die  transformirte  Pfaffsche  Gleichung,  also  stellt  (27') 
wiederum   eine  Element-Üfj  dar.     Das   aber  war  unsere  Behauptung. 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  die  cx)^  Elemente  einer  Fläche  bei  einer 
Berührungstransformation  entweder  in  die  oo^  Elemente  einer  Fläche 
übergehen  oder  in  die  Elemente  einer  Curve  oder  in  die  eines  Punktes, 
mit  anderen  Worten:  bei  einer  Berührungstransformation  verwandelt  sidi 
eine  Fläche  entweder  wieder  in  eine  Fläche  oder  in  eine  Curve  oder  in 
einen  Punkt.  Dementsprecliend  wird  eine  Curve  oder  ein  Punkt  bei  einer 
Beriihrungstransformation  entweder  zu  einer  Fläche  oder  zu  einer  Curve 
oder  zu  einem  Punkte. 

Dass  auch  jede  Element-ilf^  bei  Berührungstransformation  sich 
wieder  in  eine  Element-Jtfj  verwandelt,  liegt  auf  der  Hand;  es  genügt 
daher  die  Thatsache  zu  erwähnen. 

Es  liege  jetzt  umgekehrt  irgend  eine  Elementtransformation: 

(28)  x^  =  S{x,  y,  z,  p,  q),     y,  =  H,     z,  =  Z,     v^  =  n,    q,  =  K 

des  Raumes  x,  y,  z  vor,  welche  jede  Element-Jtfg  in  eine  Element-ilf^ 
überführt.  Wir  werden  nachweisen,  dass  dieselbe  eine  ßerührungs- 
transformation  ist. 
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Die  Transformation  (28)  verwandelt  insbesondere  jede  Element -If^ 
von  der  Form: 

(26)  z-F(x,y)^0,      p-||:=0,       9-t|  =  0 

in  eine  Element-Üfj;  führen  wir  daher  in  (26)  vermöge  (28)  die  neuen 
Veränderliehen  x^,  y^,  Si,i\y  Qi  ein,  so  erhalten  wir  ein  Gleichungen- 
system: 

C'iC^i»  ?/u  ^1»  Piy  Qi)  =  0,       l\  =  0,       ^^3  =  0, 

welches  die  Pfaffsche  Gleichung:  d^^  —  Pi^^i  —  (Zi^.Vi  =  0  befriedigt; 
das  gilt  ganz  unabhängig  von  der  Beschaffenheit  der  Function  F(Xj  y). 
Ersetzen  wir  daher  in:  ds^ — Pi^^i  —  5i^'?/i  ==0  die  neuen  Veränder- 
lichen wieder  durch  die  alten,  so  bekommen  wir  (vgl.  S.  41)  eine 
Pfaffsche  Gleichung: 

rf^i  —PidXi  -  qidiji  =  a{x,  y,  g,  p,  q)dx  +  bdtj  +  cdjs  +  pdp  +  qdq  —  0, 

welcher  alle  Gleichungensysteme  von  der  Form  (26)  genügen«  Nun 
ist  nach  Satz  8,  S.  61  die  Gleichung  de  — pdx  —  qdy  =  0  die  einzige 
Pfaffsche  Gleichung  von  dieser  Beschaffenheit^  also  muss  vermöge  (28) 
eine  Relation  von  der  Form: 

rf^i  —Piäx^  —  q^dy^  =  q{x,  y,  z,  p,  q)  .  {dz —pdx  — qdy) 

bestehen,  das  heisst,  die  Gleichungen  (28)  stellen  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  wirklich  eine  Berührungstransformation  dar. 

Aus  alledem  geht  hervor,  dass  die  Eigenschaft,  Element-Üf,  in 
Element- Jlf,  zu  verwandeln,  für  die  Berührungstransformationen  des 
Raumes  x,  y,  z  charakteristisch  isi     Also: 

Theorem  8.  Die  Berührnngstransformationen  des  Raumes 
X,  y,  z  lassen  sich  auch  definiren  als  diejenigen  Elementtrans- 
formationen dieses  Baumes,  welche  jede  Element-M^  wieder  in 
eine  Element-M^  verwandeln.*) 

Ergeben  die  Gleichungen: 

(29)  x,  =  X{x,y,z,p\q),    y^=Y,    z^  =  Z,   p,  =  Py    <7i  =  V 

einer  Berührungstransformation  blos  eine  Relation: 

Sl(x,  y,  z,  x^y  t/i,  z,)  =  0 

zwischen  x,  y,  z,  x^,  y^,  z^  allein,  so  führt  die  betreffende  Berührungs- 
transformation die  cx)*  Flächenelemente  des  Punktes:  j;  ==  a,  y  m=s  h^ 
z=^c  in  oo*  Flächen  demente  über,  deren  Punkte  x^,  y^,  z^  die  Fläche: 

(30)  Ä(a,  6,  c,  jTi,  yi,  rj  =  0 

•)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  xa  Christiania   1878;    Math.   Ann. 
Bd.  VIII. 
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erfQllen;  da  nuu  die  so  erhaltenen  Flächenelemente  nach  Theorem  8 
eine  Element -üf^  bilden^  so  sind  sie  (Satz  5,  S.  56)  die  Elemente  der 
eben  geschriebenen  Fläche;  wir  sehen  also^  dass  unsre  Berühriings- 
traDsformation  den  Punkt:  a;  =  a,  y  =  ^;  js?  =  c  in  die  Fläche  (30) 
überführt.     Dementsprechend  gehen  die  Elemente  der  Fläche: 

in  die  Elemente  des  Punktes:   x^  =  a^   y^  =  ^i,   z^=  c^    über. 

Liefert  andererseits  die  Berührungstransformation  (29)  gerade  zwei 
unabhängige  Relationen: 

Äi(a;,  y,  s,  x^,  y,,  z^)  =  0,        a,(a:,  y,  e,  x,,  y,,  Zi)  ==  0 

zwischen  x,  y^  z,  x^,  y^  z^  allein^  so  führt  sie  die  cx)^  Elemente  des 
Punktes:  a:  =  a,  y  =  h,  z  =  c  in  cx>*  Elemente  über,  deren  Punkte 
die  Curve: 

Äi(a,  b,  c,  a^i,  j/i,  Zi)  =  0,        £l.,(a,  6,  c,  x^,  y„  z^)  =  0 

erfüllen,  also,  da  diese  cx)^  Elemente  eine  Element -Mg  bilden,  in  die 
3o*  Elemente  der  eben  geschriebenen  Curve.  Dementsprechend  ver- 
wandeln sich  bei  der  betreffenden  Berührungstransformation  die  cx)^ 
Elemente  der  Curve: 

Äi(^,  y,  ^7  «1,  K  Ci)  =  0,        Sl^{x,  y,  z,  a,,  h^,  c,)  =  0 

in  die  oo*  Elemente  des  Punktes:   a:^  =  «i,   f/i  =  2^i,   ^i  =  c^. 

Erinnern  wir  uns  jetzt,  dass  im  ersten  Falle  die  Gleichung  Sl  =  0 
die  betreffende  Berührungstransformation  vollständig  bestimmt  und 
dass  im  zweiten  Falle  die  beiden  Gleichungen:  il^  =  0,  SI2  =  0  das- 
selbe leisten  (vgl.  Satz  2,  S.  51  und  Satz  3,  S.  54),  so  können  wir  sagen: 

Satz  9.  Ist  eine  Berührnngstransforniation  des  Baumes  x^  y,  z 
durdi  die  eine  Gleichung: 

il{x,  y,  z,  x^,  y^,  ^i)  =  0 

definirtf  so  fOhrt  sie  den  Purüct:  x  =  a,  y  =  hy  z  =  c  in  die  Fläche: 
Sl{ay  hy  c,  x^j  f/i,  z^  =  0  über  und  die  Flädw:  Ä(a:,  y,  z,  öj,  6^,  c^  =  0 
in  den  Punkt:  Xy^^=a^y  y^  =  by^,  z^  =  ^j ;  ist  sie  dagegen  durch  die  beiden 
Gleichungen: 

•^l(^»  Vy  ^y  ^1,   ?/i;  ^1)  =  <>;  ^Ä^y  V?  ^j   ^1,   ^i,   ^1)  =  ^ 

tleßnirt,  so  verwandelt  sie  den  Punkt:  x  =  ay  y  =  by  z  =  c  in  die  Curve: 

Äi(a,  6,  c,  x^y  y^y  z^  =  0,        Ä,(a,  i,  c,  x^y  y,y  z^)  =  0 
und  die  Curve: 

^li^f  Vy  ^y  «1,   K  O  =  0,  ^A^y  Vy  -»   «1;   '>u   O  =  0 

in  den  Purüct:  x^  =  a^,   y^  =  6^,   Zi  =  c^. 

Beispiele.    Die  Gleichung: 

(l  =  z  +  z^  +  xxy+  yy^  =  0 
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definirt^  wie  wir  auf  S.  52  gesehen  haben^  eine  Berührungstransformation. 
Bei  dieser  Transformation  verwandeln  sich  die  Elemente  des  Punktes: 
X  =  a,   y  =  by  j5  =  c   in  die  Elemente  der  Ebene: 

(31)  s,  +  c  +  ax,  +  by,  =  0 

oder  kürzer,  der  Punkt:  x  =  a,  y  =  b^  z  =  c  verwandelt  sich  in  diese 
Ebene.     Andererseits  geht  die  Ebene: 

(32)  fr^c,  +  a,x  +  b,y  =  0 

in  den  Punkt:   x,  =  «i,    ?/i  =  ^i,   ^i  =  c,   über. 

Bedenkt   man,   dass    (31)   die    Polarebene   des    Punktes:   rc  =  a, 
y  =  by  z  =  c   in  Bezug  auf  die  Fläche  zweiten  Grades: 

2z  +  a?  +  y^^0 

ist  und  dass  die  Ebene  (32)  in  Bezug  auf  diese  Fläche  den  Punkt: 
x,  =  a,,  ^1  =  ^1?  ^1  =  ^1  zum  Pole  hat,  so  kann  man  einfach  sagen: 
bei  der  besprochenen  Berührungstransformation  verwandelt  sich  jeder  Punkt 
in  seine  Polarebene  und  jede  Ebene  in  ihren  Pol  in  Bezug  auf  die  Fläche 
zweiten  Grades:   2;ef  +  a;*  +  t/^  =  0. 

Femer  definiren  nach  S.  53  auch  die  beiden  Gleichungen: 

z  +  z,  +  xx,  =  0,        y  —  ?/i  =  0 

eine  Berührungstransformation.  Bei  derselben  geht  der  Punkt:  x  =  a, 
y  =  h,   z  =  c   in  die  Gerade: 

01  +  c  +  axi  =  0,         f/i  —  fc  =  0 

über.     Diese   Gerade  ist  der   Schnitt  der   Ebene,  welche  durch   den 

Punkt:   x  =  a,   y  =  ^i   z  =  c  parallel  zur  j^a:- Ebene  gelegt  werden 

kann,    mit   der   Polarebene   des   Punktes    in   Bezug    auf  den   Cylinder 

zweiten  Grades: 

2z  +  a^  =  0. 

Andererseits  geht  die  Gerade: 

jS?  +  Ci  +  a^x  =  0,         y  —  a,  =  0 

in  den  Punkt:  Xi  =  aij  ?/,  =?>i,  ^i  =  c^  über,  es  verwandelt  sich  also 
jede  zur  jsro;- Ebene  parallele  Gerade  in  einen  Punkt. 

§  16. 

Die  Entwickelungen  der  beiden  letzten  Paragraphen  wollen   wir 
dadurch  vervollständigen,  dass  wir  der  PfaflFschen  Gleichung: 

dz  —  pdx  —  qdy  =  0 

eine  begriflFiiche  Deutung  geben.  Damit  erhalten  wir  zugleich  eine 
anschauliche  Vorstellung  von  dem  Wesen  der  Elementmannigfaltig- 
keiten. 
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Es  sei  eine  Schaar  von  cx>^  Elementen  des  Raumes  x,  y,  z  vor- 
gelegt, etwa  in  der  Weise,  dass  x,  y,  z,  p,  q  als  Functionen  öiner 
unabhängigen  Veränderlichen  t  dargestellt  sind. 

Betrachten  wir  irgend  zwei  unendlich  benachbarte  Werthe  ^^  und 
t^  -^  ^i  von  t  und  setzen  wir  nur  voraus,  dass  die  fünf  Differential- 
quotienten ^,  ^,  -.,  ,^,  -^  für  t  =  Iq  nicht  sämmtlich  ver- 
schwinden. Den  Werthen  t^  und  t^  -^  ^t  entsprechen  zwei  unendlich 
benachbarte  Elemente:  Xq,  y^,  Zq,  Pq,  q^  und  x^  +  ^-"'t  ' ' '  ?o  ~f"  -^(/i 
unsrer  Schaar.  Die  Punkte  dieser  beiden  Elemente  weichen  von  ein- 
ander um  eine  Grösse  von  der  Ordnung  des  ^t  ab.  Um  eine  Grösse 
von  derselben  Ordnimg  weicht  im  Allgemeinen  auch  der  Punkt 
j-y  +  z/a:,   //o  -f"  ^V)   ^0  ~f"  ^^   ^^^  ^^^  Ebene: 

j    i  — ^o=Po(E  — ^o)  +  (?o(9  — yo) 
des  Elements   x^^  y^,  z^y  p^j  q^   ab;   denn  der  Ausdruck: 

Jz—p^Jx-q^^y, 

welcher  als  Mass  dieser  Abweichung  aufgefasst  werden  kann,  ist  im 
Allgemeinen  von  erster  Ordnung  in  /^t.  Es  kann  jedoch  vorkommen, 
dass  der  Ausdruck:  ^z — I>o^^  —  ffo*^?/  ^^^  ^®^  zweiten  Ordnung  in 
jJt  wird.  Dann  weicht  der  Punkt  Xq  -f"  ^^}  Vo  +  ^Vj  ^o  +  ^^  ^^^ 
der  Ebene  des  Elements  Xq,  y^^  Zq,  p^,  g^  nur  um  eine  Grösse  ab, 
welche  unendlich  klein  ist  im  Vergleich  zu  der  Abweichung  der  beiden 
Punkte  Xq,  j/q,  Zq  und  x^  +  ^x,  y^  -f-  ^y,  Zq  -f-  ziz  von  einander. 
Wir  sagen  in  diesem  Falle,  dass  die  beiden  Elettiente  Xq,  y^,  Zq,  Pqj  q^ 
und  Xq  -+-  Jx,  ' ' '   unsrer  Schaar  vereinigt  liegen. 

Diese  Definition  kann  die  folgende  schärfere  Fassung  erhalten: 

In  der  Schaar  der  oo^  Elemente: 

liegt  das  Element  tQ  mit  dem  unendlicli  benacJibarten  Elemente  t^  -^  ^t 
der  Sdioar  vereinigt,  wenn  der  Ausdruck: 

dz  dx  dy 

'dt~^^'di  ~^  dt 

für  t  =  tQ  verschunndetj  ohne  dass  ^ ,  ,^ ,  -,^ ,  ^ J! ,  -.|  alle  fünf  für 
t  =  Iq  den  WerÜh  Null  erJialten. 

dz  dx  du  

Verschwindet   der  Ausdruck     ,. — «-77  —  (7  ,*;    für   alle  Werthe 

dt        ^  dt        ^  dt 

von  ty  so  bildet  die  in  Rede  stehende  Schaar  von  00^  Elementen  eine 
Element-Jtfjj  demnach  liegt  in  einer  Elemeut-iJ/,  jedes  Element  mit 
dem  unendlich  benachbarten  vereinigt. 

Lie,  Th«orio  der  Traniformalionftgrappen.    II.  6 
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Haben  wir  andrerseits  eine  Element -3/^,  so  bildet  jede  in  der- 
selben enthaltene  Schaar  von  oo^  Elementen  eine  Element -Jl/j  und  in 
dieser  liegt  jedes  Element  mit  dem  nnendlich  benachbarten  vereinigt; 
wir  können  uns  daher  k&rzer  auch  so  ausdrucken:  in  einer  Element- 3/^ 
liegt  jedes  Element  mit  jedem  unendlich  benachbarten  vereinigt 

Dass  alle  Elemente  einer  Fläche  eine  Element- Jf^  bilden,  beruht 
darauf,  dass  von  der  Tangentialebene  dieser  Fläche  im  Punkte  x,  y^  z 
jeder  unendlich  benachbarter  Punkt  x  -^  dx ,  J/  +  rfy ,  s  -}-  dz  der 
Fläche  nur  um  eine  Grosse  abweicht,  welche  unendlich  klein  ist  im 
Vergleich  zu  der  Abweichung  der  beiden  Punkte  x,  y,  e  und  x  +  rfx, 
y-i-dt/y  z-{-dz  von  einander.  Aehnliches  gilt,  wenn  die  Element- Jl^ 
aus  allen  Elementen  einer  Curve  oder  eines  Punktes  besteht 

Mit  Benutzung  des  Begriffs  der  vereinigten  Lage  zweier  unendlich 
benachbarter  Elemente  können  wir  die  BeriHirungstransformationen  des 
Raumes  x,yj  z  geradezu  definiren  als  diejenigen  ElenienttransfornuUioneny 
tceWie  unetidlich  benacJibarte  vereinigt  liegende  Elemente  in  ebensolche  Hier' 
führeny  femer  eine  Eletnentmannigfaltigkeit  als  eine  solche  Sdiuar  von 
Elementen,  in  welcher  jedes  Element  mit  jedem  unendlich  betiachbarten 
Elemente  der  Schaar  vereinigt  liegt. 

Der  frQher  abgeleitete  Satz,  dass  eine  Berührungstransformation 
jede  Elementmannigfaltigkeit  in  eine  Elementmannigfaltigkeit  ver- 
wandelt, erscheint  als  selbstverständlich,  wenn  die  soeben  aufgestellten 
Definitionen  zu  Grunde  gelegt  werden. 

§  17. 

Haben  zwei  Element- Jlf^  ein  und  nur  ein  Element  gemein,  so  sind 
die  ihnen  entsprechenden  Punkigebilde  entweder  zwei  Flächen,  die  sich 
in  einem  Punkte  berühren,  oder  eine  Fläche  und  eine  Curve  von  der- 
selben Beschaffenheit  oder  eine  Fläche  und  ein  Punkt*  auf  ihr  oder 
endlich  zwei  sich  schneidende  Curven.  Haben  dagegen  die  beiden 
Element- Ji^  gerade  cx>^  Elemente  gemein,  so  entsprechen  ihnen  ent- 
weder zwei  Flächen,  welche  sich  längs  einer  Curve  berühren,  oder 
eine  Fläche  und  eine  auf  ihr  liegende  Curve,  (oder  eine  Fläche  mit 
einem  ihrer  Doppelpunkte)  oder  zwei  Curven,  die  sich  in  einem  Punkte 
berühren,  oder  endlich  eine  Curve  und  ein  Punkt  auf  ihr;  die  gemein- 
samen oo^  Elemente  bilden  in  jedem  dieser  Fälle  eine  Element- jltf^^. 

Führen  wir  nun  eine  Berührungstransformation  aus,  so  gehen 
zwei  Element- Jlfg,  welche  ein  Element  oder  oo^  solche  gemein  haben, 
in  zwei  Element- JI/2  ^^^^f  ^^^  ^^  derselben  Beziehung  stehen.  Folglich 
verwandelt  jede  Berührungstransformation  zwei  Flächen,  die  sich  in 
einem   Punkte   berühren,    entweder    in    zwei    Flächen    von    derselben 
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Beschaffenheit  oder  in  eine  Fläche  und  eine  Curve,  die  sich  in  einem 
Punkte  berühren,  oder  in  eine  Fläche  und  einen  Punkt  darauf  oder 
in  zwei  sich  schneidende  Curven.  Dagegen  führt  sie  zwei  Flächen, 
die  sich  längs  einer  Curve  berühren,  entweder  in  zwei  ebensolche 
Flächen  Ober  oder  in  eine  Fläche  mit  einer  Curve  darauf  oder  u.  s.  w. 

Jetzt  können  wir  uns  rein  geometrisch  klar  machen,  in  welcher 
Weise  eine  vorgelegte  Berührungstransformation  die  PttnX:^mannig- 
faltigkeiten  des  Raumes  transformirt. 

Zunächst  wollen  wir  annehmen,  dass  sich  aus  den  Gleichungen 
der  Berühruugstransformation  nur  eine  Relation: 

il{x,  y,  z,  x^,  yi,  z,)  =  0 

zwischen   x,  y,  z,  x^,  y^,  z^    allein  ableiten  lässt. 

Ertheilen  wir  x,  y,  z  die  festen  Werthe:  rc",  y",  z^\  betrachten 
wir  also  die  cx>^  Elemente  rc,  y,  Zjp,  q  des  Punktes:  x=^x^j  y  =  y^, 
j?  =  £^,  so  erhalten  wir  als  Ort  der  entsprechenden  Elemente:  x^y  f/j, 
^i>  ^i;  Qi   ^i®  Fläche: 

ß«  if,j^,x„  y„  .-0  =  0. 

Unsere  lierührungstrannfarmation  verwamlelt  demnach  den  Punkt  x^\  y^,  ^ 
in  die  Fläche  Sl(ji:^\  y\  z^\  x^  y^,  z^)  =  0.  Unigekehrt  verwandelt  sie 
die  Fläche: 

^(x,  y,  z,  x^\  y,^  O  =  ^> 

in  den  Punkt:   x^  =^  x^y   y^  =^  y^,   z^  =  z^. 

Das  bemerkten  wir  ja  schon  in  Satz  9,  S.  63. 

Wollen  wir  zu  einer  beliebigen  Fläche:  <p{Xy  y^  z)  =  0  die  Punkt- 
raannigfaltigkeit  (Pi{xiy  J/o  -^i)  =  0,  •••  finden,  in  welche  sie  von  unsrer 
Berühnmgstransformation  übergeführt  wird,  so  können  wir  in  ver- 
schiedenen Weisen  verfahren. 

Ist  x^,  ify  sP  irgend  ein  Punkt  der  Fläche  g?  =  0,  so  berührt  die 
Bildfläche:  ß(a^,  if,  z^,  x^^  y^j  z^  =  0  desselben  die  gesuchte  Punkt- 
mannigfaltigkeit q>i(x^,  t/i,  ^i)  =  ö,  •••;  also  ist  die  letztere  nidits 
anderes  als  die  Unihüllungsfigur  der  c»^  Flädien: 

wo  die  drei  Parameter  ofi^  y^,  z^  an  die  Bedingung:  9>(a;®,  y**,  ^)  ■=  0 
gebunden  sind.  Man  erhält  daher  die  gesuchte  Punktmannigfaltigkeit 
^j  =  0,  •  •  •,  wenn  man  alle  zweireihigen  Determinanten  der  beiden 
Gleichungen: 


dx^ 
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der  Null  gleich  setzt  und  aus  den  so  gefundenen  Relationen: 


aß(.r<>  ...  z^) 

dSl 

CP. 

dx^ 

_  dy' 

dz"" 

cq>(x\y\z') 

dtp 

dtp 

ax'« 

cv' 

dz"" 

mit  Hülfe  von  g?(x^,  /,  ^)  =  0  und  Sl{o(f^ -- -  z^)  =  0  die  Grössen 
a:^  y"",  ^  fortschaflft. 

Ein  anderes  Verfahren  ist  das  folgende: 

Die  gegebene  Fläche  (p{Xy  2/?  ^)'=0  wird  von  gewissen  der  Flächen 

Sl{x,  y,  z,  x,\  y/,  z,")  =  0 

berührt  und  diese  Flächen  gehen  bei  unsrer  Berührungstransformation 

in  die  Punkte  der  gesuchten  Bildmannigfaltigkeit  von    97  =  0   über. 

Folglich   sind   die   Relationen;  welche   zwischen   x^^  y^,  z^   bestehen 

müssen,  damit  die  Fläche  Ä(a:  •  •  •  ^i^)  =  0  die  Fläche  qp  =  0  berührt, 

eben  die  Gleichungen  der  gesuchten  Punktmannigfaltigkeit.    Man  findet 

diese  Relationen^  wenn  man  x,  y,  z  aus  den  Gleichungen: 

dSl(pC'_"Z^'')  dSl  aß 

dx           dy  dz 

€fp{x,y,z)  dtp  dtp 

ex  dy  dz 

mit  Hülfe  von  g){Xy  y,  z)  =  0  und  il(x  •  •  •  Zi^)  =  0  eliminirt  Das 
Ergebniss  ist  natürlich  dasselbe  wie  vorhin. 

Wir  können  endlich  rein  analytisch  zu  Werke  gehen. 

Unsre  Berührungstransformation  wird  dargestellt  durch  die 
Gleichungen : 


(33) 


fl(x  ' ' '  z.)  =  0,       ,. — \-p  -    =0,      ^ — L  (7  -7—  =  0 
^  ^^  '        ex    *  ^  oz  '        dy    *    -^  cz 

da  .      da      ,,      da  .      da      ^ 


Die  cx)-  Elemente  der  Fläche    <p  =  0   sind  definirt  durch: 

(34)     <pix,y,z)  =  0,       |J  +  1.^  =  0,       |f+«S  =  0. 

Eliminirt  man  nun  aus  (33)  und  (34)  die  Grössen  x,  y^  z^p,  q,  so  erhält 
man  die  Gleichungen  der  Element -ilf2,  in  welche  die  Element- Jl^  (34) 
übergeht.  Eliminirt  man  endlich  noch  ^^  und  g^,  so  ergeben  sich  die 
Gleichungen  der  Punktmannigfaltigkeit,  in  welche  sich  die  Fläche 
^  =  0  verwandelt.  Man  sieht  sofort,  dass  diese  Methode  auf  dieselben 
Rechnungen  führt,  wie  die  beiden  ersten. 

Ist  endlich  eine  Curve  vorgelegt,  so  findet  man  die  Punktmannig- 
faltigkeit, in  welche  sie  übergeht,  folgendermassen : 

Die  Curve  hat  mit  jedem  ihrer  00^  Punkte  gerade  cx>^  Elemente 
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gemein;  ihre  oo*  Puükte  verwandeln  sich  aber  in  oo^  Flächen  der 
Schaar:  ^{piPj  y°,  jer®,  x^^  y^,  0^)  =  0,  also  geht  die  Curve  über  in  die 
Umhöllungsfigur  dieser  oo^  Flächen. 

Umgekehrt  verwandelt  sich  die  Umhüllungsfigur  von  irgend  cx)^ 
Flächen  der  Schaar:  £l(x,  y,  £!,  x^,  f/j^,  s^)  ==  0  stets  in  eine  Curve. 

Beispiele.  Die  Berührungstransformation^  welche  durch  die 
Gleichung: 

si^z  +  g^  +  xx^^  yvi  =  0 

deiinirt  ist,  verwandelt,  wie  auf  S.  64  gezeigt  wurde,  jeden  Punkt 
Xj  y,  z  in  seine  Polarebene  in  Bezug  auf  die  Fläche  zweiten  Grades: 

2^  +  a;^  +  y*  =  0. 

Infolgedessen  verwandelt  sie  überhaupt  jede  Punktfigur  in  ihre  Polar- 
figur in  Bezug  auf  diese  Fläche.  Im  Allgemeinen  geht  eine  Fläche 
wieder  in  eine  Fläche  über,  nur  die  abwickelbaren  Flächen  verwandeln 
dich  in  Curven,  die  Ebenen  insbesondere  in  Punkte.  Gurven  gehen 
im  Allgemeinen  in  abwickelbare  Flächen  über,  nur  die  Geraden  ver- 
wandeln sich  in  Curven,  nämlich  wieder  in  Gerade. 

Man  sieht,  dass  die  betreuende  Berührungstransformation  nichts 
anderes  ist,  als  die  Po^zeeZe^che  Transformation  durch  reciproke  Polaren, 
welche  übrigens  schon  vor  Poncelet  von  Legepidre  benutzt  worden  isi. 

Auch  die  auf  S.  52  angegebene  Ber Öhrungstransformation  (16), 
welche  durch  die  Gleichung: 

(x  —  x,)x,  +  {y  —  yi)yi  +  (^  —  ^i)^i  =  0 
definirt  war,   ist  eine  sehr  bekannte  Transformation,  sie  verwandelt 
nämlich  jede  Fläche:  (p{x,  y,  0)  =  0  in  ihre  Fusspunktfläche  in  Bezug 
auf  den  Goordinatenanfang. 

Untersuchen  wir  jetzt  eine  Berührungstransformation,  aus  deren 
Gleichungen  sich  gerade  zwei  unabhängige  Relationen 

^1(^7  Vy  ^j  ^1»  J/n  ^1)  =  0,         Sl^(x,  y,  z,  X,,  y,,  z^)  =  0 

zwischen  x,  f/,  z  und  x^,  y^,  z^  allein  ableiten  lassen. 

Den  Elementen  durch  den  Punkt  a?^,  j/^,  s^  ordnet  diese  Be- 
rührungstransformation nach   Satz  9,  S.  63  die  Elemente    der  Gurve: 

a, {f,  f,  ^,  x„  y„  z,)  =  0,        Sl^{3^ •.■z,)  =  i) 

ZU,  sie  verwandelt  also  den  Punkt  xf^,  y^,  ^  in  die  soeben  yenannte 
Curve;  dementsprechend  fuhrt  sie  die  Gurve: 

Sl,{x,  y,  z,  'X,\  j/,»,  z,'^)  =  0,         Sl^{x  .  •  •  xr.»)  =  0 
in  den  Punkt  mit  den  Coordinaten  o./',  y^,  z^  über. 
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Die  cx>=*  Punkte  jfij  y*,  ^  einer  vorgelegten  Fläche  q>(Xy  y,  z)  =  0 
gehen  bei  unsrer  Berührungstransformation  in  cx>^  Curven  über,  deren 
analytischer  Ausdruck  die  beiden  Gleichungen: 

a.  (a;»  /,  />,  x„y„  z,)  =  0,        Ä,(x»  •  •  •  ^ J  =  0 

sind,  in  welchen  zwischen  den  drei  Parametern  o?^,  y^,  sfi  die  Relation 
qp(a;^,  y^\  z^)  =  0  besteht  Jede  dieser  cx>*  Curven  berührt  die  Punkt- 
mannigfaltigkeit,  in  welche  die  Fläche  9  =  0  bei  der  Berührungstrans- 
formation verwandelt  wird,  folglich  haben  unsre  cx)^  Curven  eine  um- 
hüllungsfigur  {FläcJie,  Oto've  oder  Punict),  eben  die  Figxir^  in  welche  die 
Fläche  9  =  0  übergeht 

Man  kann  aber  auch  so  verfahren:  Unter  den  Curven  der  Schaar: 

(l,(x,  y,  s,  x^\  y,\  5,0)  =  0,        UM-  ■  ■  •  .-.«)  =  0 

giebt  es  gewisse,  welche  die  Fläche  qp  =  0  berühren;  dieselben  werden 
durch  Relationen  zwischen  den  Parametern  x^^y  y^,  z^  definirt;  bei 
der  Berührungstransformatiou  verwandeln  sich  die  betreffenden  Curven 
in  die  Punkte  derjenigen  Punktmannigfaltigkeit,  in  welche  die  Fläche 
9  =  0  übergeht,  also  sind  die  eben  definirteu  Relationen  zwischen 
x^j  y^y  ^  die  Gleichungen  dieser  Punktmannigfaltigkeit. 

Endlich  sei  eine  Curve  gegeben.  Dieselbe  hat  mit  jedem  ihrer 
cx)*  Punkte  (x>^  Elemente  gemein,  die  Punktmannigfaltigkeit,  in  welche 
sie  übergeht,  ist  daher  die  ümhüllungsfigur  derjenigen  oo^  Curven,  in 
welche  sich  ihre  oo^  Punkte  verwandeln.  Oder  auch  so:  die  vorgelegte 
Curve  wird  von  gewissen  unter  den  Curven: 

(A)  ßi  {x,  y,  z,  rr,»,  y^^',  ^,«)  =  0,        Sl,  (x  ■  ■  ■  z,'>)  =  0 

geschnitten;  diese  Curven  gehen  in  die  Punkte  der  Bildmaimigfaltigkeit 
über,  man  erhält  also  die  Gleichungen  dieser  Mannigfaltigkeit,  wenn 
man  diejenigen  Relationen  zwischen  x^^,  y^^,  z^^  aufstellt,  welche  be- 
stehen  müssen,  damit  die  Curve  (A)  die   vorgelegte  Curve  schneidet. 

Beispiel.  Die  Berührungstransformation,  welche  durch  die  beiden 
Gleichungen: 

z-\-  z,+xx^=^  0,         //  —  y,  =  0 

definirt  wird  (vgl.  S.  53  und  S.  64),  führt  jeden  Punkt  in  eine  Gerade 
über;  eine  Curve  verwandelt  sie  im  Allgemeinen  in  eine  geradlinige 
Fläche,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  der  ^a:- Ebene  enthält; 
endlich  geht  eine  Fläche  in  die  Brennfigur  eines  gewissen  Strahlen- 
systems über,  also  im  Allgemeinen  wieder  in  eine  Fläche;  man  kann 
insbesondere  diejenigen  Flächen,  welche  in  Curven  übergehen,  sehr 
leicht  angeben. 
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Bemerkenswerth  ist  die  ebeu  besprochene  Beriihrangstransformation 
u.  A.  deswegen^  weil  sie  ein  -  eindeutig  ist. 

§  18. 

Zur  Vorbereitung  auf  die  Entwickelungen  des  nächsten  Kapitels 
wollen  wir  hier  einige  Bemerkungen  anfügen,  welche  sich  auf  das 
Problem  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung: 

(35)  0(.,y,.,   -,   ^;)==o 

beziehen. 

Setzt  man,  wie  es  üblich  ist: 

•  dz  dz 

so  erhält  die  partielle  Differentialgleichung  (35)  die  Form 
(35')  0{x,  y,  s,  p,  q)  =  0, 

und  dctö  Problem  ihrer  Integration,  wie  es  gewöhnlich  aufgefasst  wird, 
kommt  darauf  hinaus,  alle  Gleichungensysteme  von  der  Form: 

(36)  z-Fix,ij)  =  0,    ^_g  =  0,    </-|f  =  0 

zu  bestimmen,  welche  die  Gleichung  (35')  umfassen.  Ist  ein  derartiges 
Gleichungensystem  gefunden,  so  wird  die  Gleichung  (35')  bei  der  Sub- 
stitution : 

identisch  erfüllt;  bei  derselben  Substitution  wird  aber  auch  die  Pfaff'sche 
Gleichung  dß — pdx — qdy  =  0  identisch  befriedigt. 

Das  Integratiousproblem  einer  Gleichung  (35)  kann  daher  durch 
das  allgemeinere  Problem  ersetzt  werden:  nuin  soll  alle  dreigliedrigen 
Glcichungensysteme : 

^i(^;  y,  ^y  P7  2)  =  0,      ^^{x,  y,  z,  p,  q)  =  0,      ^3(0;,  y,  z,  p,  q)  =  0 

finden j  welche  die  Pfaffsclie  Gleichung:  dz — pdx  —  qdy=^0  befriedigen 
und  dabei  die  Gleichung  (35^)  umfassen;  geometrisch  ausgesprochen: 
UfUer  den  cx>^  Flächenelementen  x,  y,  Zy  p,  q  des  Baumes  x,  y,  z  ist 
durdi  die  Gleichung:  <P(a?,  j/,  z,p,  q)  =  0  eine  Schaar  von  cx>*  Elementen 
definirt;  man  soll  alle  Element- M^  finden,  deren  Elemente  dieser  Schaar 
von  cx)*  Elementen  angehören,  kürzer:  man  soll  alle  Element- M^  der 
Gleichung  (35')  finden. 

Um  den  Unterschied  zwischen  dieser  Formulirung  des  Integrations- 
problems und  der  gewohnlichen  klar  zu  machen,  entwickeln  wir  zunächst 
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die  lutegratioustheorie  einer  Iniearm  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 

(37)  X{x,  y,  e).p+  Y{x,  y,  z).q  —  Z{x,  y,  z)  =  0 

in  ihren  Hauptzügen. 

unter  den  cx>*  Elementen  a;,  y,  z,  ]),  q,  welche  die  Gleichung  (37) 
definirt,  betrachten  wir  die  cx>^,  welche  einen  und  denselben  Punkt: 
Xf  y,  z  haben.     Die  cx)^  Ebenen: 

v{i  —  ^)  +  </(9  —  y)  —  (ä  —  ^)  =  0 

dieser  cx>^  Elemente  bilden  ein  Büschel,  dessen  Axe  die  Gerade: 

X{x,  y,  z)  Y\x,  y,  z)  Z{x,  y,  z) 

ist.  Denken  wir  uns  nun  jedem  Punkte  x^  y,  z  des  Raumes  dfe 
Axe  des  zugehörigen  Büschels  als  Fortschreitungsrichtung  zugeordnet, 
so  erhalten  wir  als  analytische  Detinition  der  betreffenden  Port- 
schreitungsrichtungen  ein  simultanes  System  von  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen, nämlich  das  folgende: 

,oQ.  d^       ^^       dy dz 

^     ^  X{x,y,z)  Y(x,y,z)  Z{x,y,'z)' 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  jedes  Flächenelement  x,  y,  z,  |>,  q  einer 
jeden  Integralcurve  dieses  simultanen  Systems  der  Gleichung  (37) 
genügt;  folglich  sind  die  cx>^  Integralcurven  des  Syste^m  (38),  als  Ele- 
mentmannigfaltigJceitm  aufgefasst,  Element- M^  der  Gleichung  (37). 

Greift  man  unter  den  cx>^  Integralcurven  von  (38)  nach  irgend 
einem  analytischen  Gesetz  oo^  verschiedene  heraus,  so  genügen  offenbar 
auch  alle  Elemente  der  von  diesen  oo^  Curven  gebildeten  Fläche 
wiederum  der  Gleichung  (37);  die  betreffende  Fläche  ist  daher  eine 
Element-ilf)  der  Gleichung  (37). 

Das  stimmt  mit  dem  von  Lagrange  herrührenden  Satze,  dass  jede 
Fläche,  welche  von  oo^  Integralcurven  des  Systems  (38)  erzeugt  ist, 
eine  Integralfläche  der  partiellen  Difi'erentialgleichung  (37)  ist.  Es 
wäre  jetzt  leicht  noch  den  ebenfalls  von  Lagrange  herrührenden  Satz 
zu  beweisen,  dass  man  in  dieser  Weise  alle  Integralflächen  von  (37) 
flndet;  doch  wollen  wir  darauf  nicht  näher  eingehen. 

Wir  haben  gesehen,  dass  es  unter  den  Element -Jlf2  einer  lineareu 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  (37)  immer  oo*  solche 
giebt,  die  als  Punktgebilde  betrachtet  Curven  sind;  es  sind  das  ja  die 
oo*  Integralcurven  des  simultanen  Systems  (38).*) 


♦)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1871;  Göttinger  Nach- 
richten 1872;  Math.  Ann.  Bd.  V. 
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Ist  umgekehrt  eiue  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
so  beschaffen,  dass  es  unter  ihren  Element- Jf^  cx>*  Curven  giebt,  welche 
den  ganzen  Raum  erfüllen,  so  ist  diese  Differentialgleichung,  wie  man 
sich  leicht  überzeugt,  eine  lineare.  Das  Vorhandensein  von  oo*  der- 
artigen Element -üfj,  ist  also  für  die  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  charakteristisch. 

Nach  LagrangeB  Auffassung  gilt  eine  Gleichung  von  der  Form: 

F(x,  y,  z,  p,  q)  =  0 

nur  dann  als  eine  Differentialgleichung,  wenn  sie  wenigstens  eine  der 
beiden  Grössen:  p,  q  enthält. 

Von  dem  Standpunkte  aus,  den  wir  hier  eingenommen  haben, 
erscheinen  die  von  p  und  q  freien  Gleichungen  mit  den  andern,  welche 
wenigstens  eine  der  beiden  Grössen  p,  q  enthalten,  vollkommen  gleich- 
berechtigt. Denn  auch  jede  Gleichung  von  der  Form:  F{x,  y,  0)  =  O 
bestimmt  unter  den  oo^  Elementen  des  Raumes  eine  Schaar  von  cx)^, 
nämlich  die  Schaar  aller  Elemente,  deren  Punkte  auf  der  Fläche: 
F{Xy  tf,  z)=0  liegen.  Aber  allerdings  sind  die  Gleichungen  von  der 
Form:  F(x,  y,  z)  =  0  insofern  ausgezeichnet,  als  man  für  jede  solche 
Gleichung  ohne  Weiteres  alle  ihre  Element- Jtfg  angeben  kann.  Eine 
Element-Jlfj  der  Gleichung  F{Xy  y,  z)  =  0  ist  nämlich  erstens  die 
Fläche:  F(Xy  y,  z)  =  0,  zweitens  jeder  Punkt  auf  dieser  Fläche  und 
drittens  jede  Curve  dieser  Fläche.  Es  leuchtet  ein,  dass  damit  alle 
Element- ilf^  der  Gleichung  F{x,  y,  z)  =  0  angegeben  sind. 

Endlich  noch   einige  Bemerkungen  über  Systeme  von  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  im  gewöhnlichen  Räume. 
Ist  ein  zweigliedriges  Gleichungensystem  von  der  Form: 

(39)  F^{x,  y,  z,  i>,  q)  =  0,      F^{x,  y,  z,  p,  q)  =  0 

vorgelegt,  so  sind  drei  Fälle  möglich:  entweder  ist  das  Gleichungen- 
system nach  p  und  q  auflösbar  oder  es  ist  zwar  nicht  danach  auf- 
lösbar, aber  es  enthält  doch  wenigstens  eine  der  beiden  Grössen  p,  (/, 
oder  endlich  es  ist  überhaupt  von  p  und  q  frei. 

Betrachten  wir  zunächst  den  ersten  Fall  und  denken  wir  uns  die 
Auflösung  nach  p  und  q  ausgeführt: 

(40)  p  =  n{x,  y,  z),        q  =  K{x,  y,  z). 

Diese  Gleichungen  definiren  cx)^  Flächenelemente,  unter  denen  jedem 
Punkte  eines  zugeordnet  ist.  Wenn  nun  die  totale  Differential- 
gleichung: 

(41)  dz  —  Ildx  —  Kdy  =  0 
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uubeschränkt  integrabel  ist,   so  besteht  eine  Identität  von  der  Form: 

ds  —  II dx  —  Kdij  ^  q(x,  y,  s)  .  d(p{Xj  ij,  z) 

und  die  Elemente  einer  jeden  der  oo^  Flächen:  q){x,  y,  ss)  =  const.  er- 
füllen die  beiden  Gleichungen  (40);  anders  ausgesprochen:  die  oo'  Ele- 
mente, welche  durch  das  Gleichungensystem  (40)  bestimmt  sind,  ordnen 
sich  zu  cx>^  Element-Jlfjj  zusammen.  Wenn  dagegen  die  totale  DiflFe- 
rentialgleichung  (41)  nicht  unbeschränkt  integrabel  ist,  so  lassen  sich 
die  besprochenen  oo^  Elemente  nicht  zu  oo^  Element-Jlfg  zusammen- 
ordnen. 

Wir  kommen  jetzt  zum  jsweiten  Fall,  in  welchem  das  Gleichungen- 
system (30)  sich  auf  die  Form: 

(42)  0(x,  y,  z)  =  0,       Sl(x,  y,  z,  p,  q)  =  0 

bringen  lässt^  wo  das  Sl  jedenfalls  eine  der  beiden  Grössen  p,  q  ent- 
hält. Die  Gleichungen  (42)  definiren  c»^  Elemente,  deren  Punkte  die 
Fläche:  0  =  0  erfüllen  und  zwar  gehen  durch  jeden  Punkt  der  Fläche 
oo^  derartige  Elemente.  Bilden  nun  die  Ebenen  dieser  oo^  Elemente 
jedesmal  ein  Büschel,  dessen  Axe  die  Fläche:  0  =  0  berührt,  so  giebt 
es  auf  der  Fläche:  O  =  0  oo*  Curven,  welche  in  jedem  ihrer  Punkte 
die  Axe  des  zu  dem  Punkte  gehörigen  Büschels  von  Elementen  zur 
Tangente  haben.  Die  so  definirten  cx>  *  Curven  sind  dann  cx>^  Element -Jlfj, 
deren  Elemente  die  beiden  Gleichungen  (42)  erfüllen;  zugleich  ist  offen- 
bar die  Fläche:  0  =  0  selbst  eine  Element- J/g  von  dieser  Beschaffen- 
heit. Umgekehrt:  wenn  die  cx)^  durch  (42)  definirten  Elemente  siclj 
zu  oo^  Element-ilfj  zusammenordnen,  so  sind  diese  Element-itf,  noth- 
wendig  Curven,  welche  auf  der  Fläche  0  =  0  liegen,  und  es  ordnen 
sich  in  Folge  dessen  die  oo^  besprochenen  Elemente  in  cx>^  Büschel, 
deren  Axen  die  Fläche:  0  =  0  berühren. 

Uebrig  bleibt  der  dritte  Fall,  in  welchem  das  Gleichungensystem  (39) 
p  und  q  gar  nicht  enthält  und  daher  die  Form  besitzt: 

(43)  F, (x,  y,  z)  =  0,      F,{x,  y,  z)  =  0. 

Die  cx>^  Elemente,  welche  durch  diese  Gleichungen  bestimmt  sind,  lassen 
sich  auch  definiren  als  diejenigen  cx>^  Elemente,  deren  Punkte  auf  der 
Curve:  F^  =  0,  2^2  =  0  liegen.  Sie  ordnen  sich  immer  in  oo^  Ele- 
ment-Jfg  zusammen,  nämlich  die  oo^  Punkte  dieser  Curve  sind  sämmt- 
lich  Element- JSfg,  welche  den  Gleichungen  (43)  genügen;  eine  solche 
Element -Jlfjj  ist  übrigens  auch  die  Curve:  F^  =0,  F^  =  0  selbst 
Endlich  bestimmt  ein  dreigliedriges  Gleichungen^ystem  von  der  Form : 

J\i:^j  Ih  Zj  P,  (l)  =  0,      F^{x,  y,  z,  p,  q)  =  0,      ^3(0;,  j/,  z,  p,q)  =  0 

gerade  00^  Elemente,  welche  natürlich  nur  bei  besonderer  Beschaffen- 
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heit  der  Functionen  F^^  t\j  F^  eine  Element- Jlfjj  bilden.  Diese  Ele- 
ment ilfa  ist  dann  entweder  eine  Fläche,  oder  eine  Curve  oder  ein  Punkt. 

§  19. 
Die  Gleichungen: 

(44)     x^  =  X{x,  y,  0,  p,  q),     tji  =  y,     ^1  ==  Z,    p^  =-  r,    qi  =-  Q 

mögen  eine  Berührungstransformation  darstellen. 

Verstehen  wir  unter  «,  6,  c  irgend  welche  Constanten,  so  bestimmen 
die  Gleichungen: 

X(x,  y,  z,  p,  q)  =  a,       r  =  fo,       Z  =  c, 

diejenigen  c»^  Flächenelemente,  welche  bei  der  Berührungstransformation 
(44)  in  die  cx)-  Elemente  des  Punktes:  Xi  =  a,  tfi  =  ^y  ^^  =  c  über- 
gehen (vgl.  S.  62  f.),  sie  bestimmen  also  die  cx)^  Elemente  einer  Ele- 
ment-Jtfg.     Damit  haben  wir  den 

Satz  10.    Ist: 

Xi  =  X(x,  ij,  z,  p,  q),      y^  =  r,      Ti  =  Z,      p^  ==  P,       7i  =  Q 

eine  Berährungstratisfarniatian  des  Raumes  x,  y,  Zy  so  stellt  das  Glci- 
chunffetisysteni: 

■X(^,  y,  ^,  j),  (/)  =  ö;        r=&,       Z=c 

stets  eine  Element-M^  dieses  Baumes  dar,  tvelche  festen  Wertlie  man  aueh 
den  a,  b,  c  ertlheilen  mag.  Diese  Element-M^  wird  von  der  Berührungs- 
transformation  in  den  Punkt:  x^  =  a,   yi  ==hj   z^  =  c  übergeführt. 

Hiermit  haben  wir  eine  bemerken swerthe  analytische  Darstellung 
für  die  oo*  Element -Mg,  welche  von  der  Berührungstransformation  (44) 
in  die  cx)^  Punkte  rr^,  y^,  z^  des  Raumes  übergeführt  werden.  Die 
betreffenden  cx)^  Element -Jlfj,  sind  als  Punktgebilde  entweder  Flächen 
oder  Curven  oder  Punkte,  je  nach  der  Zahl  der  unabhängigen  Relationen 
zwischen  x,  y,  z,  x^,  y^,  z^  allein,  welche  aus  den  Gleichungen:  x^  =  X, 
y^=  Y,   z^=^  Z  durch  Elimination  von  p  und  q  folgen. 

Wir  zeigen  später,  dass  man  stets  eine  Berührungstransformation 
erhält,  wenn  man  (x>^  Elcment-Jlfs  des  Raumes  x,  y,  z  nimmt,  deren 
Elemente  a;,  y,  z^  p,  q  keine  Relation  von  der  Form:  F(Xf  j/,  z,  p,  q)  =  0 
befriedigen,  und  wenn  man  diesen  cx)^  Element-iff^  die  oo^  Punkte 
x^f  y^y  z^  des  Raumes  nach  irgend  einem  analytischen  Gesetze  derart 
zuordnet,  dass  jeder  Element-Jlfg  ein  Punkt  und  jedem  Punkte  eine 
Element-Jlfg  entspricht.  Es  giebt  dann  immer  eine  und  nur  eine  Be- 
rührungstransformation, welche  jede  der  gewählten  oo^  Element- Jlfg 
in  den  zugeordneten  Punkt  überführt. 

Den  Beweis  hierfür  werden  wir  später  bringen,  ebenso  die  Ableitung 
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gewisser  DiflFerentialgleichungen,  durch  welche  die  Functionen  X,  F,  Z, 
P,  Q  in  einer  beliebigen  Berührungstransformation  (44)  verknüpft  sind. 

§20. 

Hier  mögen  noch  einige  interessante  specielle  Theorien  angedeutet 
werden.*)     Dieselben  werden  aber  in  den  folgenden  Kapiteln  nicht  benutzt. 

Geht  bei  einer  Berühningstransformation  eine  bestimmte  Fläche  F 
wieder  in  eine  Fläche  JF\  über,  so  entspricht  jedem  Punkte  von  F  ein  be- 
stimmter Punkt  von  F^^  jeder  Curve  auf  F  entspricht  also  eine  Curve  auf  F^. 
Man  kann  daher  zum  Beispiel  nach  allen  Berührungstransformationen  fragen, 
bei  welchen  den  Haupttangentencurven  einer  Fläche  stets  die  Haupttangenten- 
curven  der  transformirten  Fläche  entsprechen. 

Bei  einer  Berührungstransformation  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
geht  jede  Gerade  g,  welche  auf  einer  Fläche  F  liegt,  in  eine  gewisse  Ele- 
ment-ilfg  ffi  über,  welche  die  transformirte  Fläche  F^  längs  einer  Haupt- 
tangentencurve  berührt.  Hieraus  lässt  sich  schliessen:  wenn  g^  eine  ganz 
beliebige  Fläche  (P^  längs  irgend  einer  Curve  berührt,  so  ist  diese  Curve 
eine  Haupttangentencurve  der  Fläche  O^.  Folglich  sind  die  g^  als  Punkt- 
mannigfaltigkeiten entweder  Ebenen  oder  gerade  Linien;  da  aber  den  cx>^ 
Geraden  g  cx)^  verschiedene  g^  entsprechen  müssen,  können  es  nur  gerade 
Linien  sein. 

Die  gesuchten  Berühmngstransformationen  führen  also  Gerade  in  Ge- 
rade über,  und  zwar  Gerade,  die  sich  schneiden,  das  heisst,  die  ein  Element 
gemein  haben,  in  ebensolche.  Nun  hat  jede  Ebene  mit  cx)'  verschiedenen 
Geraden  je  cx>^  Elemente  gemein,  ebenso  jeder  Punkt;  ausser  den  Ebeuen 
und  den  Punkten  aber  giebt  es  keine  Element -iKf^  von  dieser  Beschaffenheit. 
Folglich  verwandeln  die  gesuchten  Berührungstransformationen  entweder  die 
Punkte  in  Punkte  und  die  Ebenen  in  Ebenen  oder  die  Punkte  in  Ebenen 
und  die  Ebenen  in  die  Punkte,  kurz  wir  erhalten  blos  die  projectiven  und 
die  dualistischen  Transformationen: 

Satz  11.  Ordnet  eine  Berührungstrans forniation  d4s  Baumes  x,  y,  e  den 
Haupttangentencurven  einer  jeden  Flüche,  welche  sie  wieder  in  eine  Fläche 
verwandelt^  stets  die  Haupttangentencurven  der  transformirten  Fläclie  ßu,  so 
ist  sie  entweder  eine  prajedive  oder  eine  dualistische  Transformation  dieses 
Baumes**) 

Man  kann  weiter  nach  allen  Berührungstransformationen  fragen,  bei 
welchen  Krülnmungslinien  in  Krünunungslinien  übergehen. 


*)  Vgl.  Lie,  Ovar  en  Classe  geometriske  Transfonnationer ,  Verhandlungen 
der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1871  und  üeber  Complexe  insbesondere  Linien-  und 
Kugel-Complexe,  Math.  Ann.  Bd.  V.  Diese  Abhandlungen  enthalten  eine  eingehende 
wenn  auch  kurzgefasste  geometrische  Theorie  der  Beruhrungstransformationen  des 
Raumes;  unter  Anderem  entwickeln  sie  die  Haupteigenschaften  einer  merkwürdigen 
Berührungstransformation,  welche  gerade  Linien  in  Kugeln  verwandelt.  Diese 
Transformation  und  die  Panc(;2e^8che  Transformation  durch  reciproke  Polaren  sind 
die  wichtigsten  Berührungstransformationen  des  Baumes. 

••)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1871,  S.  107. 
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Zur  Beantwortung  dieser  Frage  beachte  man,  dass  anf  den  Kugeln 
jede  Curve  Erümmungslinie  ist,  und  dass  die  Kugeln  abgesehen  von  den 
Integralflachen  der  Differentialgleichung: 


• + m+ (I) = " 


die  einzigen  Flächen  sind,  welche  diese  Eigenschaft  besitzen.  Da  es  nun 
keine  Curve  giebt,  welche  auf  allen  durch  sie  gehenden  Flächen  Krümmungs- 
linie ist,  und  da  andererseits  die  oo^  Kugeln  des  Eaumes  keine  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  befriedigen,  so  kann  man  schliessen^ 
dass  die  gesuchten  Berührungstransformationen  jede  Kugel  in  eine  Kugel 
überführen. 

Wählt  man  die  Mittelpunktscoordinaten  a^  ß^  y  und  den  Halbmesser  r 
als  Bestimmungsstücke  einer  Kugel  und  sind  a^,  ß^y  y^,  r^  die  Bestimmungs- 
stücke derjenigen  Kugel,  in  welche  die  Kugel  a,  /3,  y^  r  bei  einer  der  ge- 
suchten Berührungstransformationen  übergeht,  so  bestehen  Gleichungen  von 
der  Form: 

^,  =B(«,  ß,  y,  r), 
Yi  =-^(«,  /3,  y,  r), 
n  =^(«,  ß,  yi  0- 

Da  ausserdem  beliebige  also  auch  unendlich  benachbarte  Kugeln,  welche  sich 
berühren,  in  Kugeln  von  derselben  Beschaffenheit  übergehen  sollen,  so  muss 
eine  Bedingungsgleichung  von  der  Form: 

^«1*  +  <ißi^  +  ^yi   —  dr^  =  K«,  ß.  7.  r)  .  {da^  +  dß'^  +  dy^  —  df^) 

erfüllt  sein. 

Hieraus  kann  man  die  gesuchten  Berührungstransformationen  ohne 
Schwierigkeit  bestimmen,  doch  unterlassen  wir  die  weitere  Ausführung. 

Endlich  kann  man  alle  Berührimgstransformationen  suchen,  welche 
Haupttangentencurven  in  Krümmungslinien  verwandet. 

üeber  diese  Transformationen  möge  hier  nur  bemerkt  werden,  dass  sie 
die  geraden  Linien  des  Baumes  in  die  Kugeln  überführen.  Man  erkennt 
das  sehr  leicht. 


Kapitel  4. 

Verallgexneinerang  des  Problems  der  Integration  einer  partiellen 

Differentialglelohiing  erster  Ordnung. 

Als  wir  von  der  Ebene  x,  y  zum  Räume  x,  y,  z  übergingen,  er- 
hielten wir  an  Stelle  der  Pfaffschen  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0  die 
allgemeinere:  dz  — pdx  —  qdy  =  0.  Wir  gehen  jetzt  noch  weiter  und 
betrachten  bei  beliebigem  n  die  PfafTsche  Gleichung: 

(1)  dz  —  p^dx^  — Pnfl^n  =  ^. 
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§21. 

Die  erste  Aufgabe,  welche  wir  uns  stellen,  ist  die,  in  den  2n  -f-  1 
Veränderlichen:  z,  x^  •  '  •  x„,  Pi  *  -  - Pn  alle  Gleichungensysteme  zu  be- 
stimmen, welche  die  l*faffsche  Gleichung  (1)  erfüllen. 

Wird  die  Pfaffsche  Gleichung  dz  — -  Pidx^  —  ...  —  p^dXn  =  0 
von  dem  Gleichungensysteme: 

(A)  W,{z,  x,"X,,p,^'  -p^)  =  0,     TT,  =  0  ,  . . . 
erfüllt,  so  besteht  sie  vermöge  der  vereinigten  Gleichungen: 

(B)  W,  =  0,   W.,  =  0,  . . .,  d  FFi  =  0,  dW^  =  0,  . .  .. 

Möglich  ist  das  nur,  wenn  aus  (A)  mindestens  eine  Relation  zwischen 
ZyX^'"Xn  allein  folgt,  denn  die  Coefficienten  der  Pfaffschen  Gleichung  (1) 
können  ja  nicht  sämmtlich  vermöge  (A)  verschwinden  (vgl.  S.  42  f.). 
Nehmen  wir  daher  an,  dass  aus  (A)  gerade  (/  +  1  unabhängige  Re- 
lationen : 

(2)  5^l(^,    X^'  •'Xn)=Oy    "  ■    ^^l{z,    X^-"Xn)  =  0 

zwischen  z,  x^-  -  -  Xn  allein  folgen. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  umfasst  (A)  nach  S.  42  ausser  den 
Gleichungen  (2)  jedenfalls  noch  alle  die,  welche  aus: 


(3) 


(/  =  1  •  •  •  n) 

durch  Fortschaflfung  von  A,  •  •  •  A,^_f  i  entstehen.  Ferner  ist  das  Gleichungen- 
system: i\{ZjX)  =  Oy  •••  i>\^i(ZyX^  =  Q  nothwendig  nach  »  und  q  von 
den  X  auflösbar.  Enthielte  es  nämlich  z  gar  nicht  oder  nur  formell,  wäre 
es  also  mit  einem  von  z  freien  Systeme: 

Oiipc^  •  •  •  a:„)  =  0,  •  •  •  0^i{x^  .  .  .  rTn)  =  0 

äquivalent,  so  würden  die  Gleichungen  (^B)  zwischen  den  Grossen: 
Zj  Xi' ' '  Xn,  Pi  ' ' '  Pn  und  den  Differentialen:  dz,  dx^  •  •  •  dXn  keine 
weiteren  Relationen  liefern  als  die  Gleichungen  (A)  und  die  Differential- 
gleichungen: dOi  =  0  •  •  •  dOg^i  =  0.  Diese  Relationen  aber  sind  von  diF 
frei  und  werden  durch  die  Substitution  Wi  =  OydXx=0  bei  beliebigem  rfjer 

erfüllt,  was  mit  der  Pfaffschen  Gleichung:  dz  — p^dXi Pndx^  «=»  O 

nicht  der  Fall  ist 

Es  sei  nun  andrerseits: 

(2')  Sl^iz,  a;i  •  •  •  a:«)  =  0,  •  •  -  il^i{s,  x,  •  •  •  .r„)  =  (.) 
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ein  beliebiges  (g  +  l)-gliedriges  Gleichungensystem,  welches  nach  » 
und  q  von  den  rr,  also  etwa  nach:  z^  .r^  •  •  •  Xq  auflösbar  ist,  so  dass 
die  Determinante: 

nicht  vermöge  (2')  verschwindet.  Wir  denken  uns  (2')  wirklich  nach 
^,  x^'  '  •  Xq  aufgelöst  und  tragen  die  gefundenen  Werthe  in  die  w  +  1 
Gleichungen: 


(3') 


^x  a/  +  •  •  •  +  ^'^+^  -dz    ^  ^ 

(l  r=  1  .  .  •  n) 


ein;  dann  werden  die  (/  +  1  ersten  der  so  erhaltenen  Gleichungen  nach 
A^  •  •  A54.1  auflösbar  sein,  und  zwar  werden  sie  Aj  •  •  •  A^i  als  Functionen 
von:  Xt^i'  * '  Xnj  P\'''l\  bestimmen.  Endlich  setzen  wir  die  ge- 
fundenen Werthe  von  Aj  •  •  •  X,^^i  in  die  n  —  q  letzten  der  Glei- 
chungen (3')  ein  und  bekommen  auf  diese  Weise  auch  noch  Ausdrücke 
f ür  jp,_(.i  •  •  •  Pn ,  so  dass  die  Gleichungen  (2')  (3')  nach  z^  x^  -  '  -  Xq, 
A,  •  •  •  A^i,  pq^i  '  •  'Pn  aufgelöst  erscheinen.  Hieraus  folgt,  dass  die 
Gleichungen  (2')  (3')  mit  einander  verträglich  sind;  sie  liefern  also 
(vgl.  S.  43)  bei  Fortschaffung  der  A  ein  Gleichungensystem,  welches 
die  Pfaffsche  Gleichung:  ds — p^^dx^  —  -  •  -  —  PndXn  =  0  befriedigt; 
zugleich  ist  klar,  dass  dieses  durch  Fortschaffung  der  A  entstehende 
Gleichungensystem  gerade  {n  +  l)-gliedrig  sein  muss,  es  ist  ja  nach 
ßy  a?!  •  •  •  Xq,  pq^i ' '  '  Ph  auflösbar. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  ohne  Weiteres  alle  Glei- 
chungensysteme angeben,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  p^dXi  —  ...  —  pndXn  =  0 
erfüllen. 

Soll  ein  Gleichungensystem  unsre  Pfaffsche  Gleichung  erfüllen,  so 

muss  es  jedenfalls  eine  gewisse  Anzahl,  etwa  gerade  (?  +  1  unabhängige 

Relationen: 

zwischen  z,  x^  *  >  *  Xn  allein  liefern.  Dabei  kann  die  Zahl  q  einen  jeden 
der  n  +  1  Werthe:  0,  1,  2  •  •  •  w  haben  und  die  Functionen  Sl^  -  •  -Slg^i 
sind  keiner  anderen  Beschränkung  unterworfen,  als  dass  (2)  nach  ss 
und  nach  q  von  den  x  auflösbar  sein  muss.    Ausser  den  Gleichungen  (2) 
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umfasst  das  betreffende  Gleichungeusysteiu  jedenfalls  uocli  die  n  —  q 
unabhängigen  Gleichungen: 

(4)        U^{fijX^--Xn,Pi--pn)  =  0,    ...     Un^{z,    X,'-'Xn,  Pr-Pn)  =  0, 

welche  aus  (3)  durch  Fortschaffung  von  A^  •  •  •  X^i  entstehen. 

Durch  Zusammenfassung  von  (2)  und  (4)  erhält  man  ein  (n-|-  1)- 
gliedriges  Gleichungensystem^  welches  die  Pfaffsche  Gleichung: 

äz  —  p^dx^  —  ...—.  p^dXn  =  0 

befriedigt  und  zwar  offenbar  das  einzige  (w  +  l)-gliedrige  Gleichungen- 
system dieser  Art;  welches  zwischen  z^  x^  -  -  *  Xn  allein  blos  die  Glei- 
chungen (2)  liefert. 

Es  ist  ferner  klar,  dass  jedes  Gleichungensystem,  welches  (2)  und  (4) 
umfasst;  unsre  Pfaffsche  Gleichung  ebenfalls  befriedigt.  Da  andrerseits 
alle  GleichungensystemC;  welche  diese  letztere  Eigenschaft  besitzen  und 
welche  zwischen  g^  x^  -  *  -  Xn  allein  nur  die  Relationen  (2)  liefern;  noih- 
wendig  (2)  und  (4)  umfassen  müssen,  so  sehen  wir;  dass  wir  alle  der- 
artigen Gleichungensysteme  erhalten,  wenn  wir  zu  (2)  und  (4)  ent- 
weder 0  oder  1,  oder  2;  •  •  •  oder  »  —  1  Relationen  zwischen;  z,Xi  —  x«, 
Pi  • ' '  Pn  hinzufügen.  Diese  Relationen  sind  ganz  beliebig;  nur  müssen 
sie  unter  einander  und  mit  (2)  und  (4)  verträglich  sein  und  dürfen 
mit  (4)  zusammengenommen  keine  von  (2)  unabhängige  Relation 
zwischen  z,  x^-  -  -  Xn  allein  ergeben. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  1.  Will  man  in  den  2n  -{-  1  Veränderlichen  z^  x^  -  -  •  x^y 
Pi    ' '  Pn  (Me  Gleichungensysteme  bestimmen,  welche  die  Pfa/fscJie  Gleichung: 

(1)  dz  —  PidXi  —  ...  —  pndxn  =  0 

befriedigen,  so  hat  man  folgendermassen  zu  verfahren:  Unter  q  verstehe 
man  eine  beliebige  der  Zahlen  0,  \  -  -  -  n  und  unter  Ä^  •  •  •  Ä^-^i  irgend 
^  + 1  soldie  Functiofien  von  z,  x^-  -  *  Xn  allein,  dass  die  Gleichungen: 

(2)  i\{z,    Xj^"  •  Xn)  =  0,    ...    ^q^l(Zy    Xi'  •  •  Xn)  =  0 

nach  z  und  nach  q  von  den  x  auflösbar  sind.  Dann  findet  man  zunächst 
das  allgemeinste  (n  -f~  lygliedrige  Gletchwigensystem  von  der  verlangten 
Beschaffenheit,  indem  man  zu  (2)  di^enigen  GUidmngen  hinzufügt,  welche  aus: 


(3) 


aß, 

^  dz     ' 

.  +  >l,+.    gf  -1-0 

aß, 

•+'1'+^  4'"+^'=^ 

(i  =  1 . . .  n) 

%g   von  k^  • 

•  •  kq^i   entstehen.     Alle   übrigen  gesuchten 

Gleichungensystetne  ergeben  sich,  wenn  man  zu  dem  gefundenen  (w  +  0" 


(2    ) 
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gliedrigen  Gleichungensysteme  in  allgemeinster  Weise  solche  Relationen 
ztaischen  e,  x^  "  -  Xn,  Pi  *  *  -  Pn  hinzußigt,  welche  sowohl  unter  einander  als 
mit  dem  (n  +  lygliedrigen  Systeme  verträglich  sind  und  welche  mit  diesem 
letzteren  zusammen  keine  von  (2)  unabhängige  Relation  zunschen  z,  x^  -  -  -  x„ 
allein  liefern. 

Zu  einer  expliciteren  Form  der  besprochenen  Gleichungensysteme 
gelangen  wir,  wenn  wir  die  Gleichungen  (2)  in  aufgelöster  Form  zu 
Grunde  legen. 

Da  <J2i  •  •  •  ^9+1  nicht  sämmtlich  von  z  frei  sind,  so  lässt  sich  das 
Gleichungensystem:  Äi  =  0,  •  •  •  .^5+1  =  0  immer  auf  die  Form  bringen: 

WO  «!•••«»  eine  gewisse  Reihenfolge  der  Zahlen  1  •  •  •  «  bezeichnet. 
Bei  Benutzung  von  (2")  erscheinen  die  Gleichungen  (2),  (4)  in  der  Gestalt: 

iZ  —  f=  0,  Xa,—h=0,    '"    Xa^  —  /;  =  0 

(       Pi  -  a^^.  +P<'^3a.  +  •  '  '+P%di  =  ^ 

Demnach  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Satz  2.  Erfüllt  ein  Gleichungensystem  in  den  Veränderlichen  z,x^"'  x,,, 
Pi'  "Pn  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  p^dx^ PndXn  =  0, 

so  liefert  es  mindestens  eine  Relation  zunschen  Zj  x^  -  >  -  Xn  allein.  Liefert 
es  gerade  2  +  1  unabhängige  Relationen  dieser  Art,  so  kann  man  die- 
selben stets  nach  z  und  q  von  den  x  auflösen: 

(2")  Z  —  f{Xa^,  •  .  .  Xa^)  =  0,  Xa.  -  f,(Xa^_^^  '  •  ■  X^^)  =  0 

(1  =  1.   .  .  q). 

Das  Gleichungensystem  lässt  sich  dann  entweder  auf  die  Fo?'m: 


Z  —  /•=  0,  Xa,  —  /i  =  0,    ...    X„—f.  =  0 


(4') 


2 


Pi-Mr+  P<"  H  +  ---+  P-..  --  =  0 


bringen y  wo  /",  /l  •  •  •  fq  beliebige  Functionen  ihrer  Argumente  bezeichnen, 
oder  es  enthält  ausser  den  Relationen  (4')  noch  gewisse  weitere  Relationen 
zwischen  z,  x^-  •  -  Xn,  Pi  -  *  •  Pn,  welche  vollkommen  beliebig  sind,  nur 
dass  sie  mit  einander  und  mit  (4')  verträglich  sein  müssen  und  dass 
sie  zusammen  mit  (4')  keine  von  (2")  unabliängigen  Rclaticnien  zwischen 
z,  Xi  •  •  •  Xn  allein  ergeben  dürfen. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    U.  {\ 
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Die  Gleichungen  (4')  lassen  sich  in  einer  eleganten  Form  schreiben. 
Beachtet  man  nämlich^  dass  aus  (4')  die  Gleichung  folgt: 


^  "~  ^UiPoi  ^CiJPwa 


^"qP"q 


f  —  P<Jl Pajq 


und    bezeichnet    man    die    rechte    Seite    dieser    Gleichung    kurz    mit: 
^^(^«9+1  •  '  •  ^ff„>  P('i  ' '  'P^f,)f  so  erhält  (4')  die  Gestalt: 


(r>) 


dW 


W^(^«,+i---a:.„,  Par"Pa,) 


oc».  =  — 


•     •     • 


p» 


rir 


_  __  6jr 


7+1 


Ox 


''y+i 


n 


Das  Gleichungensystem  (5)  befriedigt  demnach  die  Pfaffsche  Glei- 
chung (1),  wenn  W  eine  solche  Function  von  Xa  ^i*"Xa^y  Pa^'-Pa  ist, 
in  welcher  pa, '  *  -  Pu    nur  linear  vorkommen.    Bemerkenswerth  ist  nun, 

dass  diese  Eigenschaft  des  Gleichungensystems  (5)  auch  dann  noch 
erhalten  bleibt,  wenn  W  eine  ganz  beliebige  Function  seiner  Argumente 
bezeichnet.     In  der  That,  wir  erhalten  aus  (5)   durch  Diflferentiation: 

dS  —  p,c,dXa, —  Pa,dXa^  =  d  W '\-  Xa.dpa,   + h  X^^dpa^ 


=  dW 


dp.^^  — 


-. ap,t . 


Andererseits  aber  wird: 


P-q^l^^a^l   H VP-n'^^-n  = 


dXu„_,,  H r  Q  ■    dXa  , 


«9+1 


«. 


also,  wenn  wir  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  abziehen: 
dz  —  p^dx^  —  •  •  •  —  PndXn  =  d  W  —  dW  =  0, 

womit  unsere  Behauptung  bewiesen  ist. 

Demnach  können  wir  den  Satz  2,  S.  81  folgendermassen  erweitem: 

Theorem  9.     Versteht  man  in  den  Gleichungen: 

d\V  rW 


(5) 


•i^'O 


Xa.    


P»o-^\  —  ; 


dW 


Xtf     — 


7 


'9+1 


rx 


«5+1 


u 


n 


unter  q  irgend  eine  der  Zahlen  0,  1,  2  •  •  •  n,  unter  a^,  a^  •  •  •  a, 
irgend  eine  Reihenfolge  der  n  Zahlen  1,  2  -  -  n,  endlich  unter  W 
eine  beliebige  Function  seiner  Argumente,  so  befriedigt  das 
(n-^-Vj-gliedrige  Gleichungensystem  (0)  in  den  Veränderlichen: 
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-?,  x^'"  x„,  Pi  ' '  'Pn  stets  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  — ihd^i  —  •  •  *  — Pnd.i'n  =  0. 

^uf  die  Form  (5)  lässt  sich  jedes  (n+i)-gliedrige  Gleichungen- 
^ystem  bringen,  welches  diese  Pfaffsche  Gleichung  erfüllt  und 
2war  kann  man  insbesondere  erreichen,  dass    W  eine  lineare 
Function  der  darin  vorkommenden  p  wird. 

Das  allgemeinste  Gleichungensystem,  tvelches  überhaupt  die 

Pfaffsche  Gleichung  befriedigt,  erhält  man,  tvenn  man  zu  (5) 

noch   0,  oder   1,   oder  2,     •  •   oder   n — 1   beliebige  unabhängige 

Jielationen  zwischen  ^a  _.  ^  •  •  •  Xa^,  Pa^  •  •  -  Pa^   allein  hinzufügt*) 

§  22. 

unter  den  Gleichungensystemen  in  z,  x^-  -  ^  x^^  p^-  •  '  Pw,   welche 

die  Pfaffsche  Gleichung:  dz—p^dx^  — PndXn  =  0  erfüllen,  giebt 

^s    inshesondere  solche,   welche  die  Gleichung  je?  =  0  umfassen.     Ist: 

z^O,       U,  =  0,       U,  =  0,  •'• 

ein   System  dieser  Art  und  sind  die  Functionen   ZJj,  ü^  •  -  -  sämmtlich 

▼on     jBf  frei,    was    sich  ja   immer   erreichen    lässt,    so    befriedigt   das 

Gleicliungensystem:   r/j=0,   Z72=0,  •••  augenscheinlich  die  PfaflFsche 

Gleicliung: 

yßj  PidXi  +  '  •  •  +  PndXn  =  0. 

"'^'^ftillt  umgekehrt  ein  von  z  freies  Gleichungensystem: 

>^i(i^\  •  •  •  ^«?  2h  '  •  'Pn)  =  0,     r^  =  0,  . . . 
le      I>faff8che   Gleichung:   p,f/;rj  +  •  •  • -j- p„rfa;„  =  (»,   so   genügt   das 

g  =  0,         K,  =  0,         F,  =  0,  •  .  • 

CJleichung:   dz  —  p^dx^  —  •  —  PndXn  =  0. 
Auf  Grund  dieser  Bemerkungen  ist  es   leicht,  alle  Gleichungen- 


r^    ^^nie  in    x^  -  •  -  Xn,  Pi'  -  'Pn    anzugeben,  welche  die  Pfaffsche  Glei- 
^^^g:  jy^dx^^  +  •  •  •  -]-  p„dxn  =  0    befriedigen. 
j  Liefert  ein  Gleichungensystem  dieser  Art  keine  Relation  zwischen 

X  allein,  so  umfasst  es  die  n  Gleichungen: 

Pi  ^^y  ...  p,^  =  0 
enthält  auch  keine  weiteren.    Liefert  es  andererseits  zwiscJien  x^-'-x,, 
in  gerade  q  iinabMngige  Relationen: 

^^  y  5>^  (x,-"  x„)  =  0,  .  •  .  Sl,(x,  .  . .  X,.)  =  0, 

♦)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  1874,  S.  201  und  207; 
^1.  auch  Math.  Ann.  Bd.  IX. 

6* 
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SO  umfasst  es  ausser  (7)  zugleich  noch  dk  n-q  unabhängigen  Gleichungen, 
welche  aus: 

(8).  A,-A  +  ---  +  >1,,;  =  ^.. 

/  I 

II  --=  1   .   ■   •  n) 

durch  Fortschaffung  der  l  entstehen.  Weitere  Gleicliungen  braucht  es  nicht 
zu  enthalten,  doch  Icann  es  welche  eniJialten;  die  sind  dann  vollkommen 
willkürlichj  nur  müssen  sie  unter  einander  und  mit  den  bisher  gefundetien 
Gleichungen  verträglich  sein  und  dürfen  mit  diesen  zusammen  keine  von: 
Äi  =  0,  •  •  ii.y  =  0  unabhängigen  Belationen  zwischen  x^-  -  -  x^  allein 
ergeben.  Es  liegt  endlich  auf  der  Hand,  dass  die  Form  des  q-gliedrigen 
Gleichungensystems:  £1^=0,  •  •  •  Sl.j  =  0  gar  Iciner  Beschränkung  unter- 
worfen ist. 

Bequem  ist  es  die  Gleichungen  (7)  in  aufgelöster  Form  zu  Grunde 
zu  legen.  Die  Darstellung,  welche  sich  auf  diese  Weise  für  die  in 
Rede  stehenden  Gleichungensysteme  ergiebt,  wollen  wir  in  einem  Satze 
mittheilen: 

Satz  3.  Befriedigt  ein  Gleichungensystem  in  den  2n  Veränderlidien 
Xi  ' '  •  x„f  Pi-  •  Pn  die  Pfaffsdie  Gleiclitoig:  2h^^i  +  •  •  •  -hPndXn  =  0 
und  liefert  es  zwischen  den  x  allein  gerade  q  unabJiängige  Itelationen: 

so  kann  es  entweder  die  Form  erhalfen: 


(9) 


",.  nr,. 

(l':=7+    1   •    •    •   n) 


wo  (pi  • '  •  q)q  beliebige  Functionen  ihrer  Argumente  bezeichnen,  oder  es  um- 
fasst ausser  den  Gleichungen  (9)  noch  gewisse  weitere  Belationen  zwischen 
Pu  •  '  '  Pa,j  ^ffn-i-i  •  • '  ^<'„  cdl^iYi;  diese  Belaiimien  sind  ganz  beliebig,  nur 
dürfen  sie  keine  Gleichung  zwischen  -^'a  .  ^  *  *  *  ^«^  dllein  ergebeti.*) 

Beschränkt  man  sich  daher  unter  den  Gleichungensystemen,  welche 
die  Pfaffsche  Gleichung:  2\dx\  +  •  •  •  -\-  PndXn  =  0  befriedigen,  auf  die 
w  -  gliedrigen,  so  erhält  man  abgesehen  von  dem  System:  jp^  =  0,  •  •  • 
p^  =z  0  nur  solche  Gleichungensysteme,  welche  blos  die  Verhältnisse 
der  Veränderlichen  Pi'  -  -  Pn  enthalten. 

*)  Handelte  es  sich  nur  darum  den  Satz  3  des  Textes  zu  beweisen,  so  wäre 
es  einfacher,  denselben  unabhängig  von  den  vorangehenden  Siitzen  dieses  Kapitels 
abzuleiten.     Vgl.  die  auf  S.  83  citirten  Abhandlungen. 
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Wir  sind  im  Vorstehenden  von  den  (n-f"l)-gliedrigen  Gleichungen- 
systemen in  jer,  x^*  -  •  Xn,  Pi  -  •  •  Pn  ausgegangen,  welche  die  Pfafifsche 
Gleichung:  dz  —  p^dx^  —  •  •  •  —  PndXn  =  0  befriedigen  und  haben 
daraus  die  n-gliedrigen  Gleichungensysteme  m  x^  -  •  -  Xny  Pi  -  -  *  Pn  her- 
geleitet, welche  die  Pfaflfsche  Gleichung:  p^dx^  -j-  . . .  j^  p^dXn  =  0 
erfüllen. 

Umgekehrt  lassen  sich  mm  aus  dm  (n'{-l)'gliedrigen  Gleichungen- 
Systemen  in  yi  •  --  «/«4-17  Qi  ' ' '  (/»+!>  welcfie  die  PfaffscJie  Gleichmg: 
q^dyy  +  •  •  •  +  qn-\-idyn-\-i  =  0  befriedigen ^  die  (n-^l)'gliedrigen  Glei- 
rhungensysteme  in:  z,  x^*  -  -  Xn,  Pi"  -  Pn  herstellen,  wddie  die  Pf  äff  sehe 
Gleichung:   dz  —  p^dx^  —  •  •  — PndXn  =  0   erfüllen. 

In  der  That,  wenn  wir  setzen: 

?/i  =  ^ij  •  •  •  yn  =  ^n,  y«+i  =  s 

80  verwandelt  sich  die  Pfaflfsche  Gleichung: 

(6')  Qidy^  H h  (/«+irf?/«+i  =  0 

in : 

(1)  dz  — Pidu\  —  •  •  —  PndXn  =  0. 

Zugleich  erhält  man  aus  jedem  («+ l)-gliedrigen  Gleichungensysteme 
in  j/i  •  •  •  y«4.i,  Qi'  ' '  Qn-\-ij  welches  (6')  befriedigt  und  welches  die  Glei- 
chung: ^„^-1  =  0  nicht  umfasst,  ein  (n-|-l)- gliedriges  Gleichungen- 
system in  z,  Xi  '  '  -  x„y  2h  '  * '  Pf»)  welches  (1)  befriedigt;  es  leuchtet 
überdies,  sogar  ohne  Rechnung  ein,  dass  man  auf  diese  Weise  jedes 
(m  +  1)  -  gliedrige  Gleichungensystem  erhält,  welches  (1)  erfüllt;  um 
dies  analytisch  zu  bestätigen,  braucht  man  nur  die  Formeln  (7)  und  (8) 
der  Seiten  83  und  84  auf  die  Pfaffsche  Gleichung: 

(hdyi  H h  qn^idyn-{-i  =  0 

anzuwenden,  in  den  erhaltenen  Formeln  die  (/,  y  durch  z,  x^  -'-x,,, 
Pi' ' '  Pn  zu  ersetzen  und  das  Ergebniss  mit  den  Formeln  des  Satzes  1, 
S.  80  zu  vergleichen. 

Es  erscheint  'wünschenswerth  die  eben  durchgeführten  analytischen 
Entwiclcelungen  durch  begriff licJie  Betrachtungen  in  eine  anschaulichere 
Form  zu  kleiden;  dabei  beschränken  wir  uns  hier  der  Einfachheit 
wegen  auf  den  Fall  n  =  2\  auf  den  Fall  eines  beliebigen  n  kommen 
wir  später  zurück. 

Deuten  wir  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Kapitel  3  die  Grössen 
z,  x^y  X2  als  rechtwinklige  Punktcoordinaten  im  gewöhnlichen  Räume, 
so  erscheinen  z,  x^  x^,  Pif  2^^  ^'^  Coordinaten  eines  Flächenelements 
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(früher  hiessen  diese  Coordinaten  z,  x,  y,  |>,  q).  Die  dreigliedrigen 
GleichaDgensjsteme  iu  z,  x^,  ^ij  Pu  Ptj  welche  die  PfaflFsche  Gleichung: 
dz^p^dx^  — p^dx^  =  0  befriedigen,  stellen  dann  die  Element- Jlfj  des 
Raumes:  z,  x^,  x^  dar. 

Beschränken  wir  uns  insbesondere  unter  den  eben  besprochenen 
dreigliedrigen  Gleichungensystemen  auf  diejenigen;  welche  die  Gleichung: 
£r  =  0  umfassen,  so  heisst  das:  wir  betrachten  blos  solche  Element- Jtf'j 
des  Raumes,  deren  Flächenelemente  die  Gleichung:  js?  =  0  erfUUen. 
Jede  derartige  Element -3/2  besteht  entweder  aus  allen  Elementen 
einer  in  der  Ebene  z  =  0  gelegenen  Curve: 

^  =  0,         q>{x^,  ^2)==<* 
oder  aus  allen  Elementen  eines  Punktes: 

z  =  0,  Xj  =  fli ,  x.^  =  a^ 
dieser  Ebene.  In  beiden  Fällen  ordnen  sich  die  cx)^  Flächenelemente 
der  betreffenden  Element- Jfg  ^^  ^^^  Schaaren  von  je  c»^;  denn  die 
Curve:  z  =  Q,  9(^1;  ^2)  ==  0  hesitzi  00^  Linieneleniente  und  durch  jedes 
dieser  00^  Linieiieletnenk  gehen  00'^  Flächenelemente  des  Baumes  z,  x^yX^] 
für  einen  Funkt:   z  =  0,  ^1  =  öfj,  x^  =  a.^  gilt  Entsprechendes. 

Wir  können  alles  das  so  ausdrücken:  Jede  Curve:  z=0,  q>{x^,  x^)^=»0 
und  jeder  Punkt:  z  =  Oj  a;i"=fli,  x^^=^a^  lässt  sich  entweder  als  eine 
Element -Jifg  des  Raumes  z,  x^,  x.^  oder  als  eine  Element- Jtf^  der 
Ebene:  z^=^  auffassen.  Im  ersten  Falle  sind  ^,  X1/X2,  pi,  p^  gewohn- 
liche Flüchenelementcoordinaten  des  Raumes  z,  x^j  X2\  im  zweiten  Falle 

sind  o^i,  x^j  -    Coordinaten  der  Linieneleraente  der  Ebene:  ^er  =  0. 

Jedenfalls  übersieht  man,  dass  man  durch  Bestimmung  aller  derjenigen 
Eletnent-M^  des  Baumes  z,  x^,  x^,  welche  die  Gleichung:  z  =  0  hefriedigen, 
zugleich  alle  Element- M^  der  Ebene  z  =>  0  erhält. 

Besonders  wichtig  ist  es,  dass  man  in  dieser  Weise  für  die 
Element- Jlfi  der  Ebene  z  =  0  eine  analytische  Darstellung  bekommt, 
bei  welcher  keine  im  Endlichen  gelegene  Element- M^  dieser  Ebene  aus- 
geschlossen bleibt;  bei  der  in  Kap.  1  entwickelten  Darstellung  für  die 
Element- Jl/i  der  Ebene  x,  y  blieben  ja  alle  zur  y-Axe  parallelen 
Geraden  ausgeschlossen,  obwohl  dieselben  ebensogut  wie  jede  andere 
Curve  der  Ebene  als  Element- 3/^  zu  betrachten  sind. 

Die  entsprechenden  Entwickelungen  für  beliebiges  n  siehe  S.  108  f. 

Die  Aufgabe,  eine  partielle  Differeutialgleichuug  erster  Ordnung: 

(10)  <j,(,^x,-.-x.„^^  ■■■ii)=i^ 
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zu  integrireD,  spricht  man  gewöhnlich  nach  iMgrange  so  aus:  es  sollen 
alle  Functionen  F{x^  •  •  •  Xn)  bestimmt  werden,  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  (10)  bei  der  Substitution  z  =  ^{^i  '  *  •  ^»)  identisch  be- 
friedigt wird. 

Setzen  wir,  wie  es  gebräuchlich  ist: 

^=Pi  0=1...«), 

so  erhält  (10)  die  Form: 

(10')  9{Z,    X^"'  Xn,    Ih-  '  Pn)  =  0 

und  das  Problem  der  Integration  von  (10)  kommt  darauf  hinaus,  in 
den  Veränderlichen  z,  x^  •  -  -  x„j  Pi  -  -  -  Pn  alle  Gleichungensysteme  von 
der  Form: 

(11)     ,-F{x,.-.x„)  =  0,       ,,,_||:  =  0,...i,,-||'-=0 

1  *» 

ZU  bestimmen,  welche  die  Gleichung  (10')  umfassen. 

Diese  Formulirung  des  Integrationsproblems  ist  blos  eine  Um- 
schreibung der  gewohnlichen*,  sie  ist  aber  insofern  von  Nutzen,  als 
sie  naturgemäss  dazu  führt,  das  Problem  der  Integration  einer  par- 
tiellen Diflferentialgleichung  erster  Ordnung  nur  als  besonderen  Fall 
eines  allgemeineren  Problems  zu  betrachten. 

Die  Gleichungensysteme  von  der  Form  (11)  befriedigen  nämlich 
die  Pfaflfsche  Gleichung:  dz  — Ih^^i  —  '  *  *  — PndXn  =  0;  sie  bilden 
aber  nach  §  21  unter  allen  Gleichungensystemen,  welche  diese  letztere 
Eigenschaft  besitzen,  nur  eine  besondere  Klasse.  Es  liegt  daher  nahe, 
das  Problem  der  Integration  von  (10)  durch  das  folgende  allgemeinere 
zu  ersetzen: 

Es  sollen  überhaupt  alle  {n'}-l)'gli€drigen  Gleichungensysteme: 

0l{Z,    Xi"-  Xnj  Pi-"Pn)  =  0,    ■  •  •    On+i{z,  S^i  -  •  Xny  Pi  "  '  Pn)  =-  0 

bestimmt  werdeti ,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung :  dz  —  p^  dx^  —  •  •  • 
— PndXn  =  0   erfüllen  und  welclte  dabei  die  Gleichung: 

(10')  (J>{Z,    Xi   •  •  .  Xn,    i>i   •  •  •  Pn)  =  0 

umfassett?^) 

Ist  dieses  Problem  gelöst,  so  hat  man  unter  den  gefundenen 
Gleichungensystemen  nur  noch  alle  die  auszuwählen,  welche  nur  eine 
Relation  zwischen  z,  x^-^x»  allein  liefern  und  demnach  die  Form  (11) 
erhalten  können.  Alsdann  ist  die  Integration  der  Differentialgleichung 
(10)  auch  im  Sinne  Lagratiges  geleistet. 

*)  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  October  1872;  vgl.  auch  die  Verhandlungen 
der  Grea.  d.  W.  zu  Chriatiania  für  1874,  sowie  Math.  Ann.  Bd.  IX. 
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Wenn  wir  auch  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  das  soeben  auf- 
gestellte allgemeine  Problem  nocb  nicht  erledigen,  so  bereiten  wir 
doch  seine  Erledigung  dadurch  vor,  dass  wir  eine  Reihe  von  wichtigen 
charakteristischen  Eigenschaften  derjenigen  (w  +  1)  -  gliedrigen  Glei- 
chungensysteme entwickeln,  welche  die  Pfaflfsche  Gleichung: 

dz  —l\(U\  —  •  •  —pad'in  =  0 
befriedigen. 

§  24. 
Wir  gehen  zunächst  noch  von  Gleichungensystemen  aus,  welche 
die  Form: 

(11)    z-F{x,---x„)  =  0,    j.,.-  ;^''=0,  •••j)„- 11^  =  0 

1  » 

erhalten  können. 

Umfasst  das  Gleichungensystem  (11)  die  Gleichung: 

so  ist  identisch: 

Diifereutiirt  man  diese  Identität  nach  ^r^  •  •  •  Xn,  so  erhält  man  natürlich 
wieder  Identitäten;  also  sieht  man,  dass  das  System  (11)  ausser  der 
Gleichung:   V=0   auch  noch  die  n  Gleichungen: 


"  --     -7-    •       r  .1    -wf 


CX^     *      CZ     (X.     '      ^^     Cl)yCX^.CX. 


1 

(r  s=  1  .  .  •  n) 

umfasst. 


Wir  wollen  nun,  wie  es  seit  Poisson  gebräuchlich  ist,  den  Ausdruck: 

mit  dem   Symbole  [qp^'J   bezeichnen;  dann  erhalten  die  linken  Seiten 
der  letzten  Gleichungen  die  Form: 

unter  den  gemachten  Voraussetzungen  bestehen  daher  die  n  Gleichungen: 

vermöge  (11). 

Andererseits  wird: 

was  ebenfalls   vermöge  (11)  verschwindet;  folglich  erhalten  wir  den 
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Satz  4.     Umfasst*)  ein  Gleichungetisystem  von  der  Form: 
(11)     z  —  F{Xi  .  . .  a:,.)  =  0,    ^j^  —  ^—  =  0,  •  •  •  j),  —  j-  =  0 


dx,         "'  ^''        fX 


n 


die  Gleichung:  V{z,  ^i  •  •  •  ^«j  l^i  •  •  - Pn)  =  0,  so  umfasst  es  auch  jede 
der  nachstehendeti  w  +  1  Gleichungen: 

\z-F,V\  =  0,   [p,-||,f]  =  o,  ...[p,_||>]  =  0. 

Es  ist  zweckmässig;  dieses  Ergebniss  in  einer  anderen  Form  aus- 
zusprechen. 

Der  Elammerausdruck  \Vf]  stellt  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation**) dar,  diejenige  nämlich,  welche  den  Veränderlichen  je?,  x^-'-x^ 
Pi"'Pn  die  unendlich  kleinen  Incremente: 

öz  =  ^r p.  g^-  ö t,     öx,  -=ljSt,     (J;>,  =  -  (1^  +  i,,  ',.1 ) d t 

1  \         '  - 

(i  =  1  •  •  •  r ) 

ertheilt.     Dass  die  Ausdrücke: 

oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Ausdrücke: 

IV., -Fl   [ r,,,- 14]... [r, ,.-!{] 

sämmtlich  vermöge  (11)  verschwinden,  kommt  daher  nach  S.  37f.  darauf 
hinaus,  dass  das  Gleichungensystem  (11)  die  infinitesimale  Trans- 
formation [V,  f]  gestattet.  Folglich  kann  Satz  4  auch  so  ausgedruckt 
werden: 

Satz  5.     Umfasst  das  Gleichungensystem: 

(11)  z-F(x,-..x„)==0,     _p._^Z  =  o,  •••i),-g  =  0 

die  Gleichung:  V{z,  x^  •  "X„,  2'i  •  •  •!>«)  =  0,  so  gestattet  es  die  infinitesi- 
male Transformation  [  V,  /']. 

Hieraus  ergiebt  sich  insbesondere,  dass  (11)  die  n-fl  infinitesi- 
malen Transformationen: 


*)  Der  wichtige  Satz  4  rührt,  wenn  auch  in  anderer  Form,  von  Cauchy  her. 
Es  ist  aber  za  beachten,  dass  Pfaff,  der  zuerst  die  partiellen  DifiPerentialgleichungen 
erster  Ordnung  in  beliebig  vielen  Veränderlichen  integrirte,  schon  früher  einen 
analogen,  wenn  auch  specielleren  Satz  aufgestellt  hatte. 

**)  Die  wichtige  Auffassung  des  Poiwonschen  Elammerausdrucks  als  des  Sym- 
boles  einer  infinitesimalen  Transformation  wurde  entwickelt  und  verwerthet  in  der 
Abhandlung:  Theorie  der  Transformationsgruppen  11,  von  Sophus  Lie;  Archiv  for 
Mathematik,  Christiania  1876;  vgl.  auch  Math.  Ann.  Bd.  VllI,  S.  239  und  S.  303. 


) 

L 

\. 

I 

; 
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gestattet.     Wirklich  verschwinden  die  Ausdrücke: 

*  sämmtlich  vermöge  (11). 

t'  Bemerkenswerth  ist  die  folgende  Form: 


h 


i 


(1.1') 


^  —  y'i^i />"^/»  ~  (  ^  ""  ^1  <  0- ^"  rr  )  ""  ^ 

y,  —         =  0,  •  •  •  /)«  —  T^-  =0. 


i  « 


i  welche  das  System  (ll)  erhalten  kann.     Bildet  man  uümlich  aus  den  linkei 

j  Seiten  von  irgend  zweien  der  Gleichungen  (11)  den  Klammerausdrnck  [  \ 

so  erhält  man  stets  identisch  Null. 

§  25. 
Es  sei: 

ein  (yi+ l)-gliedriges  Gleichuugensystera,  welches  die  Form: 


(^F        r.  dF 


\ 

\  (10   ^  ~  n^\  •  •  •  .^w  =  *^  Ä  -  ri  =  ^'  •  •  •  ^^^  -  gr  =  ^ 

I.  * 

f  erhalten  kann.     Nach  Satz  5  gestattet  dann  das  System  (11)  jede  dei 

!  H-j-1  infinitesimalen  Transformationen: 

;  [Yj\  ...  \\\^,f\ 

hieraus  aber  folgt  (vgl.  S.  38),  dass  auch   das  System:    F^  =  0,  •  • 
V,,^i  =  0   selbst  alle  diese  infinitesimalen   Transformationen   zulässt 

■  anders  ausgesprochen,  dass  alle  Ausäniclce:  \  ViV,\  vermöge:  F^  =  0,  •  • 

Vn-\-i  =  0   den  Werlh  Null  annelimen. 

Diese  Bemerkung  führt  uns  dazu,  überhaupt  ein  beliebiges  Glei- 

t  chungensystem : 

(12)  ^i(r,  r, .  'X„,  i\'"p,)  =  0,"^  'Pn.{z,x,'"X„,  p,"2>^)  =  0 

zu  betrachten,  welches  so  beschafi;cn  ist,  dass  alle  |  O,  O^l  vermöge 
a>j  ==  0,  •  •  •  (p,a  =  0    verschwinden. 
;  Das  Gleichungensystem  (12)  gestattet  nach  unsrer  Voraussetzung 

die  m  infinitesimalen  Transformationen: 
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ist  daher:  ^^^  =  0,  •  •  •  ^m  =  0  irgend  ein  mit  (12)  äquivalentes 
Gleichungensystem,  so  gestattet  auch  dieses  die  eben  geschriebenen 
infinitesimalen  Transformationen;  es  verschwinden  demnach  die  Aus- 
drücke [0i^x]  sämmtlich  vermöge:  'Fi  =  0,  •••  U^m  =  0  und  in  Folge 
dessen  auch  vermöge:  (Pj  «=  0,  •••  O,,,  =  0.  Nun  aber  ist  [WxOi\ 
«=  —  [0i*Fx],  es  verschwinden  also  auch  alle  ['l^x<^i]  vermöge: 
<&^  =  0,  •••  <&„/=  0  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt:  das 
Gleichungensystem:  <&^  =  0,  •  •  •  Om  =  0  gestattet  die  m  infinitesi- 
malen Transformationen: 

von  dem  äquivalenten  Gleichungensysteme:  ^F^  =  0,  •  •  *•  ^^  =  0 
gilt    daher   dasselbe;    kurz    es    verschwinden    alle:    [^^,^xj    vermöge: 

Damit  haben  wir  das  äusserst  wichtige 

Theorem  10.  Ist  eiyi  m-gliedriges  Gleichungensystem: 
^^  =  0,  •  •  0,,^  =  0  so  beschaffen^  dass  alle  Ausdrüclce:  [Oi0x\ 
rcrm'öge:  0^  =  0,  •••  <P,;j  =  0  verschwinden^  so  besitzt  auch  jede 
andere  Form:  ^^  =  0,  •.-  W„^'='0  dieses  Gleichungensysiems 
die  Eigenschaft,  dass  alle  Ausdrücke:  [WiWtt]  vermöge: 
Wi  =0,  •  . .  W„i  =  0   verschwinden,*) 

Man  darf  hierbei  nicht  vergessen,  dass  die  Gleichungensysteme: 
0^  =  0,  .  .  •  cP;n  =  0  und:  ll^i  =  0,  .  •  •  'i^,«  =  0  beide  den  An- 
forderungen genügen  müssen,  welche  wir  nach  Kap.  2,  S.  35  an  jedes 
Gleichungensystem  stellen,  das  wir  untersuchen. 

Die  £nt Wickelungen,  welche  uns  zu  dem  Theoreme  10  geführt  haben, 
liefern  insbesondere  auch  noch  den 

Satz  6.  Gestattet  ein  m-gliedriges  Ghicliungensystcm:  (Pj  =  0,  • .  • 
<I>m  *=  0  in  den  Veränderlichen:  z^  t^  '  -  -  Xn^  Pi  -  '  -  Pn  die  m  infinitesimalen 
Transformationen:  [(Pj/*]  •  •  •  [Omf^i  so  gestattet  es  auch  jede  infinitesimale 
Transformation:  ['I'/"],  in  welcher  die  Function  W  vermöge:  (P^  =  0,  •-. 
0m  =  0    verschwindet. 

Aus  dem  Theoreme  10  lassen  sich  viele  wichtige  Schlüsse  ziehen. 
Wir  beginnen  mit  einigen  besonders  einfachen. 

Soll  ein  (n  +  l)-gliedriges  Gleichungensystem:  <&j  =  0,  •  •  • 
<Ph_(.i  =  0    auf  die  Form: 

(11)     z-  F{x,  •  • .  X,)  =  0,  ;;,  -  !|  =  0,  •  •  -.  p,.  -  -^  =  0 
gebracht  werden  können,  so   müssen  nach  einer  früheren  Bemerkung 

*)  Lie,  Verhandlungen  der  Gee.  d.  W.  zu  Cbristiania  1874;  Math.  Ann. 
Bd.  IX;  Abhandlungen  der  kgl.  Sachs.  Ges.  d.  W.,  Bd.  XIV. 
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(S.  90)  alle  [<P,OxJ  vermöge:  Oj  =  0,  •••  0„4-i  =  0  verschwinden, 
und  ausserdem  muss  es  möglich  sein,  die  Gleichungen:  0^=0,  ••• 
<&n-^i  =  0  nach  ^,jPi  •••!?«  aufzulösen.  Ist  die  erste  dieser  beiden 
Bedingungen  erfüllt,  so  braucht  es  die  zweite  noch  nicht  zu  sein,  das 
zeigt  schon  das  specielle  Gleichungensystem:  s  =  0,  af^j  «=  0,  •  •  • 
a?„  =  0;  ist  aber  nicht  blöd  die  erste  Bedingung  erfüllt  sondern  auch 
die  zweite,  so  kann:    0^  =  0,  •  •  •  0„+i  =  0   die  Form  erhalten: 

(13)    z^F(xr--x„)  =  0,  p-F,{x,'"Xn)  =  Or"Pn-FJx,'''Xn)  =  0 

und  da  nach  Theorem  10  jeder  Ausdruck 

vermöge  (13)  verschwindet,  so  ergiebt  sich:  Fi  =  —7-    Berücksichtigen 

wir  jetzt  noch,  dass  (11)  das  allgemeinste  nach  z,  p^  •  •  •!>«  auflösbare 
(n+  l)-gliedrige  Gleichungensystem  ist,  welches  die  Pfaflfsche  Gleichung: 

dz  —pidXi  — PndXn  =  0  erfüllt,  so  erhalten  wir  den 

Satz  7.  Ein  nach  z,  Pi  •  *  -  Pn  auflösbares  Gleichungensystem  : 
Ol  ==  0,  •  •  •  Oa^i  =  0  in  den  Veränderlichen  z,  Xi  -  -  Xn,  Pi  -  -  •  j>« 
erfüllt  dann  und  nur  dann  die  Pfaff'sche  Gleidiung:  dz — Pidx^  —  •• 
—  2hdx„  =  0y  ivenn  alle  Amdiiickc:  fO,,  C>^]  vermöge:  cl>i  =  0,  ••• 
On-f-i  =  0   verschwinden, 

Ti\x  gleicher  Zeit  ergeben  sich  die  beiden  folgenden  Sätze: 
Satz  8.     Ein  nach  z,  p^  •  •  -  pn  auflösbares  Gleichungensystefu: 

0i{z,  Xi  .  .  •  .r„,  pi  .  .  •!>„)-=  «1,  •  •  •  0«+i(^,  a:,  .  .  .  Xn,  p,  '  •  'Pn)  =  0*4-1 

erfüllt  dann  und  nur  dann  für  alle  Werf  he  der  Parameter  a^'-an^i  die 

PfaffscJie  Gleichung:  dz — p^dx^ p„dx„  =  0,  wenn  alle  [Of^x] 

identisch  verschwinden. 

Satz  9.  Ist  es  möglich  zu  m  <  n  +  1  gegebenen  GleicJiungen : 
Ol  =  Oj  •  '  •  0m  ^=  0  in  Zj  Xi  •  '  x„f  Pi' '  'Pn  weitere  n  +  1  —  w 
Gleichungen:  ^m+i  =  Om-fi,  •  •  •  ^w+i  ==  Qn-^i  hinzuzufügen,  so  dass  ein 
{n'{'l)'gliedriges  Gleichungensystefu  entsteht,  welches  nach  z,  Pi''-p„ 

auflösbar  ist  und  die  PfaffscJie  Gleichung:  dz  — 2h ^^1 Pnd^n  =  0 

für  alle  Werthe  der  Parameter  a,uJ(-\  •  •  •  ^«41  befriedigt,  so  verschwinden 
alle  Ausdrücke:  fcP,,  Ox],  \0.,  Wx],  [U^,-,  ^Py]  vermöge  der  m  gegebenen 
Gleichungen.*) 


*)  In  seinen  üntersachnngen  über  partielle  Dififerentialgleichungen  erster 
Ordnung  beschränkt  sich  Jacobi  fast  immer  auf  den  Fall,  dass  die  unbekannte 
Function  z  nicht  explicite  vorkommt.  In  Folge  dessen  sind  die  wichtigen  Sätse 
7,  8  und  9  des  Textes  nicht  von  ihm  aufgestellt  worden,  während  sie  allerdings 
zu  seinen  Theoremen  in  naher  Beziehung  stehen. 
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§  26. 

Nunmehr  wenden  wir  uns  zur  Ableitung  allgemeinerer  Sätze. 

Nach  Theorem  9,  S.  82  befriedigt  ein  (n+  l)-gliedrige8  Gleichungen- 
system dann  und  nur  dann  die  Pfaffsche  Gleichung:  dss — p^^dx^  —  •  •  • 
—  |)„rfx«  «=»  0,  wenn  es  die  Form: 


(14) 


X(r,    +   ^ =  0.    •  '  '    Xu     -h   ~ =   0 

dW  ^  dW        ^ 

"q-\-l  "n 


erhalten  kann. 

Ist  nun  die  Functionaldeterminante: 

d     rir  d     dW 


nicht  identisch  null,  so  lassen  sich  die  Gleichungen: 

i    dW        ^  ,    dW       ^ 

"1  ^   Op„^  '  9  ^  dp„^ 

nach  paj^ ' '  '  Ptt  auflösen  und  unser  System  (14)  lässt  sich  demzufolge 
auch  in  der  Form: 

s  —  F{x,  • . .  Xn)  =  0,  p,  _  ^--  =  0,  . . .  p«  —  |-^-  =  0 

1  ft 

darstellen.  Bilden  wir  daher  aus  den  linken  Seiten  von  irgend  zweien 
der  Gleichungen  (14)  den  Klammerausdruck  [  ];  so  erhalten  wir  nach 
Theorem  10  stets  eine  Function  Ton  2,  x^-  -  >  Xn,  jPi  •  •  •  p«,  welche 
vermöge  (14)  verschwindet. 

Damit  haben  wir  eine  Eigenschaft  gefunden^  welche  dem  Glei- 
chungensysteme (14)  zukommt,  sobald  die  Determinante  (15)  nicht 
identisch  verschwindet.  Es  ist  aber  klar,  dass  diese  Eigenschaft  auch 
bei  identischem  Verschwinden  von  (lo)  nicht  verloren  gehen  kann; 
denn  dass  die  besprochenen  Klammerausdrücke  vermöge  (14)  null 
werden,  das  kann  doch  unmöglich  eine  Folge  des  Nichtverschwindens 
der  Determinante  (15)  sein.    Wirklich  ergiebt  sich  durch  Ausrechnung: 

r  w        I   ^^^1         /     I  ^-^x 

\  ^  -  P^r.Xu, p.,Xa,^  -  W,     Xa,  +    ^^^  J    =  -  {Xa.  +  r^j 

r  Hr  C'^y^        (       c^v\ 

r        r    '^^  dW']_^ 
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wo  i  und  {  irgeud  welche  der  Zahlen  \,  2  -  -  -  q  bedeuten  und  x,  { 
irgend  welche  der  Zahlen  q  '\-  1,  •  •  •  n. 

Demnach  erkennen  wir  bei  Berücksichtigung  des  Theorems  10, 
dass  der  Satz  besteht: 

Satz  10.  Erfüllt  ein  (w+  \)-gliedriges  Ghkhunge}isystcm:  O^  =  0, •  •  • 
0„_}_i  =  0  in  den  Veränderliclwn  z,  x^"- x„,  p^ •  •  jp«  die  Ffaffsche  Gleichung: 
(h  ~-  p^dxy  —  •  •  — PndXn  =  ^,  SO  verschwindeu  alle  f0,-0x]  vermöge: 
^1  =  0,  .  .  •  0„^i  =  0. 

Dieser  Satz  kann  auch  folgendermassen  ausgedrückt  werden: 

Satz  11.      Wenn  ein  (n -^  1) - glledrigcs  Gleichungcnsystem:  <Z>i  =  0,  ••• 

^„-\-i  =  0  die  Ffaffsche  Gleichung:  dz  — Pxdx^ PndXn  =  0    erfüllt, 

so  gestattet  es  jede  der  n+  1  infinitesimalen  Transfoimationen:  \0^f^,  •  •  • 

Man  kann  zeigen,  dass  der  Satz  10  sich  umkehren  lässt.  Um  das 
ausführen  zu  können,  schicken  wir  zunächst  einen  Hülfssatz  voraus, 
der  auch  an  und  für  sich  bemerkenswerth  ist. 

Es  liege  in  den  Veränderlichen  s,  x^-  •  -  Xn,  Pi  "  -  Pn  ein  (n+ 1)- 
gliedriges  Gleichungensystem:  0^=0,  ...  On-\-\  =  0  vor,  welches  so 
beschaffen  ist,  dass  alle  |  (D,  0x]  vermöge  desselben  verschwinden. 

Wären  alle  n  +  1  Functionen  O  von  z  frei,  so  ergäbe  das  Glei- 
chungensystem: 0^  =  0,  •  •  •  On-\-i  =  0  eine  gewisse  Anzahl,  sagen 
wir  Z>0  unabhängige  Relationen: 

Wy{x,  .  .  .  rcn)  =  0,  . . .  Wi{x,  . . .  a:„)  =  0 

zwischen  x^-  -  -  x».  allein  und  es  Hesse  sich  andrerseits  nach  gerade 
n  —  2+1  von  den  p  etwa  nach:  pi^  pij^i  -  -  - Pn  auflösen: 

Pi  —  q>i{Px '  •  -JP/-!;  aTi  •  •  •  rcn)  =  0,  •  •  •  p,,  —  (pn{Pi  •  •  -pir-u  a?!  •  •  •  a;«)  =  0. 

Aus  den  l  Gleichungen:  TF^  =  0,  •  •  •  Wi  =  0  könnten  wir  nun  die 
l  —  1  Veränderlichen :  x^  -  • '  Xi^i  fortschaffen  und  wir  bekämen  so 
mindestens  eine  Relation  zwischen  Xr"Xn  allein.  Enthielte  aber  diese 
Relation  zum  Beispiel  Xi,  so  Hesse  sie  sich  auf  die  Form: 

Xi  —   t{XiJ^i  ...  Xn)  =  0 

bringen  und  es  müsste  nach  Theorem  10  der  Ausdruck: 

\pi  —  (Ph  ^1  —  ^f'J  =  1 

vermöge:  0^  =  0,  •  •  •  ^„^-i  =  0  verschwinden.  Das  ist  widersinnig, 
wir  sehen  also:  der  Fall,  dass  O^-  -  -  ^n->t-\  sämmtHch  von  z  frei  sind, 
kann  nicht  eintreten.  Damit  haben  wir  den  versprochenen  Hülfssatz 
gewonnen: 

Satz  12.  Sind  n  +  1  unai)hängige  Gleichmigen:  0^  =  0,  •  •  • 
OnJ^i  =  0   in  den  Vcräfiderlichen:   z,  x^-  •  -  x»,  2h  '  '  '  Pn   so  beschaffen, 
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dass  alle  [O,  O^]  vermöge:  0^  =  0,  •  •  •  0^_|.i  =  0  verschwindenj  so  sind 
die  n  -\-  l  Functionen:  0^  •  •  •  0,,-fi  nicht  sänimtlidh  von  z  frei. 

Wir  schaflfen  nunmehr  z  aus  dem  (n  +  l)-glieclrigen  Gleichungen- 
'^jsteine:  0^  =  0,  •  •  •  0«^-i  =  0  fort,   dann  erhalten  wir  in  a:^  •  •  •  a;«, 
Pi'-  'Pn  allein  ein  w-gliedriges  Gleichungensystem: 

welches  so   beschaffen  ist,  dass  jedes   [W^Wx]  vermöge:    0j  =  0,  ••• 
^»-4-1  ==  0  ja  sogar  schon  yermöge:  Wj^  =  0,  •  •  •  ^„  ==  0  verschwindet. 
Liefert  das  Gleichungensystem:  U\  =  0,  •    •  IP*,»  =  0  gerade  i  ^  0 
unabhängige  Relationen: 

wQj  (xi  •  •  •  Xn)  =  0,  •  •  •  ii/(a:i . .  .  rr„)  =  0 

zwischen  Xi  -  -  •  Xn  allein,  so  lässt  es  sich  nach  n  —  l  von  den  ^)  etwa 
nach  pi^i '  ' ' Pn  auflösen: 

Vl+l.   9l^-y{Pv  '  '  'Ph    ^1'"  ^n)  =  0,    •  •  •  2)n  —  (Ph{Pi  '"Ph    Xj^'"  Xn)  =  0. 

daraus  erkennen  wir  ähnlich  wie  oben,  dass  sich  aus  den  Gleichungen: 
■^1  ==  0,  •  •  •  Sil  =  0  keine  Relation  zwischen  Xi^i  -  -  •  Xn  allein  ergiebt, 
«ass    also  diese  Gleichungen  nach  x^  -  -  •  Xt  auflösbar  sind: 

^1  —  9i(^/+i  "  '  x„)  =  0,  •  •  •  X,  —  (pi{x,^i '  "  x„)  =  0. 
^-'a.s    System  der  n  Gleichungen: 
^1  (Pi=Oj  •  •  •  xi  —  <pi  =  0,    pi+i  —  g?/+i  =  0,  .  .  .  jp„  —  9„  =  0 

^st    d^nn  offenbar  mit  dem  Gleichungensysteme:    W^  =  0,  •  •  •  'P*„  =  0 
äquivalent. 

Durch    die    vorstehenden    Ueberlegungen   ist   bewiesen,    dass   das 
^ioliungensystem:    0^  =  0,   •  •  •   0„-\-i  =  0   sich   nach    ^er,   x^  •  - '  Xi, 
Ph-1    '  " Pn  auflösen  lässt,  und  dass  es  somit  auch  die  Form: 

\x,  +  W,=0,'-Xi  +  Wi  =  0,    pi^,^W,^i  =  0,  '"  pn  —  W,^0 

'^^'Iten  kann,  wo  Wi  •  •  •  Wn  ebenso  wie  W  nur  vonp^  -  •  -  Ph  ^'4-i  '"Xn 
*^^ngen.     Bilden  wir  aber  die  Klammerausdrücke: 

[z  —  XiPi x,p,  —  W,  Xi  +  Wi]  =  —  (xi  +  j-j 

\z  —  x^p^ x,pi  —  W,  p,  —  Wy]  =  —  (p,  —  1^^ , 

*<;he  sämmtlich  vermöge  (lüj  verschwinden  müssen,  so  sehen  wir, 
***^s  Wi  ■■■Wn  die  Werthe  haben: 
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und  dass  (16),  also  auch  das  äquivalente  System:  0^  =  0,  •  •  •  On-\-i  =  0 
die  Pfafifsche  Gleichung:  dz  — PidXj^  —  •  •  •  — Pndx^  =  0  befriedigt. 

Dadurch  ist  die  Umkehrbarkeit  des  Satzes  10  bewiesen  und  wir 
bekommen  das 

Theorem  11.  Ein  System  von  n  +  1  unabhängigen  Gleichungen: 
O,  =  0,  •  •  •  <&„-^.i  =  0  in  den  Veränderlichen  sf,  x^-  "  ar«,  Pi*  -  -  Ph 

befriedigt  die  Pf  äff  sehe  Gleichung :  dz  —  p^dXn PndXn  =  0 

dann  und  nur  dann,  wenn  alle  [^,0x]  vermöge:  0^  =  0,  ••• 
On^i  =  0  verschtcinden*) 

Zu  erwähnen  ist  noch,  dass  maa  jedes  (n  +  l)-gliedrige  Gleich ungen- 
system:  (P^  =  0,  •  •  •  <Z>«-f-i  =  0,  vermöge  dessen  alle  [<Z><<Z>x]  verschwinden, 
auf  eine  solche  Form:  X,^  =  0,  •••  X;,4.i==0  bringen  kann,  dass  alle  [X/Xx] 
identisch  null  sind.  Zunächst  kann  man  nämlich,  wie  wir  eben  gesehen 
haben,  das  System:  <P^  =  0,  •  •  •  0n-i-i  in  der  Form  darstellen: 


(17) 


«  —  a-„,|)„, *^«, P«,  —  l'^Ci'«.  •  •    Po,,  ar„^j  •  •  • 

'1 

PanM^   —  Tii;. =  Ö,    ...  l)a^  —  ^ =  0. 


X.)  =  0 


cW 


^9+1       dx 


«ff+l 


X 


a 


n 


Das  System  (17)  aber  ist  äquivalent  mit  dem  folgenden: 


(18) 


dW 


^-^a^liS+l ^\P-n—^^  +  P-^Wi,      +"'+^-n-^ 


^Pa, 


dW 

dx„ 


Xu    +   S4  =  0 

9 


v,t  , ,  — =  0,  •  •  •  2>«    —  7s ==  0 


und  bildet  man  hier  aus  den  linken  Seiten  zweier  Gleichungen  den  Klammer- 
ausdruck [  ],  so  erhält  man  stets  identisch  Null. 

Aus  dem  Theoreme  11  folgt  sofort  der 

Satz  13.     Ein  System  von  n  +  1  unabhängigen  Gleichungen: 

*l(^;    ^l"'^n,  Pi"'Pn)=a^,    •  •  •    ^n+l{^y   X^  -  "  X„,  Pi  "  '  Pn)  =  a^^-l 

erfüllt  die  PfaffscJie  Gleichung:  dz  — Pidx^ •  •  — PndXn  =  0    dann 

und  nur  dann  für  alle  Werthe  der  Parameter  a^  •  •  •  On+i,  wenn  sämmt- 
liehe  Ausdrücke:  [OiOx]  identisch  verschwinden. 

Sind  zwei  Functionen  O  und  ^  der  Veränderlichen  z,  Xj^  -  -  -  o:,, 
Pi  ' ' '  Pn  so  beschaffen,  dass  der  Ausdruck  [O^J  identisch  verschwindet, 


*)  Lie,  Yerbandlungen   der  Gct?.  d.   W.   zu  Christiania  1874;    Matb.   Ann. 
Ud.  IX;   Abhandlungen  der  Kgl.  Sächsischen  Ges.  d.  W.  Bd.  XII. 
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80  sagt  man  von  ihnen,  dass  sie  in  Involution  liegen.  Ein  System 
von  l  solchen  unabhängigen  Functionen:  ^^{ss,  ^y  P)  '  "  ^i(j^7  ^}  P)j 
Vielehe  paarweise  in  Involution  liegen,  heisst  ein  l-gliedriges  Involutions- 
System.*) 

Da  ein  (n+ l)-gliedrige8  Gleichungensystem  0^  =  a^  •  •  •  Ö>n+i  =  «n-f  i, 

welches  die  Pfaffsche  Gleichung  djs  —  pj^dx^  —  • PndXn  =  0  erfüllt, 

nicht  von  £  frei  sein  kann,  folgt 

Satz  14.  Bilden  0^  •  •  •  On-\-i  ^w  (w  +  l)'gliedriges  Invdlutions- 
System  j  so  muss  mindestens  eine  unter  den  Functionen  O  die  Grösse  z 
enthalten. 

Eine  einfachere  Ableitung  dieses  Satzes  wird  später  gegeben. 

§27. 

Erfüllt  ein  m-gliedriges  Gleichungensystem: 

a>i  (jer,  a?!  •  • .  a;„,  j>i  •  •  •  p„)  =  a^,  -  -  •   Om{£f,  x^-^-Xn,  ft  •  •  •  jPm)  =  Ow 

für  alle  Werthe  der  Parameter  a^^-  •  -  am  die  Pfaffsche  Gleichung: 
de  —  Pidx^  —  •  •  •  — PndXn  =  0,  so  verschwindet  der  Ausdruck: 
d0  —  Pi^^i  —  •  •  •  —  PndXn  bei  beliebig  gewählten  j?,  x^  -  "  Xn, 
Pi  • '  'Pn  für  jedes  Werthsystem:  dz,  dx^  •  •  •  dxn,  dp^  •  •  •  dpnj  welches 
die  m  Gleichungen: 

dOi  =  -.  "'  ds  +   >  7:-^  dxy  +   >  -. --  dp,  =  0 


1     '  1  ^^' 

(t  =  l,  2--  .7/1) 

befriedigt.     Es  ist  daher  möglich  m  solche  Functionen  A^  •  •  •  An,  von 

z,  Xi'  ' '  Xnf  Pi  ' ' '  Pn  anzugeben,  dass  die  Identität: 

(19)        dz—p^dXi PndXn  =  Aida>i  -| f-  kmd9m 

besteht.     Man  findet  diese  Functionen  A|  •  •  •  A^,  durch  Auflosung  der 
Gleichungen: 


(20) 


dz 

a*  a4>,„ 

(,•  =  1  .  .  .  n) , 


*)  Der  allgemeine  Begriff,  sowie  die  Bezeichnung  Involutionssystem  worden  ein- 
geführt in  der  Abhandlang:  „Kurzes  liesumo  mehrerer  neaen  Theorien'*  von 
Sopfius  Lie,  Gesell,  d.  W.  zu  Chrisiiania  Mai  1872;  vgl.  auch  dieselben  Ver- 
handlungen fär  1873,   S.  19.    In  Jacobi's  Untersuchungen  kommen  nur  specielle 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppeii.   II.  7 
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welche  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sicher  mit  einander 
träglich  sind  und  wegen  der  Unabhängigkeit  von  0|  •  •  •  Om  die 
bekannten  A^  •  •  •  A^  eindeutig  bestimmen. 

Denken  wir  uns  jetzt  umgekehrt  2  m  Functionen  O^  * ' ' 
Ai  •  •  •  A,«  vorgelegt,  welche  (19)  identisch  erfQllen.  Sind  die  Funetic 
<I>i  •  •  •  0m  nicht  von  einander  unabhängig^  so  können  wir  (19)  di 
eine  Identität  von  derselben  Gestalt  ersetzen,  in  welcher  die  Zal 
einen  kleineren  Werth  besitzt;  denn  sind  zum  Beispiel  <I>i  •  •  •  <P/ 
einander  unabhängig,  während  cP/^-i  •  •  •  <!>,„  sich  durch  0|  •  •  •  0|  a 
ausdrücken  lassen,  so  lässt  sich  (19)  oflFenbar  auf  die  Form  brin 

dz  —  PidXi  —  • . .  —  pndxn  ^  A/dX&i  +  •  • '  +  A/  dOi . 

Wir  können  demnach  voraussetzen,  dass  <I>j^  •  •  •  0,h  von  einander 
abhängig  sind.  Dann  aber  folgt  aus  dem  Bestehen  der  Identität  ( 
dass  das  Gleichungensystem: 

^l  (^y   ^l'"^n,   Pi"  -Pn)  ==  a^,    -•  .-.     a>„,  (^,    X^'-'Xn,  Pt"  '  P^)  = 

0 

für  alle  Werthe  der  Parameter  a^  •  •  •  a,„  die  Pfafifsche  Gleich) 
dz  — Pxdx^  —  •  •  •  — PndXn  =  0  befriedigt;  das  aber  ist  nach  Sat 
S.  80  nur  möglich,  wenn  m^n+  1  ist,  also  erhalten  wir  zana 
den  folgenden,  aus  der  Theorie  des  Pfaffschen  Problems   bekan: 

Satz  15.    üefriMigen  2  m  Functionen:  A^  •  •  •  A,«,  O^-  -  -  0„,  der 
änderlichen:  z,  x^ -*  -  Xn,  Pi  "  -pn  die  Gleichung: 

dz  —PidXi PndXn  =  Aid*i  -| h  ^mdOm 

identisch^  so  gieht  es  unter  den  m  Functionen  O^-  -  -  O^  mindestens  n  - 
welche  von  einander  unabhängig  sind. 

Ueberdies  erhalten  wir  (Satz  13,  S.  96)  den  wichtigen 

Satz  16.    Zum  identisdien  HesteJien  ei'ner  Gleichung  von  der  Ges 

(A)        dz  —pidxi pndXn  =  lidOi  H [-  ln-{-ldOn+l 

ist  nothwendig  und  hinreichend^  dass  0^  -  -  -  ^r.4-1  solche  von  einander 
abhängige  Functionen  der  Veränderlichen  z,  x^-'-Xn,  Pi'''Pm  • 
welche  paarweise  in  der  Involutionsbeziehung:  [<I>,  Ox]  ^^  0  stehen,  t 
n  +  1  Functionen  O^"  -  On-{-i  von  dieser  BescIiaffenJieit  gegd)en,  so 
Aj  •  •  •  An+i  eifideutig  bestimmt  und  Jcmnen  durch  Auflösung  von  n  • 
linearen  Gleichtingen  gefunden  werden*) 


InvolutionsBysteme  vor,  die  lästigen  Beschränkungen  unterworfen  sind;  Jt 
setzt  nämlich  voraus,  dass  die  betreffenden  Functionen  von  s  frei  und  in  JE 
auf  p.  •  •  '  p^  unabhängig  sind, 

*)  Der  wichtige  Satz  16  des  Textes  wnrde  zum  ersten  Male  aufgestellt 
bewiesen  in  den  Abhandlungen:  ,,Knrzes  Resum^  mehrerer  neuen  Theorien*' 
„Zur  analytischen  Theorie  der  Berührungstransformationen**  von  SophusLie, 
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§  28. 

Mit  Hülfe  des  Satzes  IG  können  wir  leicht  ein  anderes  bemerkens- 
wertbes  Resultat  ableiten. 

Sind  X^  •  •  •  Xm,  Pi  ' ' '  Ptn  solche  Functionen  von  x^  -  -  -  Xn, 
Pi  •  •  'Pn,  welche  die  Gleichung: 

Pl^^l  H h  PndXn  =  PidXi  -j \-  PrndX„, 

identisch  befriedigen^  so  besteht  auch  die  Gleichung: 

dz  —  Pidx^  —  •  •  •  — PndXn  =dz  —  P^dXj^ •  •  —  PmdXm 

identisch.     Hieraus  folgt^  dass  die  Zahl  m  ^~  n  ist. 
Beschränken  wir  uns  auf  den  Fall  m  =  n. 
Zum  Bestehen  einer  Relation  von  der  Form: 

(21)  dz  —PidXi — Pndx^  =  dz  —  P^dX^ PadXn 

ist  nach  dem  Satze  IG  jedenfalls  nothwendig^  dass  die  Functionen 
X,(x,  p)  '  •  '  X„(Xy  p)  von  einander  unabhängig  sind  und  dass  sie  die 
Gleichungen: 

(22)  [X,  X.]  =  0,  [z,  X,]  =^'pr  ^'  =  0 

(i  =  1  •  • '  n) 

identisch  befriedigen,  mit  andern  Worten:  die  von  einander  unab- 
hängigen Functionen:  X^  •  •  •  X„  müssen  paarweise  in  Involution  liegen 
und  ausserdem  in  den  p  homogen  von  nullter  Ordnung  sein.  Diese 
nothwendige/i  Bedingungen  sind  nun  zugleich  hinreichend.  Sind  sie 
nämlich  erfüllt,  so  besteht  nach  dem  angeführten  Satze  eine  Identität 
von  der  Gestalt: 

dz  —  Pidx^  —  •  •  •  — PndXn  =  Xdz  —  X^dX^  —  ...  —  XndXn] 
aus  dieser  aber  ergiebt  sich  sofort:  A  =  1  und: 


liandluDgen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  Mai  1872  und  Juni  1873.  Die 
daselbst  gegebene  Begründung  des  Satzes  stützt  sich  auf  Clebsch's  Theorie  des 
jyo/f sehen  Problems  und  setzt,  wie  Herr  Mayer  in  der  Note:  ,,Ueber  die  X^ sehen 
Berührnngstransformationen  (Göttinger  Nachrichten  Juni  1874)  hervorhebt,  im- 
plicite  TOraus,  dass  die  Grösse  ^„  i  ^  nicht  von  ;;  frei  ist.    Hierzu  ist  indess  zu 

hemerken,  dass  die  *  •  •  •  ^^4-1  gleichberechtigt  sind,  und  dasd  es  von  vorn- 
herein klar  ist,  dass  sie  nicht  alle  von  z  frei  sein  können,  wenn  sie  eine  Identität  (A) 
erfüllen,  und  auch  nicht,  wenn  sie  ein  (n  + l)-gliedriges  Involutionssystem  bilden 
(vgl.  Verh.  d.  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  für  März  1873,  S.  38).  Es  war  übrigens 
grade  durch  die  im  Texte  dargestellten  Entwickelungcn,  dasd  der  Satz  IG  zuerst 
gefunden  wurde. 

7* 
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n  ^  n 


(23)  2?^'äf=^"         2^Ii^-^ 


(•=1...«), 

also  werden  A^  •  •  •  A« ,  welche  ja  durch  diese  Gleichungen  eindeutig  be- 
stimmt sind,  Functionen  von  x^-  •  -  Xny  Pi'  -  -  Pn  allein.  Wenn  daher 
die  vorhin  angegebenen  Bedingungen  erfQllt  sind,  so  besteht  sicher 
eine  Identität  von  der  Form  (21);  die  Functionen  P^^'-Pnj  welche 
in  derselben  auftreten,  sind  identisch  mit  den  durch  die  Gleichungen  (23) 
definirten  A^  -  -  •  A»;  bedenkt  man  noch,  dass  die  X  in  den  p  homogen 
von  nullter  Ordnung  sind,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die  P  homogene 
Functionen  erster  Ordnung  von  i^i  •  •  •  Pn  werden. 

Aus  dem  identischen  Bestehen  von  (21)  folgt  endlich,  dass  auch 
die  Gleichung: 

(24)  p.dx^^ +  Pndxn  =  P,dX^  +  •  •  •  +  P«dZ« 

identisch  erfQllt  ist,  und  da  umgekehrt  (21)  aus  (24)  folgt^  so  haben 
wir  im  Vorstehenden  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
für  das  Bestehen  einer  Identität  von  der  Form  (24). 

Bevor  wir  das  gewonnene  Ergebniss  als  Satz  aussprechen,  wollen 
wir  noch  Folgendes  bemerken. 

Da  X,  •  •  •  Xn  von  e  frei  sind,  so  erhält  der  Ausdruck  [X,-  Xx]  die 
Gestalt: 

Nun  ist  es  üblich,  für  den  Ausdruck: 


2{w. 


dtp    diff   dq>    dttf\ 


in  welchem  fp  imd  ^  zwei  beliebige  Functionen  von  a:^  •  •  •  a:«,  Pi'  *  'Pn 
bezeichnen,  das  Symbol:  {q>^^  anzuwenden;  wir  können  daher  in  unserem 
Falle  an  Stelle  von  [X,Xx]  auch  schreiben:  (X,Xx). 
Damit  haben  wir  den 

Satz  17.    Eine  Identität  von  der  Form: 

PldX,  -\ 1-  Pndx^  =  P^dX,  -\ h  -PmdX;«, 

in  welcher  die  X  und  P  Functionen  von  x^-  -  -  a:„,  p^  •  •  •  jp,  sind,  kann 
nur  dann  bestellen,  wenn  m  >  n  ist.  Insbesondere  ist  mm  Bestehen  einer 
Identität  vmi  der  Fonn: 

(24)  p,dX^  H [-pndXn  =  P,dX,  H h  PndXn 

nothwendig  mid  hinreidtend,  dass  die  Functionen  X^  •  •  •  X«  vofi  einander 
unabhängig   sind,   dass   sie  paarweise   in   der   Beziehung:    {XiX^^.O 


VenUgemeinerung  d.  Problems  d.  Integration  einer  part.  Dififerentialglch.  1.  0.    101 

stAm  und  cktös  sie  in  den  p  Iwmogen  von  nullter  Ordnung  sind.  Kennt 
mn  n  Functionen  Z^  •  •  •  X»  von  dieser  Beschaffenheit  ^  so  findet  man 
Pi*»P»  durch  Auflösung  linearer  Gleichungen;  P^'^-Pn  sind  durch 
diödte»  eindeutig  bestimmt  und  werden  homogene  Functionen  erster  Otd- 
nmg  wn  jp^  •  •  -jp». 

Soll  ein  Gleichungensystem  von  der  Form: 

die  Pfaffsche  Gleichung:  jPi rfa?! +  "• +l>näf^n  =  0   für  alle  Werthe 

der  Parameter  a^-  •  -  On  erfüllen^   so  ist  nothwendig  und  hinreichend^ 

daw  die  Gleichung:  py^dx^  +  •  •  •  +  Pndx^  =  0  für  alle  Werthsysteme 

^"' Xn,  Pi' '  'Pnf  dXi  •  •  •  dxn,  dp^  •  •  •  dpn    bcstcht,    welchc    die   n 

Gleichungen: 

dV^  =  0,  '"dUn  =  0 

''^friedigen.     Das   aber    tritt   dann    und   nur   dann   ein,    wenn    iden- 
^sdx  ist:  # 

^0  Aj  •  •  •  A„  gewisse  Functionen  von  x^  •  -  -  Xn,  Pi' '  'Pn  bezeichnen, 
-^uf  Grund  des  letzten  Satzes  können  wir  daher  den  Satz  aus- 
spreohen: 

Satz  18.    Ein  Gleichungensystem  von  der  Form: 

^l{Xi'"Xnj  Pi"  'Pn)  =  Ol,   •  •  •     UniXi  •  "  Xn  j  Pi  '  '  -  Pn)  =  an 

^f^'^i^digt  die  Pfaffsdie  Gleichung:  Pidx^  +  ..-}-  p^dXn  =  0  dann  und 
^^^  dann  für  alle  Wertlie  der  Parameter  a^*  -  -  an,  wenn  l/j  •  •  •  ü» 
solcf^  ^^Qfi  einander  unabhängige  Functionen  sind,  welche  paarweise  in 
"•^^  Beziehung:  {Ui  Un)^^0  stehen  und  in  den  p  Iwmogen  von  nullter 
^^wiung  sind. 

§  29. 
Wenn  ein  (n  +  l)-gliedriges  Gleichungensystem  von  der  Form: 

^^^^)   Sl^(sf,   Xi'-'Xnf  Pi'''Pn)  =  Oy    •••ß„+i(^,   Xj^'-'Xn,  Pi'"Pn)=-0 

^^^^^  vorgelegte  Gleichung:   Sl(ßy  Xi'  -  -  Xn,  Pi  -  -  •  p»)  ==  0  umfasst  und 
^^^^n  es  dabei  die  Pfafifsche  Gleichung:  dz  — p^dx^  —  •  •  •  — PndXn  =  0 
Üedigt,  so  sagen  wir,  dass  es  eine  Lösung  der  Gleichung:   Ä  =  0 
'stdlL 

Enthält  ein  Gleich ungensystem  von  der  Form  (25),  welches  eine 
^^^^8ung  von  £1  =  0  darstellt,  n  willkürliche  Coustanten  a^-^^any  so 
^zeichnen  wir  die  betreffende  Losung  als  eine  vollständige,  sobald  sich 
^|}i8  (25)  durch  Fortschaffung  von  a^*  -  •  an  nur  die  eine  Gleichung: 
*=0  zwischen  z,  x^^-Xn,  Pt"'Pn   allein  ergiebt,    oder  was  auf 
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dasselbe  hinauskommt^  sobald  das  Gleich ungensystem  (25)  die  Form: 

Sl{Zy   X,  p)  =  0,    *i(^,   X,  p)  =  «1,    ...    On(0,   X,  p)  =  an 

erhalten  kann. 

Dieser  BegriflF*)  der  vollständigen  Losung  ist  allgemeiner  als  der 
Lagrangesche.  Lagrange  beschränkt  sich  nämlich  auf  den  Fall,  dass 
das  Gleichungensystem  (25)  nur  eine  Relation  zwischen  0,  x^*  -  •  Xn 
und  den  Parametern  Oj  .  -  •  a»  liefert. 

Später  werden  wir  zeigen,  dass  die  Integration  von  5i  «=  0  sich 
auf  die  Bestimmung  einer  vollständigen  Lösung  von  ß  =  0  zurQck- 
führen  lässt;  es  ist  dabei  gleichgültig,  ob  sich  aus  den  Gleichungen 
dieser  vollständigen  Lösung  nur  eine  oder  mehrere  Relationen  zwischen 
Zy  Xi'  • '  Xny  «1  • .  •  a„  ableiten  lassen. 

Enthält  die  zu  integrirende  Gleichung  bereits  eine  willkürliche 
Constante,  lässt  sie  sich  also  schreiben:  U(jSy  x^  p)  =  a,  so  hat  man, 
um  eine  vollständige  Lösung  von  ihr  zu*  finden,  nur  n  Functionen 
U^'  • '  TJn  von  Zj  x^-  - '  Xny  Pi'  "  Pn  ZU  bestimmen ,  welche  eine  Glei- 
chung von  der  Form: 

XdV  +  kidUi  +  •..-}-  XndUn  =  dz — Pidx^ PndXn 

identisch  erfüllen.  Ist  eine  vollständige  Lösung  U ^=^  a^  f/j  =  a,,  .  •  • 
JJ^  =  an  der  Gleichung  Z7=  a  gefunden,  so  erhält  man  die  allgemeinste 
vollständige  Lösung  derselben,  indem  man  die  Gleichung: 

ldU+  k^dU^  -f f-  KdUn  =  (idU+  (i,dVi  H +  ^ndV^ 

oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Gleichung: 

in  allgemeinster  Weise  befriedigt  (vgl.  Kap.  6). 

Legt  man  die  alte  Ixigrange&che  Definition  einer  vollständigen 
Lösung  zu  Grunde,  so  ist  der  Uebergang  von  einer  vorgelegten  voll- 
ständigen Lösung  zu  anderen  vollständigen  Lösungen  verwickelter. 

§  30. 

In  der  Theorie  der  partiellen  DiflFerentialgleichungen  erster  Ord- 
nung ist  es  oft  vortheilhaft  die  BegrifiFsbildungen  und  Ausdrucksweisen 
der  Mannigfaltigkeitslehre  zu   benutzen.     Die  ganze   Theorie  gewinnt 

*)  Die  im  Texte  gegebene  Verallgemeinerung  des  Lagrange  sehen  Begriffs 
ttvollsi&ndigc  Lösung"  wurde  zum  ersten  Male  auseinandergesetzt  in  der  Note: 
,,Zur  Theorie  partieller  Diffofentialgleicbungen  erster  Ordnung,  insbesondere  über 
eine  Classification  derselben"  von  SophusLie,  Göttinger  Nachrichten,  Oct.  1872. 
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dadurch  wesentlich  an  Durchsichtigkeit;  viele  ihrer  Ergebnisse  er- 
scheinen sogar  geradezu  selbstverständlich. 

Das  Werthsystem  ^,  a;ji  •  •  •  a:„  deuten  wir  als  einen  Punkt  eines 
(n  +  l)-fach  ausgedehnten  Raumes,  die  Grössen  z,  Xi'  •  -  x^  betrachten 
wir  als  Coordinaten  des  betreffenden  Punktes. 

Für  diese  Auffassung  scheidet  eine  Gleichung  von  der  Form: 

unter  den  oo*+^  Punkten  des  Raumes  e,  Xi  •  •  •  ar«  gerade  oo"  ver- 
schiedene aus,  deren  Inbegriff  eine  n-fach  ausgedehnte  Punktmannig: 
faltigkeit  bildet;  die  Gleichung  0  =  0  ist  demnach  nur  die  analy- 
tische Darstellung  der  betreffenden  Punktmannigfaltigkeit.  Insbesondere 
definirt  jede  Gleichung  ersten  Grades; 

Az  +  B,x,  H h  BnXn  +  C=0 

eine  ebene  n-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  oder  kurz:  eine  n-facli 
ausgedehnte  Ebene. 

Ein  (/- gliedriges  Gleichungensystem: 

Oi(z,  a?!  •  •  •  a;„)  =  0,  •  •  •  Og{z,  ar^  •  •  •  a:»)  =  0 

bestimmt  eine  (n -{- 1 — q)'fü,c\\  ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeit 
des  Raumes  z,  x^  -  -  -  Xn. 

Den  Punkten  des  Raumes  z,  Xi'  -  -  Xn  stellen  wir  die  Elemente 
dieses  Raumes  gegenüber.  Jedes  Wertlisystem  z,  Xi'-'Xny  Pi'"Ph 
hezeidmen  ivir  als  ein  Element*)  des  Baumes  z,  a;,  •  •  •  a:„,  die  Grössen 
Zy  X,  p  betrachten  wir  als  die  Coordinaten  dieses  Elements.  Demnach 
müssen  wir  sagen,  dass  der  (n  -f-  l)-fach  ausgedehnte  Raum  einer- 
seits 00**+^  Punkte  und  andrerseits  00^"+^  Elemente  enthält. 

In  der  Ebene  und  im  gewöhnlichen  Baume  konnten  wir  mit  dem 
Begriffe  Element  eine  anschauliche  Vorstellung  verbinden:  in  der  Ebene 
war  jedes  Element  der  Inbegriff  eines  Punktes  und  einer  hindurchgehenden 
Geraden,  im  gewöhnlichen  Baume  der  Inbegri£P  eines  Punktes  und  einer 
hindurchgehenden  Ebene.  Geradeso  können  wir  auch  dem  Begriffe  „Element 
eines  (n  -|-  l)-fach  ausgedehnten  Baumes^^  eine  reale  Bedeutung  geben. 


*)  Der  wichtige  Begriff  Element  dea  Baumes  jp,  ar^  •  •  •  rr^  wnrde  ansdrücklicb 

eingeführt  in  der  Note:  ,,Neue  Integrationsmethode  partieller  Gleichnngen  erster 
Ordnung  zwischen  n  Veränderlichen"  von  Sophus  Lie,  Verhandlungen  der  Ges. 
d.  W.  zu  Christiania  Mai  1872;  daselbst  findet  sich  zugleich  eine  Beihe  wich- 
tiger Anwendungen  dieses  Begriffs.  Vgl.  auch  Göttinger  Nachrichten  Mai  1871 
und  October  1872. 
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Die  Gleichung: 

(26)  J  -  r  -  2hih  -  ^i) PnilCn  —  ar«)  =  0 

stellt  eine  durch  den  Punkt:  ^,  x^  -  ••  Xn  hindurchgehende  n-fach  aus 
gedehnte  Ebene  unsres  (n  -\-  l)-fach  ausgedehnten  Raumes  dar.  Der  Ii 
begriff  des  Punktes  z^  x^-  •  *  x^  und  der  hindurchgehenden  Ebene  (26 
das  ist  nun  die  Figur,  welche  wir  als  Bild  des  Werthsystems  £f,  x^  - ' '  x 
Pi'  • '  Pn  betrachten.  Wir  bezeichnen  dementsprechend  den  Inbegriff  di 
Punktes  z,  a;,  •  •  •  a?»  tmd  der  h'mdurcligefiendcn  Ebene 

}  —  e—Pi{li  —x^) pn  {in  —  a:»)  =  0 

als  ein  Eletncnt  des  Baumes  xr,  x^  -  -  -  Xn  ttnd  betradUen  dabei  z,  x^  *  •  >  x 
Pi  "  '  Pn  cds  Coardinaten  dieses  Elementes, 

Diese  Deutung  des  Begriffs  Element  zeigt  einen  Mangel,  welcher  de 
Elementcoordinaten  z^  x^  p  anhaftet.  Es  ist  nämlich  von  vornherein  kla 
dass  folgerichtig  überhaupt  jede  Figur,  welche  aus  einem  Punkte  imd  ein< 
hindurchgehenden  n-fach  ausgedehnten  Ebene  des  Raumes  jer,  a^j  •  •  •  a 
besteht,  als  ein  Element  des  Raumes  z^  x^^-  * '  Xn  bezeichnet  werden  musj 
aber  die  Elementcoordinaten  z^  x^*  •  -  Xn^  Pi  '  *  'Pn  stellen  nicht  die  O« 
sammtheit  aller  so  definirten  Elemente  des  Raumes  dar;  sie  werden  ja  fl 
alle  diejenigen  Elemente  unbrauchbar,  deren  n-fach  ausgedehnte  Ebene  d 
besondere  Form: 

Qiih  —  ^i)  H h  Qn(jCn  —  a:„)  =  0 

hat. 

Etwas  später  werden  wir  homogene  Elementcoordinaten  kennen  lerne 
welchen  ein  solcher  Mangel  nicht  anhaftet. 

Von  uDsrer  Yersinnlichung  des  Elemeutbegriffs  werden  wir  jetzt  eini( 
Anwendungen  geben. 

Eine  n-fach  ausgedehnte  Punktmannig^ltigkeit: 

Z  —  F(Xi  '  "  Xn)  =  0 

besitzt  in  jedem  ihrer  Punkte  r,  x^  •  *  -  Xn  eine  n-fach  ausgedehnte  Ta 
gentialebene,  deren  Gleichung  folgendermasseu  lautet: 

\  n 

Wir  wollen  nun  jedes  Element:  z^  x^-  > '  Xn^  Py'  -  -  Pn^i  dessen  Pun] 
ZjXi*  ' '  Xn  auf  der  Mannigfaltigkeit:  z  —  F{x)  =  0  liegt  und  dessen  Eben 

j  —  z—py(iy  —  rr,) pnijCn  —  rr„)  =  0 

die  zugehörige  Tangentialebene  dieser  Mannigfaltigkeit  ist,  kurzweg  als  ei 
Eletnent  der  Mannigfaltigkeit:  z  —  F  ^=  0  bezeichnen.  Dann  können  w 
sagen:  zu  jeder  n-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit:  z  —  iQcj^*-  *  x^)  = 
des  Raumes  z,  3?^  •  •  •  a?»  gehören  oo'*  verschiedene  Elemente  z,  x^-'-Xt 
Pi'"Pn^  deren  Inbegriff  durch  das  Gleichungensystem: 

(27)  ^_JF(a:j...a;.)  =  0,i>,  -||  =  0,  • -p.-ll^-O 

X  n 

dargestellt  wird. 
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Gleichungensysteme  von  der  Form   (27)   sind  uns  nichts  neues;    wir 
^ben  ja  früher  gesehen,  dass  sie  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  — PidXi  —  ...  —  pndXn  =  0 

«rfllllen  und  dass  sie  unter  allen  (n  +  l)-gliedrigen  Gleichungensystemen 
^on  dieser  Beschaffenheit  die  einzigen  sind,  welche  zwischen  xr,  Xj^  '  < »  Xn 
^ein  blos  eine  Belation  liefern.     Demnach  lässt  sich  das  vorhin  gefundene 

^rgrebniss  so  aussprechen: 

I>i€  Schaar  der  oo*  Elemente  z,  a-j  •  •  •  a?«,  p^  •  •  -jp«,  welche  zu  einer 

*f'fach  ausgedehnten  Punktmannigfältigkeit:  z  —  jP  (ir^  •  •  •  Xn)  '=  0  des  Baumes 

^>  ^x  —  ^n  gehören,  genügt  der  PfaffscJien  Gleichung: 

dz  — PidXi  —  •  •  •  — PndXn  =  0. 

ds  bleiben  hier  alle  n-fach  ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten  aus- 
geschlossen, welche  durch  eine  Gleichung  von  der  Form:  Sl(xi "  •  Xn)  ^^  0 
^»fireateUt  werden. 

Betrachten  wir  andrerseits   eine  Punktmannigfaltigkeit,   welche  durch 
X   unabhängige  Gleichungen: 

^''fir^stellt  wird.     Dieselbe  besitzt  in  jedem   ihrer  Punkte  oo^  n-fach  aus- 
fireaoliiite  Tangentialebenen,  welche  durch  die  Gleichung: 

9+1 


9+1 


Pi      dSl\ 


-' j  (J.  -  O^n)  =  0 


ä 


^*^^^irt  werden,  unter  il|  •  •  •  X^i  willkürliche  Parameter  verstanden.     Wir 
^^^*^^^n  nun  entsprechend  der  vorhin   eingeführten  Ausdrucksweise  ein  Ele- 
?^^  Zf  Xi' ' '  oSn^  Pi'  • '  Pn  stets  dann  als  ein  Element  der  Mannigfaltig- 
^  ^     ßj  s=  0,  —  «^Vfi  "^  ^  bezeichnen,    wenn  sein  Punkt  z,  Xi  •  •  •  rr« 
clieser  Mannigfaltigkeit  liegt,  und  wenn  seine  Ebene: 

i  —  z—  i?ife  —  Xj) pn{l^n  —  rr«)  =  0 


^     —      der  oo«  «-fach   ausgedehnten  Tangentialebenen  (28)   ist,  welche  die 

^^•^iiigfaltigkeit:    ß^  =  0,  •  •  •  ^g^i  =  0  im  Punkte:  je?,  iFj  •  •  •  o?»  besitzt. 

Die  Mannigfaltigkeit:  üj  =  0,  •  •  •  ßj+i  =»  0  ist  (n  —  q)-fa^h  aus- 

p^  ^^hnt,  sie  enthält  also  oo*~^  verschiedene  Punkte,  zu  jedem  dieser  cx)"~"« 

1-^J^lrte  gehören  nach  dem  eben  Gesagten  oo^  verschiedene  Elemente,  folg- 

■|  *^     gehören  zu   unsrer  Mannigfaltigkeit  im  Ganzen  oo"  Elemente,  welche 

^*^h  die  Gleichungen: 

ßl(jer,   Xi'^  '  Xn)  =  0,   •  •  •    SlgJ^i  (z,   x^  -  "  Xn)  =  0 


(s^ö) 


'-^    dsi.  '^    da. 


1 


1       ^«x  K^       ^**x 


(i  =  1  •  •  •  n) 


\ 


106  Kapitel  4,  §§  30,  81. 

definirt  werden,  vorausgesetzt,  dass  man  sich  aas  denselben  die  l  fort- 
geschafft denkt.  Durch  Elimination  von  li  -  *  -  ^^i  aus  (29)  erhfilt  man 
aber  ein  (n  -}-  l)-gliedriges  Gleichungensystem  in  ;er,  rci  •  •  •  a*»,  pj^  •  •  •  jj„, 
das  die  Pfaffsche Gleichung:  dz  — Pidx^ PndXn  =  0  befriedigt.   Also: 

I>ie  Schaar  der  oo»  Elemente  z^  ^i  •  •  •  a*«,  p^  '  •  'Pnj  fvdcke  zu  einer 
(n  —  q)-facJi  ausgedehnten  PunMmannigfaltigTceit  des  Itaunies  x?,  x^  •  •  •  rr« 
gehören,  genügt  der  Pf  äff  sehen  Gleichung:  dz  — P^dx^  —  •  •  •  — PnäXn  =  0\ 
hierbei  kann  q  eine  jede  der  Zahlen  0,  1,  2  •  •  •  n  sein. 

Wegen  der  besonderen  Beschaffenheit  der  Elementcoordinaten  z^  Xj  p 
bleiben  hier  alle  (n  —  (;)-fach  ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten  aas- 
geschlossen, deren  Gleichungen  von  z  frei  sind. 

Besonders  erwähnt  sei  noch  der  Fall  (?  =  n,  in  welchem  die  (n  —  q)- 
fach  ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeit  blos  aus  einem  Punkte: 

(30)  z  =  a,     Xi  =  a^j  '"  Xn  =  an 

besteht.  Die  cx)"  Elemente,  welche  zu  der  betreffenden  Punktmannigfaltig- 
keit gehören,  sind  da  eben  diejenigen,  welche  den  Punkt  (30)  zum  Punkte 
haben. 

Erinnern  wir  uns  der  in  §  21,  S.  78  ff.  durchgeführten  Bestimmung  aller 
(w -}-  1) -gliedrigen  Gleichungensysteme,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dz  — Pidx^  —  •  •  •  — pndXn  =  0    befriedigen,  so  ergiebt  sich  noch: 

Jedes  (n  -|-  l)'gliedrige  Gleidmngcnsystem  in  Zy  ^i  ' ' '  ^n^  Pi'  ' '  Pm 
welches  die  Pfaffsche  GleicJiung:  dz  —  l^idx^  —  •  •  •  —  PndXn  =  0  befriedigt, 
stellt  die  oo"  Elemente  dar^  welche  einer  PunJctmannigfaUigkeit  des  n-fadi 
ausgedehnten  Bautnes  z^  x^  -  -  •  Xn  angehören;  die  Dimensionenzahl  dieser 
PunktmannigfaltigJc^t  ist  eine  d4ir  Zahlen  0,  1,  2  •  •  •  n. 

Ist  ein  Gleich  ungensystem  m  Zy  x^' » '  Xn,  Pi  -  -  'Pn  so  beschaffen; 
dass  es  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  Pidx^  —  •  •  •  —  PndXn  ■=  0  be- 
friedigt, so  heisst  die  Schaar  von  Elementen:  Zy  Xy'-^Xn,  Pi  •••!>«, 
welche  es  darstellt,  eine  ElementmannigfaUiglceit  des  Ramnes  z,  x^^-'X^* 
Eine  Elementmannigfaltigkeit,  welche  durch  ein  System  von'n  — Z+1 
unabhängigen  Gleichungen  in  Zy  x^'  -  -  x„,  p^  - '  -  Pn  dargestellt  wird, 
so  dass  sie  aus  gerade  oo'  verschiedenen  Elementen  besteht,  nennen 
wir  kurz  eine  Element- Mi.*) 

Da  ein  Gleichungensystem,  welches  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  Pidx^  —  •  •  — PndXn  =  0 

befriedigt,   aus   mindestens   n  -{-  1    unabhängigen   Gleichungen  besteht,  so 

*)  Der  Begriff'  Element- Mannigfaltigkeit  wurde  eingeführt  in  der  Note:  Zur 
llieorie  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  •  •  •  von  Sophus  Lie, 
Göttinger  Nachrichten,  October  1872;  dagegen  wurde  die  Bezeichnung  „Element- 
Mannigfaltigkeit"  bez.  ,^Element-üf  **  zuerst  angewandt  in  den  Verhandlungen 
der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  für  1874.  Neuerdings  hat  Herr  Engel  die  vielleicht 
ausdrucksvollere  Bezeichnung  „  Element -Verein "  oder  „Verein"  in  Vorschlag 
gebracht.  Im  Texte  ist  aus  verschiedenen  Gründen  die  zuerst  eingeführte 
Bezeichnung  behalten. 
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giebt  es  überhaupt  keine  Elementmannigfaltigkeit,  welche  mehr  als  oo** 
Elemente  enthielte.  Eine  Elementmannigfaltigkeit,  welche  gerade  oo'*  Ele- 
inente  enthält,  also  eine  Element- Jlfi,  besteht  nach  den  eben  durchgeführten 
£otwickeluogen  stets  ans  den  oo'*  Elementen  einer  Punktmannigfaltigkeit 
<Je8  Baumes  jp,  rr^  •  •  •  Xn- 

Mit   Benutzung   des   Begriffs    der   ElemeDt-J[f„   können    wir   den 
Satz  13,  S.  96  aussprechen  wie  folgt: 

Satz  19.     Ein  System  von  w  +  1  unabhängigen  Gleichungen: 

stelll  dann  und  nur  dann  für  alle  Werthe  der  Parameter  a^  •  •  •  a^+i  eine 
^fcntent'Mn  dar^  u-ain  t\  •  •  •  Fn-{.i  eine  Identität  von  der  Form: 

dg  —pj^dxi pndxn  =  AirfFj  -j f-  A„4.irfJ^;+i 

^ß'iedigeny  oder,  was  auf  dasselbe  hitiauskommt,  timn  alle  Ausdrücke 
l-^i^x]  identisch  verscJiwinden, 

§  31. 

Um  den  Begriff  der  Elementmannigfaltigkeit  möglichst  zu^nglich 
^^     tnachen^   wollen   wir   zeigen,   dass   auch   die  Pfaffsche  Gleichung: 

^ fidXi  —  • Pnd^n  =  0  einer  begrifflichen  Deutung  fähig  ist. 

^ir  betrachten  irgend  eine  Schaar  von  oo*  Elementen,  also  nicht 
•  geira^^g  eine  Element-itf^   und  denken  uns  diese  Schaar  in  der  Weise 
^^Jytisch  dargestellt,  dasa  z,  x^-  -  -  x„y  Pi  *  "Pn  als  Functionen  eines 
^^^«^ineters  t  gegeben  sind: 

(i  =  1  •  •  •  n). 

Unter  den  oo^  Elementen  dieser  Schaar  greifen  wir  irgend  eines  heraus, 
das  zum  Parameter:  t  =  t^  gehörige  Element:  0^\  x^-'-Xn^  Pi"'Pn 
setzen   dabei   nur  voraus,   dass   iür   <  =  ^o   ^^®    2n  +  1   Differential- 
enten: 

dy         da.        dß. 

dt'       dt  ^       dt 

t  sämmtlich  verschwinden.    Dem  unendlich  benachbarten  Werthe:  t^-\'^t 
Parameters  /  entspricht  dann  ein  gewisses  unendlich  benachbartes  Element: 
z/je?,  Xy    +  Jxy^  •  •  •  pr^  +  ^Pn  unsrer  Schaar. 

Im  Allgemeinen  weicht  nun  der  Punkt:  z^  +  Jz^  x^  +  ^^u  '  ' ' 
-j-  Jxn  des  Elementes  mit  dem  Parameter  /^  -f-  Jt  von  der  n-fach  aus- 
ehnten  Ebene: 

i  -  ^^  -Pl'ih  -  ^l") Pn\tn  -  a;n«)  =  0 

-5i   Elementes:  z^,  x^^  - '  •  pn^  um   eine  Grösse   ab,  welche  von  derselben 
^^^nung  ist  wie  jf^  denn  der  Ausdruck: 


u 


^^"^)  ^Z  -  p.'Jj-,  -   ...  -  p.^JXn, 


\ 
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welcher  als  Mass  dieser  Abweichung  gelten  kann,  hat  im  Allgemeinen  dieselbe 
Ordnung  wie  ^t.  Es  kann  aber  für  einzelne  Werthe  von  fi  auch  vor- 
kommen, dass  der  Ausdruck  (32)  eine  unendlich  kleine  Grösse  von  höherer 
Ordnung   wird,  als  /lt.     In  diesem  Falle   sagen   wir,   dass   das  Element 

z^  +  ^^y  ^1^  +  ^^i  7  •  •  •  Pn   +  ^Pn    mit    dem    Elemente    ät®,  x^  -  •  -  pn 
vereinigt  liegt. 

Diese  Definition  kann  die  folgende  schärfere  Fassung  erhalten: 

In  einer  Sdiaar  von  cx>^  Elayienten: 
(31)  •        ^  =  K0,     Xi^a,{t),    Pi  =  ßi{t) 

(t  BS  1    .   •    .  m) 

liegt  das  Element  f^  mit  dem  unendlich  benadibarten  Elemente  t^-^-  /1t 
vereinigt j  wenn  der  Ausdruck: 

dz  dx^  dx^ 

dt  -P^IT P^-df 

für  t  =  i^  verschwindet^  ohie  dass  die  2n  -{-  1  Differenticdquotienten: 

dz      dx^         dx^      dp^         dp^ 
W '    ~di  df '    ~di  df 

ßr  t  =^  tf^  sämmtlidh  den  We^ih  Null  annehmen*) 

Soll  die  Schaar  der  cx>^  Elemente  (31)  eine  Element-M^  bilden, 
so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  der  Ausdruck: 

dz  dx^  dx^ 

-dt-P^-dT P-'-df 

für  jeden  WeVth  von  t  verschwindet.  Demnach  können  wir  eine 
Element' M^  auch  als  eine  solclie  ScJiaar  von  cx)^  Elementen  definiren, 
in  weldier  jedes  Element  mit  defn  unendlich  henadibarten  vereinigt  liegt, 

Haben  wir  endlich  eine  beliebige  Element -üf/  und  wählen  wir  in 
derselben  nach  irgend  einem  Gesetze  eine  Schaar  von  cx>^  Elementen 
Zy  Xi  "  '  Xnj  Pi  ' ' '  Pn  aus,  80  liegen  in  dieser  Schaar  zwei  Elemente, 
welche  unendlich  benachbart  sind,  jederzeit  vereinigt  und  o£fenbar  ist 
die  Elementmannigfaltigkeit  eben  durch  diese  Eigenschaft  als  solche 
charakterisirt.  In  Folge  dessen  können  wir  jetzt  die  nachstehende 
Definition  aufstellen: 

Eine  Elementmannigfaltigkeit  des  Baumes  z,  x^'  "  Xn  ist  eine  solche 
Sdiaar  von  Elementen  dieses  Baumes,  in  weldier  jedes  Element  mit  jedem 
unendlich  ienachbarten  vereinigt  liegt. 

§  32. 

Wir  definirten  das  Element  z^  ic^  •  •  •  a-„,  Pi'  •  'Pn  als  den  Inbegriff 
des  Punktes  z^x^^-Xn  und  der  hindurchgehenden  n-fach  ausgedehnten  Ebene: 

*)  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  Oetober  1872;  Verhandlungen  der  Ges.  d.W. 
za  Christiania  1874 ;  Math.  Ann.  Bd.  IX. 
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/ 

J  —  ^  — i?i(Ei  —  iTi) Pn(U  —  Xn)  =  0; 

• 

wir  bemerkten  jedoch  schon,  dass  die  Elementcoordinaten:  z,  x^'  - » Xn, 
Pi' '  '  Pn  gewisse  Nachtheile  haben ;  von  Rechts  wegen  wird  man  jede 
Figur,  welche  aus  einem  Punkte  und  einer  hindurchgehenden  n-fach  aus- 
gedehnten Ebene  besteht,  als  ein  Element  bezeichnen  müssen;  unsere 
Elementcoordinaten  stellen  aber  keineswegs  alle  derartigen  Elemente  dar, 
sondern  sie  versagen  für  alle  Elemente,  deren  ti-fach  ausgedehnte  Ebene 
die  Form: 

besitzt. 

Diesem  üebelstande  ist  leicht  abzuhelfen.  Die  Grössen  Pi'  •  *Pn  sind 
ja  weiter  nichts  als  Ebenencoordinaten  in  dem  Bündel  der  oo"'^  n-fach 
aasgedehnten  Ebenen,  welche  durch  einen  beliebig  gewählten  Punkt:  e^  x^^^'Xn 
gehen  und  diese  Ebenencoordinaten  sind  so  beschaffen,  dass  sie  nicht  alle 
durch  den  Punkt  je;,  x^  • » *  Xn  gehenden  n-fach  ausgedehnten  Ebenen  dar- 
stellen, um  diese  Ebenen  alle  zu  erhalten,  brauchen  wir  blos  an  Stelle 
von  Pi*"Pn  ein  System  von  n  +  l  homogenen  Ebenencoordinaten  Qi^-Qn-i-i 
durch  die  Substitution: 

Pi  =  —  T-^ ,  •••!>«  = 


einzuführen.  Die  n-fach  ausgedehnte  Ebene  eines  beliebigen  Elementes 
mit  dem  Punkte  Zj  x^»  •  -  Xn  hat  dann  die  Gleichung: 

^Nunmehr  sind  die  w  -|-  1  Punktcoordinaten  js?,  rr^  •  •  •  rr«  vollständig  gleich- 
berechtigt unter  einander;  es  ist  daher  kein  Grund  mehr  vorhanden,  die 
eine  unter  diesen  Punktcoordinaten,  nämlich  0  in  der  Bezeichnung  vor  den 
übrigen  hervorzuheben;  in  Folge  dessen  setzen  wir  noch: 

und  können  uns  jetzt  folgendennassen  ausdrücken: 

Ein  Element  des  (n  +  i)-facli  ausgedehnten  Baumes:  yi  •  •  •  y»-f.i  lieisst 
jede  Figur,  welche  atis  dem  Inbegriffe  eines  Punktes  Vi*  -  -  yn+i  wwd  ^ner 
hindurchgehenden  n-fach  ausgedehnten  Ebene: 

?i(9i  —  ^i)  H f-  ^n+i{^n+i  —  y«+i)  =  0 

besteht. 

Die  Grössen  ^i  •  •  •  J/n+i,  g'j  •  •  •  g»-f  1  bezeichnen  wir  als  homogene 
Elementcoordinaten,  im  Gegensatze  zu  den  nichthomogenen  Elementcoordinaten: 

Zj   X^'  "  Xni    Pi  '  '  'Pn- 

Zu  diesen  homogenen  Elementcoordinaten  kann  man  übrigens,  wie 
schon  früher  (S.  85  f.)  angedeutet,  auch  auf  einem  anderen  Wege  kommen. 

Unter  den  00*»+^  Elementen  des  Eaumes  jer,  x^- ' '  Xn  fassen  wir  blos 
die  00^"  ins  Auge,  welche  der  Gleichung:  z  =  0  genügen. 

Ist  jer  =  0,  x^  '  •  *  Xh,  Pi  ' ' ' Pn  irgend  eines  dieser  oo*'»  Elemente  und 
verstehen  wir  unter  X  einen  willkürlichen  Parameter,  so  stellt  die  Gleichung: 

8  —  ^Plih  —  ^1) ^Pnil^n  —  Xn)=0 
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die  oo^  n-fach  ausgedehnteu  Ebenen  der  cx>^  Elemente:  e  =  Oj  x^'  *  •  Xn 
Xp^^  •  •  •,  Xpn  dar.  Diese  cx>^  Ebenen  gehen  alle  durch  die  (n — l)-fiacl 
ausgedehnte  Ebene: 

des  ti-fach  ausgedehnten  Raumes  z  =  0. 

Demnach  sehen  wir,  dass  die  cx)*"  FAcmcnte  £,  rr^  •  •  •  a?»,  Pi'  '  -  Pn 
welche  der  Gleichung  z  =  0  genügen,  sich  in  cx)**"~^  Büschel  von  je  oo' 
anordnen  und  zwar  derart,  dass  die  oo^  Elemente  jedes  Büschels  durch  elf 
ganz  hestimmtes  der  cx)*""^  Elemente  des  n-fach  ausgedehnteti  Raumes  je?  =  C 
hindurchgehen. 

Betrachten  wir  nun  irgend  eine  Element- M»  des  Raumes  Zj  x^'-'Xn 
welche  der  Gleichung  z  =  0  genügt.  Nach  den  Entwickelungen  des  §  22 
S.  83  f.  wird  dieselbe  durch  n  -^  1  Gleichungen  von  der  Form: 


=  0,     F,(.i...a-»,  |-;...^)  =  0 


(l  =  1  •  •  •  «) 


dargestellt  Ihre  cx)"  Elemente  z^  x^p  ordnen  sich  in  Folge  dessen  eben- 
falls in  Schaaren  von  je  oo  ^  solchen,  welche  durch  ein  Element  des  n-facl 
ausgedehnten  Raumes  z  =  0  hindurchgehen.  Die  oo**""^  Elemente  des 
Raumes  je;  =  0,  welche  auf  diese  Weise  durch  die  Element -JIf„:  z  =^  0 
i^i  =  0,  •  •  •  Fn^=  0  des  Raumes  z^  x^*  -  -  Xn  definirt  sind,  bilden  ihrer- 
seits eine  Element -Jlf„—i  des  n-fach  ausgedehnten  Raumes. 

Hierin  liegt,  dass  wir  die  Grössen:  x^"*Xn',  Pi*"Pn  als  Coordinatei 
der  Elemente  des  n-fach  ausgedehnten  Raumes:  x^^-Xn  auffassen  können 
Die  so  definirten  Elementcoordinaten  sind  augenscheinlich  nichts  andere« 
als  die  oben  besprochenen  hotnogenen  Elementcoordinaten. 

Wir  wollen  endlich  noch  den  früheren  Satz  19,  S.  107  so  aussprechen, 
wie  er  sich  bei  Benutzung  homogeuer  Elementcoordinaten  gestaltet: 

Sind  x^  -  '  '  Xn^  Pi  '  '  •  Pn  homogene  Elementcoordinaten  des  n-fach  aus- 
gedehnteti  Raumes:  a;^  •  •  •  dr„,  so  stellt  ein  Gleichungensystem  von  der  Form: 

X^{X^  •  •  •  Xn,  i?!  •  •  -Pn)  =  «i ,    '  '  '    Xn{x^  '  "  Xn^  p^  "  '  Pn)  =  O« 

dann  u/nd  nur  dann  für  aUe  Werthe  der  Parameter  a^"'an  eine  Eletnent-  Mn—i 
dieses  Raumes  dar,  wenn  alle  (X,  Xx)  identisch  verschwinden  und  wenn  Xj  •  •  •  X, 
unabhängige  Functionen  von  x^  > '  -  Xny  Pi  •  •  - Pn  darstellen,  weldie  in  den  p 
homogen  von  nuUter  Ordnutig  sitid. 

§  33. 
Eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

F(Z,   X^  '-Xny   Pi  '  "Pn)  =0 

des  Raumes  je?,  x^*  •  •  Xn  'scheidet  unter  den  00*'*+^  Elementen  dieses 
Raumes  eine  Schaar  von  00^*  aus.  Die  Aufgabe  diese  Gleichung  zu 
integriren^  können  wir  daher  jetzt  so  aussprechen: 

Es  sollen  alle  Elanent-Mn  gefumlen  werden,  deren  Elemente  du 
Gleidiung:  F=0  erfüllen  oder  kürzer,  es  sollen  alle  Element-Mn  det 
Gleichung:  1^=0  gefunden  werden. 
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Eine  vollständige  Lösung  der  Gleichung  F=0  m  finden,  lieisst 
nic/its  anderes,  als  die  cx)**»  Elemente  der  Gleichung  auf  irgend  eine 
solche  Weise  in  eine  Schaar  von  cx)*»  Element- Mn  anordnen,  dass  der 
Inbegriff  aller  Elemente  dieser  c»»  Element- M^  mit  dem  Inbegriff  der 
00^*  Elemente  von  F  =  0  zusammenfallt*) 

Alle  Element -J/n  einer  Gleichung:  2^«=0  zu  finden,  ist  im 
Allgemeinen  blos  durch  Integration  möglich;  dagegen  kann  man  die 
Element- Jlf„_i  einer  jeden  Gleichung:  JF=0  ohne  Integration  angeben. 
Man  nehme  nur  irgend  eine  Element-ilf„,  welche  der  betre£fenden 
Gleichung  F  ^==  0  nicht  genügt  und  suche  alle  in  ihr  enthaltenen 
Elemente,  welche  F=0  erfüllen;  die  so  definirten  Elemente  bilden 
immer  eine  Element- Jlf„_i  von  J^=0.  Wählt  man  jene  Element-Jf» 
auf  alle  möglichen  Weisen,  so  erhält  man  alle  Element- Jfcfn—i  von  F=0: 

Sind  mehrere  Gleichungen: 

F^(0,    X^'-'Xn,  Pi"  -Pn)  =0,    .  .  •    Fg(0,    Xi"-Xny  Pi'-Pn)=0 

zwischen  z^  Xj^-  -  -  x„,  p^-  -  -  pn  vorgelegt,  so  kann  man  sich  die  Auf- 
gabe stellen,  in  allgemeinster  Weise  n+  1  —  q  solche  Gleichungen: 
^g^i(z,  X,  p)  =  0,  •  •  •  On+i{^,  X,  p)=0  hinzuzufügen,  dass  das  ent- 
stehende Gleichungensystem: 

JPi  =  0, . . .  i^,  =  0,      a>^i  =  0, . . .  a>«+i  =  0 

die  Pfaffsche  Gleichung:  ds  — Pidx^ • PndXn  =  0  erfüllt. 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  dass  blos  zwei  Gleichungen  vor- 
gelegt sind  und  daiss  die  eine  derselben  lautet:  z  ^f=0.  Da  wir  nun 
wissen,  dass  jedes  (w  +  l)-gliedrige  Gleichungensystem,   welches   die 

PfafiFsche   Gleichung:    dz  —  Pidx^ •  •  — PndXn  =  0   befriedigt   und 

welches  die  Gleichung:  z  =  0  umfasst,  auf  die  Form: 

z  =  0,    Fi(xi . . .  x«,  ^  •  •  •  ^)  =  0         (.  =  1  . . ») 

\  Pn  Pn  / 

gebracht  werden  kann,  so  werden  wir  naturgemäss  dazu  geführt,  die 
folgende  Aufgabe  zu  stellen: 

Es  sind  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

vorgelegt,  man  soll  in  allgemeinster  Weise  w  —  1  solche  Gleichungen: 

«,(»,••■..,  ^;-^^)-o,. ..*._.(,.. ....,a...''-)_o 

hinzufügen,  dass: 

*)  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  October  1872;  vgl.  auch  die  Yerhanllungea 
der  Ges.  d.  W.  za  Christiania  1871. 
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0  =  0,    F=  0,     *i  =  0,  • . .  *n-i  =  0 
ein   (n  +  l)-gltedrig€S   Gleichungensystem   tvird,   welches   die  Pfaffsche 
Gleichung:  dz  —  Pidx^ PndXn  =  0  erßllt 

Diese  Aufgabe  kann  o£fenbar  die  nachstehende  einfachere  Fassang 
erhalten: 

Vorgelegt  ist  eine  Gleichung  von  der  Fomi: 

(32)  i.(y^...y.,    J^...''^)  =  0 

in  den  2n  Veränderlichen  ^i  •  •  •  yn,  (h' ' '  <ln,  f^^n  soU  in  allgemeinster 
Weise  n  —  1  solche  Gleichungen: 

hinzufügen,  dass  ein  n-gliedriges  Gleichungensystem  entsteJU,  welches  die 
Pfaffsche  Gleichung:  Qidy^  +  *  •  •  +  Qndyn  =  0  befriedigt 

Von  der  grossten  Wichtigkeit  ist  es,  dass  diese  letzte  Aufgabe 
im  Wesentlichen  nur  eine  andere  Formulirnng  der  Aufgabe  ist,  eine 
gewisse  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  n  Veränder- 
lichen z,  a?!  •  •  •  Xn—i  zu  integriren. 

In  der  That,  es  sei: 

(33)      JF(y,...y„|.. .«"-=>)  =  0,      *,(y....y„|l...??=?)  =  0 

(/  =  1  .  .  .  «  —  1) 

ein  n-gliedriges  Gleichungensystem,  welches  die  Pfaffsche  Gleichung: 
^'i^yi  +  '  •  •  +  Qndyn  ==  0  befriedigt  oder  wie  wir  uns  nach  Analogie 
mit  der  auf  S.  101  eingeführten  Redeweise  ausdrücken  können:  es  sei 
(33)  eine  Lösung  der  Gleichung  (32). 
Setzt  man  nun: 

q  2—1 

y»  =  «;  yi  =  a;,,  •  •  •  y„_i  =  .T„-i,  --  =  —  Pi, F"  =•  —  P—1, 

80  erhält  man  aus  (32)  die  Gleichung: 

(320  F(X,  .  .  .  Xn-.l,    ^;    -i?i,    •  •  •    -l>n-l)  =  0 

und  aus  (33)  das  Gleichungensystem: 

F(Xj^ '  •  •  Xn-u  ^,  —  i>i,  •  •  •  —  l>«-i)  =  0, 
Oi(x, . . .  a;„-i,  ^,  —  ft,  •  •  •  —Pn-i)  =  0, 

(t  =  1  •  •  •  n  —  1). 

Dieses  letztere  befriedigt  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  — PidXi — pn^idXn-i  =  0 

und  umfasst  die  Gleichung  (32');  es  stellt  also  nach  S.  101  eine  Losung 
von  (32')  dar. 


(330 
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Macht  man  andrerseits  in  einem  n-gliedrigen  Gleichungensystem, 
welches  eine  Losung  von  (32')  darstellt^  die  Substitution: 

q  Sf  — 1 

«■=y.,  «1  =  yi,  •  •  •  ««_!  ==  yn-i,  Ä  =  —  -S  •  •  •  Pn-i  =  —  -~-, 

in  ^n 

80  erhält  man  offenbar   ein  Gleichungensystem,  welches  eine  Lösung 
von  (32)  darstellt. 

Dies  alles  ist  auch  begrifflich  klar.*) 
Die  Gleichung: 

bestimmt  eine    Schaar   von    oo^"""^    Elementen    des    w-fach    ausgedehnten 
Haumes.    Es  handelt  sich  nun  darum,  alle  Element -Jlfn—i  zu  finden,  welche 
ui  dieser  Schaar  von  oo^"""^  Elementen  enthalten  sind.    Das  ist  eine  Auf- 
gabe, welche   man   entweder   unter   Benutzung    der   homogenen  Element- 
coordinaten:    ^i  •  •  •  y„,    Qi' ' '  Qn    analytisch    formuliren   kann   oder   unter 
BenutzTmg  der  nicht  homogenen  Elementcoordinaten:  e^  iCi'-'O;«— i,  Pi^"Pn—i- 
Selbstverständlich  sind  diese  beiden  analytischen  Formulirungen  im  Wesent- 
lichen mit  einander  äquivalent,  nur  ein  kleiner  Unterschied  findet  statt,  der 
'Q  dem  Unterschiede   zwischen  homogenen  und  nicht  homogenen  Element- 
coordinaten  seinen  Grund  hat:  Löst  man  das  Problem  für  homogene  Element- 
coordinaten, so  kann  man  sehr  gut  auch  solche  Element- 21/^—1  finden,  welche 
f^^  Gleichung:  ^«  =  0  befriedigen,  löst  man  dagegen  das  Problem  in  nicht 
homogenen   Elementcoordinaten,    so   gehen    alle    derartigen  Element-^»— i 
^®noren,  weil  für  sie  die   nicht  homogenen  Elementcoordinaten  unbrauch- 
^  sind. 

Wir  wollen  die  vorstehenden  Betrachtungen  noch  durch  ein  Bei- 
spiel  erläutern. 

Eine  Gleichung  von  der  Form: 

^stimmt  eine  Schaar  von  cx>*  Elementen  des  Raumes  0.  x,  v.  Unter 
^esen  oo*  Elementen  giebt  es  cx>',  welche  die  Gleichung:  j8f  =  0 
^^riedigen.  Man  sieht  sofort,  dass  die  so  definirten  cx)^  Elemente  des 
^^Hies  xr,  X,  y  sich  in  oo*  Schaaren  von  je  oo^  anordnen  und  zwar 

^>  ciass  alle  oo^  Elemente  einer  derartigen  Schaar  durch  ein  Linien- 
^  ^^J[ient  der  Ebene  je?  =  0  hindurchgehen.  Demnach  sind  durch  die 
^^^iohung: 

j  •)  Die  Entwickelungen  des  Textes  erklären  und  vervollständigen  eine   von 

^^^hi  herrührende  Umformung  des  Integrationsproblems  der  allgemeinen  Gleichung : 

-^X^i  •  •  •  ^«»  ^.  Pi  •••!>„)  =  0. 
^*-  die  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1873  und  1874. 

^ie,  Theorie  der  Transformationsgrappen.   II.  8 
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cx>'   Linienelemente   der   Ebene   e  =  0   ausgezeichnet.    In   den   nicht 
homogenen  Linienelementcoordinaten  x,  y,  y'  werden  diese  oo'  Linien- 
elemente durch  die  Gleichung: 
(34)  Fix,  y,  -  y')  =  0 

dargestellt^   welche  als   eine   gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  der  Ebene  x,  y  aufgefasst  werden  kann. 

Die  Aufgabe,  alle  Element -Jlf^  der  Gleichung  (34)  zu  finden^  ist 
offenbar  äquivalent  mit  der  Aufgabe^  alle  Element- Jlfg  des  Raumes 
Zj  Xy  y  zu  finden,  welche  den  beiden  Gleichungen: 

g  =  0,     F{x,y,^  =  0 
genügen. 

Kapitel   5. 

Die  Berührungstransformationen  in  beliebig  vielen  Veränderllohen« 

Ist  eine  Transformation: 

(^)  p!  =  Pi{^,  a^i  •  •  •  X„,  pi  •  .  •  Pn) 

(l  =  1 . . .  «) 

in  den  2n  +  1   Veränderlichen   e,  x^'  -  >  Xn,  Pi  -  -  Pn   so  bescha£feD, 
dass  sie  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  p^dx^  — PndXn  =  0 

invariant  lässt,  so  heisst  sie  eine  BerüJirungstransforniation  des  (n-f-1)- 
fadi  atisgedehnten  Baumes:  z,  x^-  *  -  Xn*) 

§  34. 

Die  Transformation  (1)  ist  dann  und  nur  dann  eine  Berührungs- 
transformation, wenn  die  2n  +  1  Functionen  Z,  Xj  •  •  •  X„,  P^  - » -  P» 
eine  Relation  von  der  Form: 

(2)     dZ—  P^dX^ PndXn  =  Q{dz  -p^dx^ Pndx^ 


*)  Die  im  Texte  gegebene  Definition  des  Begriffes  Beruhrunggtrcmsformatum 
wurde  aufgestellt  in  der  Abhandlung:  „Zur  analytischen  Theorie  der  BerOhrnngs- 
transformationen"  von  SophusLie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania^ 
Juni  1873;   vgl.    dieselben  Verhandlungen  für  1871   und  1872,   sowie   GötÜDger 
Nachrichten,  October  1872.    Die  in  dem  vorliegenden  Kapitel  entwickelten  S&ise 
über  Berührungstransformationen  finden   sich  ebenfalls  in  der  zuerst  genanntei». 
Arbeit.    Freilich  waren  derartige  Transformationen,  wie  im  Texte  erwähnt  wird^ 
schon  früher  von   mehreren  Mathematikern,   besonders  von  Euler ^  Ampkre  und. 
Jacohi  benutzt  worden;   keiner  unter  Hinen   gab   aber  eine  wirkliche  DefmUüm^^ 
geschweige  denn  eine  systematische  Theorie  der  Berührungstransformationen. 
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a;, 


»•> 


identisch  befriedigen^  unter  q  eine  gewisse  Function  von  a,  x^  • 
Pi"  '  Pn  verstanden. 

Man  sieht  leicht,  dass  hier  die  Function  q  niemals  identisch  ver- 
schwindet. Ware  nämlich  9  ^  0,  so  zerfiele  die  Identität  (2)  in  die 
folgenden  2n  +  1" 


(2') 


fr  "■  ^1  >. ^n^r-  =  0 


dz 

dz 

dx. 


-Pi 


dz 
dx. 


dPi  ^  dp. 


dz 

^«  dx.        '^ 
. .  .  _  P n  =  0 


('  =  1 


«), 


so  dass  alle  (n  +  1)- reihigen  Determinanten  der  Matrix: 

dz   dz  dz   dz  dz 


dz     dx^ 

öx^    op^ 

^Pn 

ZX^  dX^ 

dx^  dx^ 

3X, 

dz     dx^ 

dx^  dp^ 

■^Pn 

•                 •                • 

n           n 

•                      m                       •                      • 

•                                         • 

dz     dx^ 


ox^  dp^ 


^p. 


identisch  verschwänden  und  also  die  Functionen  Z,  X|  •  •  •  X„  gar 
nicht  von  einander  unabhängig  wären;  das  aber  ist  ausgeschlossen^ 
da  ja  (1)  eine  Transformation  sein  soll. 

Eine   sehr   einfache   und   besonders  wichtige   Ueriihrungstransfor- 
mation  ist  die  nachstehende: 

(3)         Xi  =i>if  '  "  X.I  =  pq,  x^i  =  a;^i,  •  •  •  x„'  =  Xn 

Pi   =  —  ^1;    •  •  •   P'l  =  —  ^7?     P9-^l  =PH-1;    •  •  •  Pn=Pn, 

in  welcher  q  eine  beliebige  der  Zahlen  1,  2--«aj  bedeutet  Indem 
man  sich  überzeugt,  dass  diese  Transformation  die  allgemeine  Definitions- 
gleichung (2)  einer  Berührungstransformation  erfüllt,  erkennt  man  gleich- 
zeitig, dass  die  Grösse  q  den  Werth  1  besitzt.  Transformationen  von 
dieser  Gestalt  kommen  für  den  Fall  g  =  1  bereits  bei  £uler  vor;  der 
Fall  n  =  3,  q  =  2  ist  unter  dem  Namen  ^^Legendresche  Transformation" 
bekannt;  der  Fall  m  =  3,  q=  1  findet  sich  bei  Ampere. 

Verstehen   wir   unter    «^  •  •  •  a„    irgend    eine    Reihenfolge    der   Zahlen 
1,  2  *  •  •  fl,  so  stellen  offenbar  auch  die  Gleichungen: 

8* 
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(3') 


r    =  r  —  Xa.Pa, ^«.P«, 


^a,  =Pa,y    •  •  '    Xa 


Pa^^     ^u^l  ^«H-1'    *  '  *    ^« 


Xr 


1'«.  =  —Xa,,    '"  Pa,j  =  —  X„^^,    Pa^^  =  Pa^^,    "  '  Pa^  =  Pa^ 

stets  eine  BerUhrungbtraiiBformation  dar.  Von  dieser  Berührungstransformation, 
welche  zwar  in  ihrer  Form  etwas  allgemeiner  ist  als  (3),  nicht  aber  in  ihrem 
Wesen,  wollen  wir  hier  eine  bomerkenswerthe  Anwendung  machen. 

Nach  Theorem  9,  S.  82  kann  jedes  (»  +  l)-gliedrige  Gleichungen- 
system, welches  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz — Pidx^  —  • — pndXn  =  0 
befriedigt,  durch  Auflösung  auf  die  Form: 

d  W  d  ir 


(4) 


^«,) 


^Vf,  ~~~ 


^Pa, 


X»    =  — 


dp. 


dW 


dx„ 


gebracht  werden.  Führen  wir  nun  auf  (4)  die  Berührungstransformation 
(3')  aus,  so  erhalten  wir  in  den  ß\  x\  p'  das  Gleichungensystem: 

Z    =W{X.,  .  .  .  X.;),     p,  =  -^;,    •  •  •  JPn  =  äF' 

1  n 

welches  seinerseits  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz'  —  p[dx[ —  •  •  — p'^dXni=^0 
erfüllt.  Damit  ist  bewiesen,  dass  man  jedes  (n-j"  l)-gliedrige  Gleichungen- 
system, welches  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  — P^dx^  —  •  •  •  —  Pnäx^  =  0 
befriedigt,  durch  eine  geeignete  Berührungstransformation  von  der  Form  (3') 
in  ein  Gleichungensystem  überführen  kann,  welches  in  aufgelöster  Form 
so  lautet: 

z'  —  F(xi  .  . .  a:;)  =  0,  ^;  —  ^  =  0,  .  •  •  ^^^  —  ^  c=  o.*) 

1  it 

Man  übei-zeugt   sich   fem  er   durch   eine  leichte  Eechnung,   dass  jeder 
Klammerausdruck:  [F0]gxp  hei  Ausführung  der  Transformation  (3')  die  Form: 

erhält.  Mit  Benutzung  dieser  Bemerkung  Hessen  sich  die  Entwickelangen 
der  §§  25  und  26  des  vorigen  E^apitels  abkürzen. 

Als  zweites  Beispiel  einer  Berührungstransformation   führen  wir 
noch  an: 


r              /                              a 

Z  ""^  z 

yi  +  pj  + •••+*» 

(5) 

Xi   —  Xi  +   — -z .' z ,    Pi 

»                                           (i  =  1  •  •  •  n) ; 

für  dieselbe  hj 

it  Q  ebenfalls  den  Werth  1. 

*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  November  1874. 
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Ist: 

(1)         z  =  Z(z,  X,  p),    X.'  =  Xi{e,  X,  p),    pl  =  Pi{z,  X,  p) 

(i  =  1  •  •  •  n) 

irgend  eine  Berührungstransformation,  so  besteht,  wie  wir  wissen,  ver- 
möge (1)  eine  Relation  von  der  Form: 

(6)  dz—p^dx{ pndxn  =  Qi^fXyp).  iclz—Pi dx^ PndXn) , 

wo  die  Function  q  nicht  identisch  verschwindet.    Hieraus  ergiebt  sich 
sofort,  dass  die  zu  (1)  gehörige  inverse  Transformation: 

g  =  Z(0\  x\  p),    Xi  =  Xi{z\  x\  p),    pi  =  Pi(z\  x\  p) 

(i  =5  1  •  •  •  n), 

welche  durch  Auflösung  von  (1)  nach  den  z,x,p  erhalten  wird,  eben- 
falls eine  Berührungstransformation  ist. 

Führen  wir  andrerseits   zuerst  die  Berührungstransformation  (1) 
aus  und  sodann  irgend  eine  zweite  Berührungstransformation: 

(1')   «"=  Z(e',  x',  p'\    «/'=  Si{e',  X,  p'),  pr=  i7,(/,  x',  p') 

(1  =  1  .  .  -n), 

SO  ist  die  auf  diese  Weise  erhaltene  Transformation: 

(1")  /'^  z{z,  X,  P),  x/'=  Si{z,  X,  P),  pr=  n^iz,  X,  P) 

(i  =  1  •  •  •  n) 

stets  wieder  eine  Berührungstransformation. 

In  der  That,  vermöge  (1)  besteht  eine  Relation  von  der  Form  (6) 
und  vermöge  (T)  eine  von  der  ähnlichen  Form: 

d/'  —  p^'dx^'  —  ...  —  pn'dXn    = 

< 

=  <s{z\  x\  p) .  {dz'  —  p^dx^  — PndXn). 

Vermöge  der  Gleichungen  (1"),  welche  sich  aus  (1)  und  (1')  durch 
Fortschaffung  der  z\  x\  p  ergeben,  besteht  daher  eine  Relation  von 
der  Form: 

dz"  —  pl'dx^' Pn'dXn    = 

=  p(^,  X,  p) .  e{Z,  X,  P)  {dz  -p^dx^ Pndx^), 

also  ist  (1")  wirklich  eine  Berührungstransformation. 

Wir  haben  somit  den 

Satz  1.  Die  Befiihrungstransformationen  des  (w -|- l)-/flcA  aus- 
gedehnten  Rautncs  z,  x^-'-Xn  ordnen  sich  paariveise  als  inverse  zusammen; 
fuhrt  man  andrerseits  zwei  helichi/j/e  Berührungstransformatixynen  dieses 
Baumes  nach  einander  aus,  so  ^erhält  man  stets  uneder  eine  Berühnmgs- 
transformation. 

6etzen  wir  den  in  der  Einleitung  des  ersten  Abschnitts  eingeführten 
Begriff  „unendliche  continuirliche  Gruppe'*  als  bekannt  voraus,  so  können  wir 


(6-) 
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sagen,  dass  alle  Bmilirungsiransformaiioncn  in  den  Veränderlichen  jsr,  x^  •  •  •  a:„, 
Pi"'Pn  eine  unendliche  continuirliche  Transformaiionsgruppc  bilden. 

Bestimmen  die  Gleichungen: 

e'  «=  Z(jS,  X,  p),     Xm=  Xy{z,  X,  p),     pn  =  Px(^,  x^  p) 

eine  Berührungstransformation  und  die  Gleichungen: 

z'=A{i,  E,  p),    a;;=  2?x(i,  h  P)y    Px'=  Gr(ä,  E,  p) 
eine  zweite,  so  bestimmen  die  Gleichungen: 

Z(z,  X,  p)  =  Ä(i,  E,  p),    X,  =  J?x,    Px  =  Cx 

eine  BerQhrungstransformation  zwischen  den  Veränderlichen  z,  a?,  p 
und  2,  E>  P)  63  bestehen  ja  nach  unsern  Voraussetzungen  Identitäten 
von  der  Form: 

dz'  —  Pi'dXi  —  •  • PndXn  =  Q{dz  — p^dx.^  —  •  •  •  —  Pndx^ 

dz  —  pldx^ PndXn  =  o{di  —  p^di^ V«rfE*.), 

also  auch  eine  von  der  Form: 

di  —  Pidlx —  pndln  =  w{z,  Xy  p) .  {dz  —  p^dx^ Pndx^). 

§  35. 

Es  seien  jetzt  irgend  welche  Functionen  Z,  Xj  •  •  •  X„,  P^^  •  •  Pj^ 
vorgelegt,  welche  eine  Identität  von  der  Form: 

(2)     dZ—P^dXj^ PndXn  =  Q{dz—p^dx^ Pndx^) 

mit  nicht  verschwindendem  q  befriedigen.     Wir  werden  gewisse  Dif- 
ferentialrelationen ableiten,  welche  für  alle  solchen  Functionensysteme '* 
Z,  Xi,  Pi  charakteristisch  sind. 

Die  Identität  (2)  läset  sich  auch  schreiben: 

1             1\                        P 
dz  — Pidx^ PndXn  =  —  dZ dXj -dXn, 

also  müssen  nach  Satz  16,  S.  98  die  n  -(-  1  Functionen:  Z,  X^  •  •  •  X» 
paarweise  in  Involution  liegen,  es  muss  sein: 

(7)  [ZX]  =  0,    [X,XJ^O        (.•.x  =  i....). 

Andrerseits  ist  identisch: 

dZ  —  P^dX, PndXn  =  d{Z  —Xa,Pa, ^»^P«,)  + 

+  X,,dPa,  +  •  •  ■  +  Xa^dPa^  -  Pa^.dX.^^ ■P«,<'^„ 

WO  oTi  •  •  •  or»  wie  schon  öfter  eine  beliebige  Keihenfolge  der  Zahlen 
1 ,  2  •  •  •  n  bezeichnet  und  q  irgend  eine  dieser  Zahlen  ist.  Wird  dieser 
Werth  von  rfZ—  Pi^X^ PndXn  in  die  IdentitÄt  (2)  eingesetzt 


(7') 
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und  nochmals  jener  Satz  16  benutzt^  so  ergiebt  sieb,  dass  die  n  -|-  1 
Functionen: 

paarweise  in  Involution  liegen.     Folglich  haben  wir: 

f[P,,Px]EE^O,      [Pi,X,]~.0      C  +  x) 

[P,,  ZJ  E^  P,[P„  X,] 

(t,  X  ^  1  • . «  n). 

Ferner  liefert  die  Berührungstransformation  (5)  die  Identität: 

wo  S  zur   Abkürzung  für   1  +  Pi*  +  *  •  *  +  -P**  geschrieben  ist,   ep 
müssen  also  die  Functionen: 

paarweise  in  Involution  liegen.    In  Folge  dessen  ist: 

r  aP,  aP-] 

woraus  sich  ergiebt: 

[P„    X,]  =  [P„    Z,]  =  .  •  .  =  [Pn,    X,]. 

um  endlich  den  Werth  des  Ausdrucks  [P,,  X,]  zu  finden,  benutzen 
wir  den  Umstand,  dass  die  2n  -f-  3  Functionen: 

Z'  =  Z,     Xl  =  Xi,    •  •  •    Xn   =  Xn,     Xn^i  =  Xn+1 
Pl    =  Pl,    '"   Pn    =  Pny    K+l  =  QP^+l 

der  2n  +  ^  Veränderlichen  z,  ar^  •  •  •  Xn-^-iy  2h' ' '  Pn-\-i  die  Gleichung: 

tt+l  n+l 

dz'  —  ^  prdxy  =  Q(dz  —  ^  PrdXr) 
1  1 

identisch  befriedigen.     Wir  setzen  für  den  Augenblick: 

dann  muss  nach  dem  Vorangehenden  sein: 

[Pi,  XJ^^, .-  . . .  ~  [P«,  X„]^,  ^  [QPn+u  ^»+i]«+i5 

hier   hat  der   Ausdruck   am   weitesten   rechts   einfach   den   Werth   9, 
während  [P,,  X,]  .  ^  gleich  [P,-,  X,]  ist.     Also  kommt: 

(7")  [P.,  XJ-...-[P„X»]  =  ^. 
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Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

Satz  2.  Sind  Z,  Xj  •  •  •  Z«,  P^-  "  Pn  solcJie  Functionen  der  Ver- 
änderlichen: z,  Xi"  -  Xnj  Pi  •  •  -Pn)  tceldie  eine  Identität  von  der  Form: 

(2)     dZ—  P^dX^ PndXn'i^Qidz  —  p^dx^ PndXn) 

befriedigen  j    wo    q    eine    nicht   identisch    verschucindcnde   Function    von 
Zy  x^'-'Xny  Pi"*Ph  hezeichnct,  so  bestehen  auch  die  DifferentialrelcAUmen: 

I  [Z,    Xi\  =  [X,-,    Xx]  -=  [P,-,    Xx]  =  0  (.•  +  r) 

\  (i,  X  =s  1  •  •  •  n) 

sämmtlich  identisch. 

Dieser  Satz  lässt  sicli  leicht  yervollstandigen. 

Aus  dem  Bestehen  einer  Identität  von  der  Form  (2)  mit  uicht 
verschwindendem  q  folgt  nach  Satz  15^  S.  98,  dass  die  Fanctionen 
Zj  Xi  •  •  •  X„  von  einander  unabhängig  sind.  Wären  nun  die  Functionen 
P^' ' '  Pn  nicht  von  einander  und  von  Z,  X^  •  •  •  X«  unabhängig ,  so 
Hesse  sich  jedenfalls  eine  unter  ihnen,  etwa  Pq  durch  die  übrigen  und 
durch  Zy  Xj  •  •  •  Xn  ausdrücken: 

Pq  ^   X(2\   •   •   •  Pq—lf    Pq^l   '   *   '   Pn,     Z,     X^   *   •   •   X«), 

es  müsste  also  sein: 

[P,X,]-[XXJ  =  0, 

was    nicht    der    Fall    ist.      Folglich    sind    die    2n  +  1    Functionen: 

Z,  Xj  •  •  •  Xn,  Pi'  * '  Pn  von  einander  unabhängig. 

Damit  haben  wir  die  angekündigte  Vervollständigung  des  Satzes  2: 
Satz  3.    Befriedigen  die  2n+l  Functionen  Z,  X^-'-Xn,  P^'-'Pn 

der  Veränderlichen  Zy  x^-  -  -  x»,  p^  -  -  -ptn  eine  Identität  von  der  Form: 

(2)        dZ-P,dX, PndXn'=Q{dZ-p,dX, PndXn) 

in  welcher  q  nicht  verschwindet,  so  sind  sie  von  einander  undbJuingig*) 
und  es  stellen  daher  die  Gleichungen: 

Z    =  Z,      X/  =  X,',      p/  =  Pi  (i  =  1  .  .  .  n) 

eine  Berührungstransformation  dar. 

Aber  der  Satz  2  lässt  sich  auch  umkehren. 

In  der  That,  es  seien  2?j  +  1  Functionen  Z,  X^-Xn,  P^'-'Pn 
vorgelegt,  welche  die  Gleichungen  (8)  identisch  befriedigen,  ohne  dass 


*)  Dass  2w  +  1  Grössen  Z,  X^-X^,  P^'P^,  welche  die  Identität  (2) 
des  Textes  erfüllen,  von  einander  unabhängig  sind,  ist  aus  der  Theorie  des 
Ffaffßchen  Problems  längst  bekannt 
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g  verschwindet.  Wir  werden  zeigen^  dass  unter  diesen  Voraussetzungen 
die  Identität  (2)  besteht. 

Zunächst  erkennen  wir  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin ,  dass  die 
Functionen  P^^-  -  •  Pn  von  einander  und  von  Z,  X^-  -  -  Xn  unabhängig 
sind.  Wären  andrerseits  Z,  X^-  -  -  Xn  nicht  von  einander  unabhängig, 
so  müsste  sich  entweder  Z  durch  X^  •  •  •  X„   allein  ausdrücken  lassen: 

oder  eines  der  X  etwa  Xq  durch  die  übrigen  allein: 

X^  E^  ^(^1  •  •  •  -^f^j— 1,   X^^-i  •  •  •  Xn). 

Im  ersten  Falle  ergäbe  sich  aus  der  Gleichung: 

[i^Z]  iZH  [P,  £7] 
eine  Identität  von  der  Form: 

die  nach  der  vorhin  gemachten  Bemerkung  über  P^-  -  •  Pn  unmöglich 
bestehen  kann;  im  zweiten  Falle  führte  die  Identität: 

[P„  X,]  =  [P„  F]  =  0 

auf  einen  Widerspruch.  Also  erkennen  wir,  dass  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  die  Functionen  Z,  X^  •  •  •  X«,  P^»  -  *  Pn  von  einander 
unabhängig  sind. 

Da  die  von  einander  unabhängigen  Functionen  ^,  X,  •  •  •  X„  paar- 
weise in  Involution  liegen,  so  giebt  es  nach  Satz  16,  S.  98  sicher 
w  +  1  Functionen  <y,  77i  •  •  •  77„,  welche  die  Gleichung: 

dz  —PidXi Pnd^n  =  —  (dZ  —  n^dXi —  Tl^dXn) 

identisch  erfüllen.     Hier  haben  wir  wegen  Satz  2: 

also  ist  zum  Beispiel  Tli  eine  gemeinsame  Lösung  der  n  —  1  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen: 

[x„  n  =  0,  • . .  [x,_i,  n  =  0,  [x,+i,  /]  =  0,  •  •  •  [x„  n  =  0. 

Diese  Gleichungen  haben  n  -{-  2  unabhängige  Lösungen  gemein,  näm- 
lich: Zy  Xj,  Xg  •  •  •  Xn,  P,,  sie  sind  andererseits  von  einander  unab- 
hängig, wie  man  sich  sofort  überzeugt,  wenn  man  in  ihnen  für  f  der 
Reihe  nach  die  Functionen  P^  •  •  •  P,«-i,  P,+i  •  •  •  P«  einsetzt  und  (8) 
berücksichtigt;  folglich  haben  sie  sicher  nicht  mehr  als  w  +  2  un- 
abhängige Lösungen  gemein,  und  jede  solche  gemeinsame  Lösung, 
also  auch  77»-  ist  eine  Function  von  Z,  X^  •  •  •  X«,  P,  allein: 

n,^U(z,  x,...x„  p,). 
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Tragen  wir  nun  diesen  Werth  von  77,  in  die  Gleichung: 

[Z,  77,]  —  77,[X,,  77,]  =  0 

eiu;  welche  nach  Satz  2,  S.  120  ebenfalls  identisch  erfüllt  sein  muss, 
so  kommt: 

|^{[Z,  i>]-f/[X,P,]}=0, 

oder  da  U  wegen  [77,,  X,]  =  0  nicht  von  P,  frei  sein  kann: 

[Z,  PJ-  f7[X,,  P,]  =  0. 

Andererseits  aber  ist: 

[Z,  PJ  -  Fi  [X,,  P]  E^  0 ; 

also  folgt:  Pi  "EE  Ui  eee  III  und  ausserdem  (J  f^  p . 

Damit  ist  die  Umkehrbarkeit  des  Satzes  2  bewiesen.  Wenn  wir 
daher  alles  zusammenfassen,  können  wir  sagen: 

Satz  4.  Sollm  2n  +  1  Functimwn  Z,  X^'-Xn,  Pi  •  •  •  P«  rfer 
Veränderlichen  z,  x^*  -  -  Xn,  Pi'  -  •  Pm  €ine  Identität  von  der  Form: 

dZ  —  F^dXy^  — PndXn  =  Q{d0  — p^dXy Pndx^) 

mit  nicht  verschwindendem  q  befriedigen,  so  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  sie  die  Belationen: 

[Z,  X]  =  [X,,  Xx]  =  [P,,  X,]  =  0    0  +  x) 

(8)  [P„  X,]  =  9,    [P,,  Z)  =  9P, 

identisdi  etfüUen,  Ist  diesen  Bedingungen  Genüge  geleistet,  so  sind 
Z,  X^"  •  Xn,  Pi' '  •  Pn  unabhängige  Functionen  iJirer  Argumente  und 
die  Gleichungen: 

(9)  e'  =  Z,x(  =  Xi,pl  =  Pi    («=1...») 

bestimmten  dalier  eine  Beriüirungstransformation.  Ist  Z,  X^-'-X«, 
Pi' ' '  Pn  das  allgemeinste  Functionensystem  von  der  definirten  Beschaffen- 
heit, so  ist  (9)  die  allgemeinste  Berührungstransformation.*) 

Die  Relationen  (8),  durch  deren  Bestehen  eine  Transformation  (9) 
als  Berührungstransformation  charakterisirt  ist,  ergeben  eine  wichtige 
Eigenschaft  des  Elammersymbols. 

Es  seien  O  und  W  irgend  zwei  Functionen  von  z,  x^*  -  -  Xn^ 
Pi'''Pn'  Bilden  wir  den  Elammerausdruck  [O,  ^P],  indem  wir  be- 
rücksichtigen, dass  sich  O  und  W  auch  als  Functionen  von  Z,  X|  -•-X«, 
Pi  •  •  •  Pn  darstellen  lassen,  so  kommt: 

*)  Lie,  Zur  analytischen  Theorie  der  Berührungstransformationenf  Vorhand- 
langen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  Juni  1873;  Ä,  Mayer,  Ueber  die  LieBchea 
Berührungstransformationen,  Göttinger  Nachrichteu,  1874. 
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i*.^^2  ili  £  »^1 +I^M  w  Ri  I + 


.•-*|X  IX  ' 


ix 

n 


also  wegen  (8): 

[9,  W]  =  q2:  |äP,  [bx,  +  ^'  ä-^j  -  TP,  [dX,  +  ^'  8Z)\  > 

was  wir  mit  Benutzung  einer  leicht  verständliclien  Bezeichnungsweise 
'    kurz  so  schreiben  können: 

(10)  [*,    W\,,p  =  Q[0,    W^z,x,B. 

Diese  Identität  sagt  aus,  wie  sich  der  Klammerausdruck  [0,  W\x,p 
gegenüber  der  Berührungstransformation  (9)  verhält.  Es  gilt  offen- 
bar der 

Satz  5.    Führt  man  an  Stelle  von  z,  a?!  •  •  •  a;«,  |)i  •  •  «p«  vermittelst 
einer  BeriUirungstransformation: 

z  =  Z{z,  X,  p) ,    xl  =  Xi{z,  X,  p) ,    p/  =  Pi{z,  X,  p) 

die  neuen  Veränderlichen  z\  xl  -  -  -  Xn ,  pl  -  -  -  Pn  ein,  so  erhält  der  Aus- 
druck: [O,  ^]*,«,p,  i^  welchem  O  und  W  beliebige  Functionen  von 
Zy  x^- '  *  Xn,  Pi'  -  Pn  bezeichnen^  die  Gestalt: 

Hier  bedetäet  q  eine  Function,  deren  Werth  aus  der  Identität: 

dZ —  P^dX^  —  ...  —  PndXn  =  Q(dz  — p^dx^  —  • PndXn) 

zu  entnehmen  ist. 

Kennt  man  w  +  1  unabhängige  Functionen  Z,  X^  •  •  •  X« ,  welche 
paarweise  in  Involution  liegen,  so  giebt  es  nach  Satz  16,  S.  98  w  +  1 
eindeutig  bestimmte  Functionen:  77^,  77i--77,,  welche  die  Identität: 

dz  —  p^dx^ PndXn  =3  n^,dZ  +  77,rfXi  H 1-  IlndXn 

V^efriedigen.    Keine  von  diesen  Functionen  ist  identisch  null,  man  kann 
^aher  setzen: 

P   -         ""'  P    =         ^"     n  -    ' 

1  n'       -*'■  n'^n. 


'0  ••'0 


xind  sieht  sofort  (Satz  3,  S.  120),  dass  die  Gleichungen: 
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z'  =  Z,  xl  =  Xi,  pi  ^==  Pi    (•  =  1 . . .  n) 

eine  Berührungstransformation  darstellen.   Dies  giebt  uns  das  wichtige 

Theorem  12.  Sind  Z,  X^"-Xn  solche  unabhängige  Functionen 
von  z,  x^  "  Xny  Pi"  'Pn,  wclchc  paarweise  in  Involution  liegen, 
so  giebt  es  eine  und  yiur  eine  Beriihrungstransformation  von 
der  Form: 

Z    =  Zy    xl  =  Xiy  pl  =  Pi       (1  =  1.  .n), 

die  betreffenden  Functionen  P^-'  -  Pn  findet  man  aus  den  Glei- 
chungen: 


(11) 


(dZ  dX^  dX^ 

Tz  '^  -^^Ti  ^"^  ~di  ^ 

dZ  dX^  dX^ 

dz         dx^  dx^ 

—  P^-j- P„  -- -  =  0 


dPi  ^  dPi  "  dp- 

(1  =  1... n), 

welche  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  mit  einander  ver- 
träglich  sind  und  die  Functionen  q,  P^-  -  Pn  eindeutig  be- 
stimmen*) 

Endlich  beweisen  wir  einen  einfachen  Satz^  den  wir  später 
benützen: 

Satz  6.    Stellen  die  Gleichingen: 

z'  =  Z(z,  Xl'  "X„,  Pl'  •'  Pn),  x{  =  Xi,  pl  =  Pi     (.=1...*) 

eine  'Berührungstransformation  dar,  so  bilden  die  Gleichungen: 

(12)  [Xl,  n  =  o, ...  [x„n  =  o 

ein  q-gliedriges  vollständiges  System,  dessen  Lösungen  sich  sämmtlicJi  als 
Functionen  der  2m  +  1  —  q  unabMngigen  Lösungen: 

Xl  '  '  '  Xn ,    Zy    Pg-f-l  '  '  '  Pn 

darstellen  lassen. 

Zum  Beweise  desselben  bemerken  wir:  Die  Gleichungen  (12) 
sind  von  einander  unabhängig,  um  sich  davon  zu  überzeugen,  braucht 
man  blos  in  ihnen  für  f  der  Reihe  nach  die  Functionen  P^,  P^' '  •  Pq 
einzusetzen;  andererseits  haben  sie  offenbar  die  2w  +  1  —  q  unab- 
hängigen Lösungen:  X^-'-X«,  Z,  P^+i  •  •  •  P«  gemein,  sie  bilden 
daher  nach  der  Theorie  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
wirklich  ein  g-gliedriges  vollständiges  System. 

♦)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1872  und  1873.  Es  ist 
zu  bemerken,  dass  bei  dem  im  Texte  gegebenen  Beweise  des  Theorems  12  der 
vorangehende  Satz  4  nicht  benutzt  wird. 
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§  36. 
Unter  den  Berührongstransformationen: 

(13)  z'  =  Z{z,  rci  •  -•  rcn,  l>i  •  •  •  i?«),  xl  =  Xi,  pi  =  Fi 

(i = 1  •  •  • «) 

giebt  es  insbesondere  solche,  bei  welchen  die  2n  Veränderlichen  x^'-x^^ 
2h  "  '  Pn  fi^r  sich  allein  transformirt  werden^  bei  denen  also  die  Functionen 
Xl  •  •  •  X„,  Fj^' ' '  Ph  von  z  frei  sind  und  nur  von  x^-  -  *  Xn,  Pi  •  •  'Pn 
abhängen.  Wir  bezeichnen  derartige  Transformationen  kurz  als  Be- 
riäiningstratisformationen  in  den  x,  p.  Beispiele  von  solchen  sind  die 
im  Eingang  des  Kapitels  angeführten  speciellen  Berührungstransfor- 
mationen (3),  (3')  und  (5). 

Ist  (13)  eine  Berührungstransformation  ii^  den  x  und  p,  so  folgt 
aus  der  Identität: 

(2)     dZ  —  PidXi PndXn  —  Q{dz  —  p^dx^ PndXn) 

augenscheinlich : 

dz  dx^  dx^  _ 

■A P^  -r. —    •  *  •  Pn  >> inr  0  . 

Eliminiren  wir  Z  mit  Hilfe  der  ersten  dieser  Gleichungen  zuerst  aus 
der  dritten  und  dann  aus  der  zweiten^  so  finden  wir: 

dPi  —  ^'     dx.^-^P'  dz  —  ^• 
Hieraus  erhellt  zunächst,  dass  q  von  den  p  frei  ist;  in  Folge   dessen 
müssen  -«—  und  -ß-  identisch  verschwinden,  es  ist  also  p  eine,  natür- 

dx.  OZ  ;  ST  ; 

lieh  von  Null  verschiedene  Constante :  p  =  -4.     Zugleich  ergiebt  sich, 
dass  Z  die  Form  hat: 

Z=  AZ-^  Si{x^  "'Xn,  Pi'"Pn)' 

Ausserdem  müssen  die  Functionen  Z,  X,,  P,  noch  die  Relationen  (8) 
identisch  befriedigen;   wir  können  aber  in  denselben  fast  überall  das 
Symbol  []  durch  ()  ersetzen,  da  wir  es  meistens  mit  Functionen  von 
^x'  ' '  Xn,  Pi' '  'Pn  allein  zu  thuu  haben.     Demnach  gilt  der 

Satz  7.  Werden  bei  einer  Berührungstransformatioth  in  z,  rr,  •  •  •  Xn, 
^x  ' '  'Pn  die  Veränderlichen  x^-  -  -  x»,  Pi  -  - '  Pn  für  sich  transformirt, 
"So  hat  dieselbe  die  Form: 


126  Kapitel  6,  §  36. 

(14)    0'  =  Az  +  Sl(x,-"Xnj   lh--Pn)y    Xi'  =  Xi(x,  p),  p/  =  Pi(X,    p)  , 

(»  =  !••  •«), 

WO  A  eine  von  Null  verschiedene  Constante  bemchnet  und  wo  die  auf- 
tretenden Functionen  den  cliarakteristischen  Belationen: 

[A0  +  SI,  Xi]=^0,    [Pi,  A0  +  ^]  =  APi 

(15)  (X,Xx)  =  (P,Px)  =  (P.Xx)  =  0    O'  +  x)     {P,X,)  =  A 

(i,  jr  =  1  •  •  •  ») 

identisch  genügen. 

Entsprechend  dem  Satze  5,  S.  123  erhalten  wir  jetzt  den 

Satz  8.  Führt  man  an  Stelle  von  z^  x^  -  -  -  Xny  Pt  -  -  -Pn  vermittdst 
einer  Berührungstransformation  von  der  Form: 

z'  =  Z{z,  x,.p),  xl  =  Xi{x,  p),  pl  =  Pi{x,  p)       I 

(i  =  1  .  .  .  n) 

die  neuen  Veränderlidien  z\  x^  -  --  Xnj  i?/  •  •  •  Pn  ein,  so  erhält  der  Aus- 
druck (u,  v)x^  p,  in  welchem  u  und  v  beliebige  Functionen  von  x^»  •  -  Xn, 
Pl' '  'Pn  bezeichnen,  die  Gestalt: 

(16)  (w,  t;),,p  =  ^.(M,  v\'^p'. 

Hier  bedeutet  A  eine  von  Ntdl  verschiedene  Constante,  deren  Werth  aus 
der  Identität: 

dZ  —  PidX^  —  . . .  — -  P„dX„  =  A(dz  —  p^dx^  —  ...  —  pndx^) 
zu  entnehmen  ist 

Wir  werden  zeigen,  dass  die  Berührungstransformationen  von  der 
Form  (14)  im  Wesentlichen  schon  durch  diejenigen  unter  den  Belationen 
(15)  charakterisirt  sind,  in  welchen  blos  X^-'-X«,  P^'-'Pn  vorkommen. 

Es  gilt  zunächst  der 

Satz  9.  Erfüllen  2n  Functionen  X^  •  •  •  X^ ,  P^'-Pn  von  x^-" x», 
Pl '  "Pn  die  Belationen: 

(17)  (X,Xx)  =  (P,Xx)  =  (P.Px)  =  0    o  +  x),    {P,Xi)  =  A 

WO  die  Constante  A  nicht  versdnvindet,  so  sitid  sie  von  einander  uncHh 
Juingig. 

In  der  That,  Hesse  sich  etwa  Pq  durch  die  übrigen  P  und  durch 
Xi  •  •  •  Xn  ausdrücken: 

Pq  E^  X(Pi  •  •  •  Pj— 1,    Pq-i-1   '  '  '  Pn,    Xj  •  •  •  X«), 

so  würde  sich  ergeben: 

(P,X,)-(XX,)  =  0, 

was    unmöglich    ist.     Geradeso    sieht    man    ein,    dass    keine   von   den 
Functionen  X|  •  •  •  X„  sich  durch  die  übrigen  ausdrücken  lässt 


(18') 
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Hat  die  CoDstante  Ä  in  den  Relationen  (17)  den  Werth  1^  so 
bezeichnen  wir  diese  Relationen  als  hinonische  und  sagen,  dass  die 
Functionen  X^  •  •  •  X«,  P^-  -  -  P»  in  kanonischen  Beziehungen  stdien. 

Sind  Xi  . .  -  Xn  solche  unabhängige  Functionen  von  x^^^Xn, 
Pi"'Pny  welche  paarweise  in  Involution  liegen,  so  ist  es  nach  den 
auf  8. 95 f.  angestellten  Betrachtungen  möglich,  das  Gleichungensystem: 

(18)     X^{X^  "'^n,  Pi"  -Pn)  =  «1,    •  •  •    Xn(Xi'"  X^,  Pi  '  "  Pn)  =  an 

nach  Xa^  •  "  Xa  y  VaqA.1  •  •  'Pa^  aufzulöscn: 

Pa^  —    Wa^^{Pa,  '  '  •  Pa^,    Xa^^  "  '  Xa^y   ü^  '  -  «„)  =  0 

WO  a^"  '  ttn  eine  gewisse  Reibenfolge  der  Zahlen  1  •  •  •  n  bezeichnet. 
Da  nach  Voraussetzung  alle  (X,*Xx)  identisch  verschwinden,  so 
muBs  dem  Theorem  10,  S.  92  zufolge  das  Gleichungensystem  (18')  so 
beschaffen  sein,  dass  jeder  Elammerausdruck,  welcher  aus  den  linken 
Seiten  zweier  seiner  Gleichungen  gebildet  ist,  vermöge  (18')  ver- 
sehwindet, das  heisst  es  müssen  die  Ausdrücke: 

{Xa^  —    Wa^y    Xa^   —    TF«,)  —  g^  —  j^ 

d  W  d  W^^ 

sftmmtlich  vermöge  (18')  verschwinden.  Aber  diese  Ausdrücke  sind 
alle  von  Xa^-"Xuy  Pa^^'-'Pa^  frei,  sie  sind  also  an  und  für  sich 
identisch  null.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  Wa,  •  •  •  Wa  sich  durch 
die  partiellen  Differentialquotienten  einer  gewissen  Function  W  von 
Pa^  •  •  *  Pa  y  ^«04-1  *  *  *  ^«n>  ö^i  •  •  •  «n  folgcndermasscn  ausdrücken  lassen: 

^^"^         dp„  '       ^*^"H->  —  dir— 

{x=>l"'q\  J=l'.n  —  q) 

und  dass  sich  daher  das  Gleichungensystem  (18')  so   schreiben  lässt: 

{x  =  1  "  •  q\  J  =  1 '  •  '  n  —  q). 
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Die  betreffende  Function  W  wird  durch  eine  Quadratur  gefanden;  die 
dabei  auftretende  Integrationsconstante  ist  als  eine  willkürliche  Function 
von  a^' ' '  On  aufzufassen. 
Setzen  wir  nun: 

80  ist  offenbar: 


Xa^--  - 


also  lässt  sich  die  Identität: 

1  1 

1 
schreiben  wie  folgt: 

Dieses  Ergebniss  können  wir  folgendermassen  aussprechen: 

Satz  10.  Hai  nian  n  unabhängige  Functionen  X^  •  •  •  X»  von 
Xi'-'Xn,  Pi-'-Pn,  ßr  welclie  alle  (X/Xx)  identisch  versdiu^inden,  so 
kann  man  immer  n  +  1  solcJie  Functmxen  Ä,  P.-'Pn  von  x^*  •  •  x^ 
Pi' ' '  Pn  finden,  dass  identisch  unrd: 

(19)        p,dX,  H hPndx,  =.dil  +  P,dX,  -I h  PndXn. 

Die  Functionen  ß,  Pi"-  P»  sind,  wie  man  sieht,  durch  X^  •  •  •  X, 
keineswegs  YoUständig  bestimmt;  dagegen  sind  P^» "  Pn  eindeutig 
bestimmt,  wenn  man  über  £1  verfügt  hat. 

Die  Identität  (19),  die  wir  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
stets  be&iedigen  können^  lässt  sich  auch  schreiben: 

d(js  —  ß)  —  P^dX^ PndXn  =  dz  —  IhdXj^  — pn  dXn, 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Gleichungen: 

z'  =  z  —  Sl{x,  p)y  xl  =  Xi{x,  p),  pl  =  Pi  {x,  p) 

eine    Berührungstransformation    darstellen    und    dass   die   Function  Sl 
den  n  Gleichungen: 
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[e  —  ß,  Xi]  =  0        (/  =  1 . . .  n) 

identisch  genügt.     Damit  haben  wir  den 

Satz  11.  Stehen  die  n  von  einander  unabhängigen  Functionen 
X^'  "  Xn  der  Veränderlichen  x^* » -  Xn,  Pi  -  *  -  Pn  i>aarweise  in  den 
Beziehungen:  (X»*,  X»)  ^  0,  so  kann  man  stets  durch  Quadratur  eine 
Function  ß  von  x^-  -  -  Xnj  Pi-  --  Pn  finden,  welche  die  n  Gleichufigen: 

identisch  befriedigt.  Kennt  man  eim  solche  Fwiction  Sl,  so  sind  durch 
dieselbe  eindeutig  n  solcJie  Functionen  P^  -  -  -  Pn  von  x^-  -  *  Xn,  Pi  •  •  Pn 
bestimmt,  dass  man  Jiat: 

d{e  —  Si)  —  PidX^ PndXn  =  dz  —p^dx^ PndXn^ 

Die  Functionen  Xj  •  •  •  X„,  P^*  -  Pn  stellen  dabei  in  dm  kanonisclien 
Beziehungen: 

(20)      (x,x.)  =  (P,x,)  =  (p^p;)  =  0  0  +  X),  (p,x,)  =  1 

(l,  X  =  1  •  •  •  tl) 

und  die  Gleichungen: 

z=z  —  Sl,{x,  p),    xl  =  Xi{x,  p),    p!  =  Pi{x,  p) 

(t  =  1  •  •  •  n) 

stellen  eine  Berührungstransformation  dar. 

Jetzt  seien  2n  Functionen  X^  •  •  •  X„,  P^-Pn  von  Xi'"X„,  Pi"'Pn 
vorgelegt,  welche  in  den  Beziehungen: 

(X,Xx)  =  (P,X^)  =  (PiP.)  =  0  u  +  X),    (P,X,)  =  ^  (^  +  0) 

(i,  xs=a  1  •  •  •  n) 

stehen.*)  Dann  giebt  es  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  n  Functionen 
i7j»«-77„  von  ix^i"'Xn,  Pi'"Pnf  welche  zu  X^'-X«  in  den  kanonischen 
Beziehungen: 

(X,Xx)  =  (i7,Xx)  =  (il.üx)  =  0  (.  +  X),    (77,X.)  =  1 

(«,  X  =  1  •  •  •  n) 

stehen  und  welche  eine  Identität  von  der  Form: 


n 


befriedigen.    Hieraus  folgt: 


*)  In  der  StOmngstbeorie  betrachtet  man  seit  Poisson  und  Lagrange,  Jacohi 
und  Bour  fortwährend  Systeme  von  2n  Fuuctiouen  X  •  •  •  X^^,  -^i  '  *  *  ^n  ^^^ 
2n  nnabhängigen  Veränderlichen  ^,  •  •  •  ^'„j  P,  •  •  •  ?>„»  welche  die  Gleichungen  (20) 
des  Textes  erfüllen.  Die  in  diesem  Paragraphen  entwickelt«?n  Theorien  sind  aber, 
wie  schon  früher  angedeutet,  zuerst  in  der  Abhandlung:  „Zur  analytischen  Theorie 
der  Beruh rnngstransformationen"  von  Sophus  Lic,  Juni  1873  begründet  worden. 
Lie,  Theorie  der  Transrormationsgruppen.  II.  9 


also  ist  Fm  —  An,  eine  gemein «an^e  Lö«Ting  der  ii  Hneareei  parueDen 
DiSerentialgleiekTnigen : 

Diese  GleicLcBgen  sied  tod  einander  unabhängig,  vie  man  okennt, 
wenn  man  in  fiinen  an  Stelle  ron  f  der  Beibe  nach  die  Fcnetionen 
Pj  —  P«  einsetzt,  sie  haben  daher  höchstens  n  unabhängige  In^nngen 
gemein.     N^m  sind  X.  -  •  -  X,  derartige  Losungen,  also  ergiebt  sich: 

P,  =  An,  -^W,  X^      -  X,^         .*  =  :-. 
Hier  messen  noch  die  Ausdrücke: 

identisch  rerschvinden,  folglich  sind  W^  -.-  -IT.  die  partiellen  Difierential- 
q^otienten  einer  Function  ITiX^  —  X« *  nach  X|  —  X«. 
NimmeLr  haben  wir: 

F,  =  An,-ir ^5- -r         ''  =  ^       - 

mithin: 

^  F.dX.  =  A^  TJ.rfX.  +  dW 

:  I 

=  A^p.dx.;  -f  rf  TT—  A^\ 
Ai-fO  ist  der  Asvlruck: 

1  1 

ein  TolLnändige«  DifierentiaL  darch  dessen  Integration  man  die  Function 
H'— ^0  findet:  sie  ist  bis  auf  eine  additive  willkürbche  Constante 
bestimmt. 

Theorem  13.    2>«V  Gleichungen: 

^'  =  ^'^T  ^,  P;,    xl  =  X.(x,  ;)),    ;n'  =  F\x.  p) 

(•  =  1  -  - .  ■; 

stallen  dann  und  nur  dann  eine  Beruhrungstransformation  dar^ 
tcenn  Z  die  Form  Z=Ai  +  Sl(x,  p^  besitzt,  ir*»  -1  eine  ron  Null 
verschiedene  Constante  bezeichnet,  und  9cenn  überdies  die  Glei- 
chungen: 

[Az  +  o,  X,]  =  0,     [P.,  Ai  +  .Q]  =  -4P, 

X, AV  =   P.Xrj  =  (PiPr)  =  0  (.  t  r),    vP.XO  =  Ä 
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identisch  erfüllt  sind.  Sind  andrerseits  X^  •  •  •  Xn,  Pi-Pn  solche 
Functionen,  welche  die  Gleichungen: 

(X,Xx)  =  (P.X,)  =  iP,P,)  =  Oii*  X),    (P,X,)  =  A 
befriedigen,  so  ist  der  Ausdruck: 

n  n 

1  1 

ein  vollständiges  Differential;  es  giebt  also  eine  Function 
SHx,p),  welche  die  Gleichung: 

n  n 

^  PidXi  -^dfl'^'  A^pidXi 
1  1 

identisch  befriedigt  und  ztvar  ist  dieselbe  bis  auf  eine  additive 
Constante  bestimmt.    Zugleich  stellen  die  Gleichungen: 

(14)         z'  =  Az  +  Sl{x,  p),    xl  =  Xi{x,  p),    pl  =  Pi{x,  p) 

(i  =  1 .  •  •  >i) 

eine  Beriihrungstransformation  in  den  x,p  dar.*) 

Unter  den  Berührungstransformationen  von  der  i^'orm  (14)  sind 
diejenigen  besonders  beachtenswerth,  bei  welchen  die  Constante  A  den 
Werth  1  hat. 

Es  ist  nach  Satz  8,  S.  126  klar^  dass  der  Klammerausdruck  {n,  v)x,p 
sich  bei  jeder  derartigen  Berührungstransformation  invariant  verhält, 
dass  also  {u,  v)x,p  =  (m,  v)x\p'  ist 

Lässt  umgekehrt  eine  Transformation: 

(21)       xl  =  Siix^  '"Xn,  Pl-  •  Pn)y      Pi    =  ^.(^^i   *  *  *  i^i.,   Pl  '  *  '  Pn) 

(1  =  1 .. . «), 

den  Elammerausdruck  {u,v)x^p  invariant,  welche  Functionen  von 
^i'^nj  Pl" 'Pn  auch  u  und  v  sein  mögen,  so  stehen  die  Functionen 
Sj  IJ  in  den  kanonischen  Beziehungen: 

(Ä&)  =  (n.'S,)  =  (/Z.ü,)  =  0  (.-  +  X),     (77,^,)  =  1 

(»,  x=l  .  •  •  n), 

denn  es  muss  ja  sein: 

(Ä&x.,  =  (Ä&),, ,.  =  (x/x;),^^.  =  0 

und  so  weiter.     Es  ist  also  nach  dem  letzten  Theorem   stets  möglich 


*)  Das  Theorem  13  des  Testes  ist  nngleich  wichtiger  als  der  anscheinend 
allgemeinere  Satz  4,  S.  122,  der  im  Folgenden  keine  wichtige  Anwendung  findet. 

9* 
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eine  solche  Function  Sl{Xy  p)  zu  bestimmen,  dass  die  GleichuDgen  (21) 

zusammen  mit: 

jEf'  =  z  -]-Sl(x,  p) 

eine  Berührungstransformation  in  den  x,  p  darstellen. 

Führen  wir  zuerst  eine  Berührungstransformation  von  der  Form: 

0'  =  Az  +  Sl{x,  p)y    xi  =  X^{Xy  p),    pj  =  P^(x,  p) 

aus  und  sodann  irgend  eine  andere  Berührungstransformation  von  der 
entsprechenden  Form: 

Z"=A^Z'+^^{X\P),      X^'=Xj{x\p'),     Pn'===^Pn{x\  p), 

so  transformirt  die  auf  diese  Weise  entstehende  Berührungstransformation 
offenbar  ebenfalls  die  Veränderlichen  x^  p  unter  sich. 

Es  bilden  daher,  können  wir  sagen,  alle  BerUhrungstransformationen 
in  den  x^  p  eine  unendliche  Gruppe.  Augenscheinlich  ist,  dass  die  Trans- 
formationen dieser  unendlichen  Gruppe  sich  paarweise  als  inyerse  zusammen- 
ordnen lassen.  Es  ist  andrerseits  klar,  dass  alle  Berührungstransformationen 
von  der  besonderen  Form: 

e'=s  +  Ä(a?,  i?),     a:/  =  Xx(a;,  p),    p/  =  P,(a;,  p) 

ihrerseits  eine  unendliche  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen 
bilden. 

Sind  auf  der  anderen  Seite  zwei  Berührungstransformationen  von 
der  Form: 

0'=Az  +  Sl{Xy  p),    xi  =  Xnix,  pi),    pl  =  P,(a?,  p) 
und 

z'  =  A,i  +  Ä,(E,  p),    x;  =  r,(E,  p),    p{  =  Ö.(E,  P) 

vorgelegt,  so  ist  die  durch  Elimination  der  z'y  x\  p   entstehende  Trans- 
formation offenbar  wieder  eine  Berührungstransformation  in  den  x^  p. 

§  37. 

Unter  den  Berührungstransformationen  von  der  Form: 
(14)        z'^Az-^9.{x,p),    xl=Xi{x,p),    pl=Pi{x,p) 

(*  =  1  •  •  •  n) 

wollen   wir  jetzt   diejenigen   besonders   betrachten,    bei   welchen    di 
Function  Sl  blos  eine  Constante  ist.     Die  so  definirte  Kategorie 
Berührungstransformationen  ist  von  hervorragender  Wichtigkeit 
Ist  Sl  eine  Constante^  so  lassen  sich  die  beiden  Gleichungen: 

{Az  +  ß,  X,]  =  0,    [P,,  Az  +  ^-\  =  AFi 

bezüglich  schreiben: 
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(i  SS  1  •  .  .  n) 

wir  sehen  also,  dass  die  X  in  den  Veränderliclien  Pi'  -  -  Pn  honwgefi  von 
der  nullten  Ordnung  sind,  die  P  aber  in  p^-  -  -  p^  homogen  von  der  ersten 
Ordnung. 

Es  ist  klar,  dass  alle  Transformationen  (14),  bei  denen  die 
Functionen  X  und  P  diese  Homogeneitätseigenschaften  besitzen,  jede 
in  den  p  homogene  Function  von  x^  - » »  Xn,  Pi  -  •  •  pn  in  eine  Function 
von  a;/*  •  •  a;«',  p^  -  •  -pn   überführen,  welche  in  den  p'  homogen  ist. 

Besitzt  umgekehrt  eine  Berührungstransformation  von  der  Form  (14) 
die  Eigenschaft,  jede  in  den  p  homogene  Function  der  x,  p  in  eine 
in  den  p'  homogene  Function  der  x,  p  zu  verwandeln,  so  sind  bei 
ihr  Xi  •  •  •  X«  in  den  p  homogen  von  nullter  Ordnung,  P^-  -  - 1?^ 
homogen  von  erster  und  die  Function  ^  ist  eine  Constante. 

In  der  That,  unter  der  gemachten  Voraussetzung  sind  die  X  und 
die  P  sicher  homogen  in  den  p.  Ferner  ist  xl  +  xl^  homogen  von 
nullter  Ordnung  in  den  p\  also  ist  X,  +  X»^  homogen  in  den  p\ 
folglich  sind  die  X  in  den  p  homogen  von  nullter  Ordnung.  Ist  nun 
Pi  homogen  von  5-ter  Ordnung,  so  ist  (P,X,)  homogen  von  (5T-l)-ter 
Ordnung  und  hier  hat  5  —  1  wegen  (P<X,)  =  -4  den  Werth  Null;  mit- 
hin sind  die  P  homogen  von  erster  Ordnung  in  den  p.  Nun  aber 
haben  wir: 


n 


ex. 


also  wegen  der  Homogeneität  der  X  und  der  P: 
(22)  (XiSl)  =  0,     (P.-Ä)  =  0        (*  =  1  •  •  • ») . 

Demnach  ist  ^  eine  gemeinsame  Lösung  der  2n  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  (22)  in  den  2 n  Veränderlichen  x^^-Xn,  Pi"'Pn' 
Da  aber  Xj  •  •  •  X«,  P^-  -  -  Pn  in  den  bekannten  Beziehungen  stehen, 
so  ergiebt  sich,  indem  man  für  Ä  der  Reihe  nach  P^^-Pn^  X^'-X« 
einsetzt,  dass  die  Gleichungen  (22)  von .  einander  unabhängig  sind  und 
dass  sie  somit  keine  andere  Lösung  gemein  haben  als:  £1  =  const. 
Es  gilt  also  der 

Satz  12.    Eine  Berührungstransformation  von  der  Form: 
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e'  =  Az+  £l{x,  p),    x'i  =  Xi{x,  p)^    p/  =  Pi{x,  p) 

(i  =  1  •  •  • «) 

verwandelt  dann  und  nur  dann  jede  in  den  p  Jiomogene  Function  von 
^i ' ' '  ^nj  Pi ' ' '  Pn  in  eine  Function  von  x^  -  -  Xn^  p^-  •  -  pn,  welche  in 
den  p  homogen  ist,  wenn  die  Function  Sl{x,  p)  sich  auf  eine  blose 
Constante  reducirt;  die  X  sind  in  diesem  Falle  homogene  Functionen 
nullter  Ordnung  der  p  und  die  P  homogene  Functionen  erster  Ordnung. 

Eine  Berührungstransformation  von  der  Form: 

(23)  /  =  Az  +  B,    x!=Xi(x,p),    Pi'=Pi(x,p) 

(i  =  1 . . . «), 

in  welcher  A  und  B  Gonstanten  bezeichnen,  transformirt  die  Grossen: 

Pi  Pn-l 

^  '       Pn  Pn 

für  sich,  wie  man  sofort  aus  den  Homogeneitätseigenschafteu  ersieht, 
welche  die  X  und  die  P  nach  dem  soeben  aufgestellten  Satze  12 
besitzen.     Nun  aber  ist  zugleich  mit  (23)  offenbar  auch: 

(23-)  z'  =  e,    xl=X,{x,p),    p/  =  ^P,  (»,!)) 

(<  =s  1 .  .  .  n) 

eine  Berührungstransformation  und  es  ist  klar,  dass  die  BeriHirungs- 
transformationen  (23)  und  (23')  die  Grössen: 

Pl  Pn-l 

Xi    '    •    *   Xm»  •    *    •    

'  *•'       Pn  Pn 

beide  in  ein  und  derselben  Weise  transformiren. 

Wir  können  uns  aus  diesem  Grunde  auf  Berührungstransformationen 
von  der  Form: 

(24)  z  =  0,    x!  =  Xi{x,  p),    p/  =  Pi{x,  p) 

(l  =  1  •  •  •  h) 

beschränken  und  die  Berührungstransformationen  von  der  allgemeineren 
Form  (23)  ganz  bei  Seite  lassen.  Das  soll  denn  auch  im  Folgenden 
geschehen. 

Für  jede  Berührungstransformation  von   der  Form  (24)  besteht 
die  Identität: 

ds  —  P^dX^  —  •  —  PndXn  ^  dz  —p^dx^  —  •  — PndXn 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Identität: 

(25)  P^dX^  +  •  •  •  +  PndXn  =  PidXi  +  .  .  .  +  PndXn. 

Lassen  wir  aus  den  Gleichungen  der  Berührungstransformation  (24) 
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die  Gleichung:  0'='0  fort,  so  erhalten  wir  offenbar  in  den  Veränder- 
lichen Xi '  • '  Xny  Pi  * ' ' Pn  allein  eine  Transformation: 
(26)  Xi'=Xi{x,p),    p/=Pi(x,p)         (.^i...!.), 

fQr  welche  ebenfalls  die  Identität  (25)  besteht. 

Die  Transformationen  von  der  Form  (26),  für  welche  die  Identität 

(25)  erfüllt  ist,  besitzen  hervorragende  Wichtigkeit;  wir  nennen  sie 
homogene  Berükrungstransformationen.*)    Also: 

Eine  Transformation: 

(26)  x/  =  Xi{x,  p),    p!  =  Fi{x,  p)        («•  =  1 . . . ».) 

in  den  Veränderlichen  x^-^Xn,  Pi" -pn  heisst  eine  liomogene  Berührufigs- 
transformaUon,  wenn  die  Identität: 

(25)  P^dX^  H h  PndXn  ^PidX^  H 1-  PndXn 

besteht. 

Diese  Definition  lässt  sich  ein  wenig  anders  fassen. 

Sind  X^-'-Xnj  Pi-"Pn  solche  Functionen  von  x^'-Xn,  Pi'"Ph, 
welche  die  Identität: 

(25)  P^dX,  +  •  •  •  +  PndXn  =PrdX,  H {- PndXn 

erfüllen,  so  ist  auch  identisch: 

de  —  PidXi PndXn  ^  dz  —p^dx^ PndXn, 

also  sind  (vgl.  Satz  3,  S.  120)  z,  X^  •  •  X«,  P^^-  -  -  Pn  unabhängige 
Functionen  von  0,  x^'  -  -  Xn,  Pi  -  •  Pn  und  in  Folge  dessen  die  X,  P 
ihrerseits  unabhängige  Functionen  der  x,  p.  Damit  haben  wir  zunächst 
den  aus  der  Theorie  des  Pfaffschen  Problems  bekannten 

Satz  13.  Sind  die  Functionen  Xj  •  •  •  X«,  P^"  -  Pn  der  Ver ander- 
liehen  Xi  •  *  -  Xn,  Pi '  -  *  Pn  so  beschaffen,  da^s  die  Gleichung: 

PldX^  H 1-  PndXn  =PidXi  H h  PndXn 

idetitisch  erfuM  ist,  so  sind  sie  von  einander  unabhängig. 

Die  obige  Definition  der  homogenen  Berührungstransformationeu 
kann  nunmehr  durch  die  folgende  ersetzt  werden: 

Die  Gleichungen: 

xl  ==•  Xiix,  p),    pl  =  Pi{x,  p) 

(i  =  1  .  .  .  n) 

stellen  dann  und  nur  dann  eine  homogene  Berührungstransformation  dar, 
wenn  die  2n  Functionen  X,  P  der  Identität: 

PldX^  H 1-  PndXn^PidX^  H VPndXn 

genügen, 

^  Partielle  Differentialgleicbungen  erster  Ordnung,  in  denen  die  unbekannte 
Function  explicite  vorkommt,  von  Sophus  Lie,  Verhaudl.  d.  Ges.  d.  W.  zu 
Christiania,  März  1873;  vgl.  auch  Math.  Ann.  Bd.  VIII. 
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Ist  die  Transformation: 
(26)  xl  —  Xi{x,  p),    pi  =  Pi{x,  p)        (.  =  1 . .   ») 

eine  homogene  Berührungstransformation;  so  ist  identisch: 

d0  —  Pi  dX^ PndXn  ^  dz  —  p^dXi PndXn 

es  stellen  also  die  Gleichungen: 

£?'  =  0,     xl  =  Xi{Xy  p)y     p!  =  Pi{x^ p) 

(i  =  1 . . . «) 
eine  Berührungstransformation  in  den  Xjp  dar.     Hieraus  ergiebt  sick 
zunächst;  dass  die  X  und  P  in  den  kanonischen  Beziehungen: 

(X,Xx)  =  (P.X,)  =  {P,T,)  =  0  0  +  X),    {PiXl)  =  1 

stehen^  ausserdem  sind  aber  (vgl.  S.  132  f.)  die  Functionen  X  in  den  p 
homogen  von  nullter  Ordnung  und  die  P  homogen  Yon  erster  Ordnung. 
Sind  umgekehrt  2w  Functionen  Xj-'X«,  Pi---Pn  von  a?i--*js,, 
1\  • '  'Pn  vorgelegt,  welche  in  den  kanonischen  Beziehungen  stehen  und 
von  denen  die  X  homogene  Functionen  nullter  Ordnung  der  p  sind, 
die  P  homogene  Functionen  erster  Ordnung,  so  stellen  die  Gleichungen: 

xl  =  Xi{x,  |)),    p!  =  Pi(x,  p)        0  =  1...«) 

immer  eine  homogene  Berührungstransformation  dar. 

In  der  That,  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sind  auch  die 

Gleichungen: 

[z,  X.]  =  0,    [P,,  z\  =  Pi        0  =  1  •  •  •») 

identisch  erfüllt,  die  Gleichungen: 

z  =  z^    xl  =  Xi(x^  p),    pl  =  Pi(x^ })) 

(i  B3  1  .  .  .  n) 

stellen  daher  nach  Theorem  13,  S.  130  eine  Berührungstransformation 
in  den  Xy  p  dar,  für  welche  Ä  den  Werth  1  hat  und  Ä  =  0  ist  Hieraus 
folgt  zunächst  das  Bestehen  der  Identität: 

dz  —  P^dXi •  — -  PndXn  ^  dz  —PidXj^ •  — PndXn 

und  damit  das  Bestehen  der  charakteristischen  Identität  (25). 
Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  der  Satz  gilt: 
Satz  14.    Bezeichneil  X^-.-Xn,  P^-^Pn  Functionen  der  Vcränder- 

lidioi  x^-"Xnj  Pi'"Pny  SO  ist  zum  Bestehen  einer  Identität  voti  der  Fomi: 

P,dX,  +  .  .  .  +  PndXn  =P,dX,  +  .  .  .  +PndXn 

nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Gleidiwigen: 

(X,X,)  =  (P,X,)  =  (PiP,)  =  0  0  +  x),    (P,X,)  =  1 


(27) 


dx.  dx.     ^         dP.  ,  dP. 


(i,  X  =  1  .  .  .  «) 

identiscJi  erfüllt  sind. 
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Erinnern  wir  uns  jetzt  noch  der  auf  S.  135  angegebenen  Definition 
der  homogenen  Berührungstransformationen,  so  erhalten  wir  das 
Tbeorem  14,    Die  2n  Gleichungen: 

X/=     Xi(X,p),  Pi=Pi(XyP)  (.  =  1...«) 

stellen  dann  und  nur  dann  eine  homogene  Berührungstransfor- 
fnation  dar,  wenn  die  Xund  P  in  den  Jcanonischen  Beziehungen: 

{XiX,)  ==  {PiX,)  =  (P,Px)  =  0  (i  +  x),    (P,Z,)  =  1 

(l,  X  =  1  •  •  •  «) 

^^eÄen  und  wenn  ausserdem  die  X  homogene  Functionen  nullter 
Or-dnnng,  die  P  homogene  Functionen  erster  Ordnung  von 
^x  •   "Pn  sind.*) 

Verbinden  wir  die  gewonnenen  Ergebnisse  mit  dem  Satze  11^ 
S.    X29,  so  bekommen  wir  (vgl.  Satz  17,  S.  100)  den 

Satz  15.    Sind  Xj--«Xn  solche  unahMngige  Functimieti  von:  a;,  -a;», 

ji       ,  f^elche  paarweise  in  der  Beziehung:  (X,Xx)^0  stehen,  so 

t  es  n  eindeutig  bestimmte  Fuiictionen  P^-  •  -  Pn  von  x^-Xn,  JPi'l?«, 
die  Belationen: 

(x,z,)  =  (p,x,)  =  (PiP;)  =  0      (/  +  X) 

(P,X,)  =  1,   |,,J^+...+^,^^  =  p, 

(«,  x  =  1  •  •  •  h) 

^^^^Uisch  er  füllen.    Die  Gleichungen: 

X!=Xi{XyP)y  p{=Pi{X,p) 

(f  =  1  .  .  .  n) 

'^ Reifen  alsdann  eine  hoinogene  Berührungsi/ransfomuition  dar. 

Es  sei  in  den  Veränderlichen  x^-  -  •  Xn,  Pi'  -  'Pn  eine  homogene 
^^erührungstransformation  (26)  vorgelegt.  Ist  nun  vermöge  dieser 
"Transformation: 

U{Xi  '"Xn,Pi'-pn)  =  U{X,'  '  .  .  Xn\  Pi   •  •  'Pn), 

^0  wird: 


1        '^«       1      **   1        -^^       1     '^♦^  1       -^^ 


*)  Yerhandluogen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  März  und  Juni  1873. 
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Also: 

Satz  16.     Führt  die  homogene  BcrührungstransfomicUion: 

xl  =  Xi{x,  p),    p{  =  Pi{x,  p)        (.•  =  1 . . . «) 

die  Fmidwfi  U{Xi ' '  *  Xn,  Pi  -  *  - Pn)  über  in:  U(a?/ •  •  •  Xn,  Pi  •  •  - Pn),  so 

ßhi  sie  SU  gleiciter  Zeit: 

dU   ,  ,        du 

über  in: 

Erfüllen  2« —  1  Functionen  Pj,  •  •  •  P»,  X^"-  Xn  von  x^'-Xn,  Pi"  'Pm 
die  Bedingangsgleichung: 

P^dX,  +  P^dX^  ^ f-  PndXn  =PidXi  ^ f-  PndXny 

so  zeigen  die  Relationen: 

(l?iPx)  =  0,     (i?iXi)  =  l,     {p^X;)  =  Oy         (x  =  2...«) 
dass  P^  • '  •  Pn^  X^  -  • '  Xn  von  x^  frei  sind,  während  X^  die  Form: 

besitzt.     Auf  diese  Bemerkung  kommen  wir  später  zurück. 

Löst  man  eine  homogene  Berührungstransformaüon: 

Xi'  =  Xi(xy  p),    Pi'  =  Pi(Xy  p)        (1  =  1...«) 

nach  Xi"'Xn^  Pi'"Pn  auf;  so  stellen  die  hervorgehenden  Gleichungen: 

Xi  =  Xi(x\  p),    Pi  =  Pi{x\  p')        (I  =  1  •  • . «) 

offenbar  ebenfalls  eine  homogene  Berührungstransformation  dar. 
Führt  man  zuerst  die  homogene  Berührungstransformation: 

(28)  x!=Xi{x,p),    p/=Pi(x,p)        (/  =  !...») 

aus  und  sodann  irgend  eine  andere  homogene  Berührungstransformation: 

(280      xr=&{x\p),  pr=ni{x\p)     0=1... n) 

so  erhält  man  —  durch  Fortschaffung  der  x\  p   —  die  neue  Trans- 
formation: 

(28")  xl'  =  Ä(X,  P),    pl'  =  i7,(X,  P)        (/  =  !....). 

Dieselbe  ist  wieder  eine  homogene  Berührungstransformation, 
In  der  That^  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist: 

n 

^  Pi(^7  P)  '  dXi{x,  p)  =  ^PidXi 
1  1 

n  n 

^;  ni{x'y  p) . dSi{x\  p)  =  ^ pldxl. 
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Macht  man  in  der  zweiten  dieser  beiden  Identitäten  die  Substitution: 
Xi  =  ^iy  p{  =  Fi,  so  kommt  mit  Berücksichtigung  der  ersten: 

n  n 

2*miX,P).  dSiiX,  P)  =  ^'PidXi, 

1  1 

also    bestimmen    die    Gleichungen    (28'')    wirklich    eine    homogene 
Berührungstransformation. 

Aus  dem  Gesagten  erhellt,  dass  der  Inbegriff  aller  homogenen  Berührungs- 
transformationen in  den  Veränderlichen  Xi  •  •  •  Xn,  Pi  •  •  * Pn  eine  unendliche 
Gruppe  bildet  und  zwar  eine  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen. 

Endlich  wollen  wir  noch  den  Satz  hinzufügen: 

Satz  17.     Bestimmen  die  Gleichungen: 

(29)  x:=Xi{x,p),    p/=Pi(x,p)        (/  =  !...») 

eine  homogene  Berührungstransformation  uml  die  Gleichungen: 
(29')  x/  =  Yi(y,  q),    pl  =  e,(y,  g)         (.-  =  i . . .  „) 

eine  zweite^  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen: 

(29")  X,(«,  p)  =  Y,(y,  q),    P,{x,  p)  =  Q,(j),  q) 

(l  =  1  •  •  •  ») 

stets  eine  homogene  Berührungstransformation  ^  man  mag  dieselben  nun 
n^ch  den  y,  q  oder  nadi  den  x^  p  auflösen. 

Der  Beweis  liegt  in  den  obigen  Entwickelungen,  kann  aber  auch 
leicht  direkt  geführt  werden.     Man  hat  nämlich: 


n 


2  PidXi  =  ^ipidXi,     ^  QidYi  =  2  qidiji, 
1111 

also  wird  die  Gleichung: 

n  n 

^'qidyi  =  ^*  PidXi 
1  1 

vermöge  der  Gleichungen  (29")  zur  Identität. 

§  38. 

Von  den  allgemeinen  Berührungstransformationen  in  2m  + 1  Ver- 
änderlichen: xr,  x^'  ' '  Xn,  Pi'  '  'Pn  aus  sind  wir  durch  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Specialisirungen  zu  den  homogenen  Berührungstrans- 
formationen in  2w  Veränderlichen:  Xi  •  *  -  Xn,  Pi ' '  •  Pn  gelangt. 

Leicht  vorauszusehen,  aber  doch  von  grosser  Wichtigkeit  ist  es, 
dass  man  auch  den  umgekehrten  Weg  gehen  kann.  Wir  werden  nämlich 
zeigen,   dass   es   möglich   ist,   aus   den   homogenen   Berührungstrans- 
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formationen  in  2n  +  2  Veränderlichen:  yi*'*yn+i,  tfi  •  •  •  äf«+i  di« 
allgemeinen  Berührungstransformationen  in  2n  -f~  1  Veränderlichen; 
0,  a?i  •  •  •  a;«,  Pi- '  'Pn  abzuleiten.  Daran  knüpfen  wir  dann  noch  ver- 
schiedene beachtenswerthe  Entwickelungen. 

Es  sei  in  ^i'-'J/n+i,  2i"'2«+i  irgend  eine  homogene  Berührungs- 
transformation: 

fy;  =  FxG/i  •  •  •  Vn+i,  2i  •  •  •  ?«+i) 
(^^)  «X  =  öx(yi  •  •  •  yn+i,  ffi  •  •  •  2«-hi) 

(x  =  1  .  .  .  n  +  1) 

vorgelegt.     Dann  besteht,  wie  wir  wissen,  die  Gleichung: 
(31)        qidy'i  -\ f-  qn^idijn^i  =  q^dy^  H h  qn+idyn+i 

vermöge  (30)  identisch.  Ferner  sind  die  Y  homogene  Functionei 
nuUter  Ordnung  der  q  und  die  Q  homogene  Functionen  erster  Ordnung 
so  dass  die  Y  und  die  Verhältnisse  der  Q  nur  von  den  Verhältnissei 
der  q  abhängen. 

Wir  setzen  nun: 


(32) 


J/n+l  =  ^,       yi=  ^ij    "  '    yn  =  Xr 


l«n+l 


=  -Pl 


%+l 


=  —p^ 


und  dementsprechend: 


(32') 


-7—  =  —  2^1,    •  •  •    3^  -    =  —Pny 


ausserdem  führen  wir  noch  die  Bezeichnungen  ein: 

Yn+l(yi  •  •  •  Vn-^lf    ül'"  qn+l)  =  ^(j/n+l,   J^i  '  '  '  J^«,   "      S 


) 


5^(yi  •  •  •  yn+i,  (Zi  •  •  •  g«+i)  =  Xi(yn+u  yi'"yn,-r-^y 


^1  •  •  •  y„^v  ffi  •  •    ^n+O  \ 


+1 
—ff 


1 


g«+l 

—  ff. 


fffl+l 


ffn+l 


) 


Ön4.l(!/i 

(i  =  1  •  •  •  n)  • 

Nach  diesen  Vorbereitungen  erhalten  wir  xr',  x^-'-Xn,  Pi"-Pn  vermöge 
der  Gleichungen  (30)  folgendermassen  als  Functionen  von  z,  x^^'X^j 
Pi"'Pn  ausgedrückt: 

0'  =  Z{0,    Xj^"  'Xn,  Pl"  'Pn) 
Xi   =  Xi{0,    a?i  •  •  •  Xn,  Pl"'  Pn) 

Pi'  =  P.(^,    Xi"'XnyPi"  Pn) 
(i  =  1  •  •  •  h) 


(33) 


Berührnngstransformationen  in  m  Veränderlichen. 


141 


Es  ist  von  vornherein  klar,  dass  die  Gleichungen  (33)  eine  Trans- 
formation in  den  Veränderlichen  ß,  x^^--  Xn,  Pi'-Pn  darstellen,  es 
lässt  sich  aber  auch  leicht  nachweisen,  dass  sie  eine  Berührungstrans- 
formation darstellen.  Dividiren  wir  nämlich  die  BedinguDgsgleichung 
(31)  durch  qn^i  oder  was  dasselbe  ist,  durch  Qn-\-i}  so  erhält  sie  mit 
Benutzung  der  Gleichungen  (32),  (32')  die  Form: 

dz'  —  Pidx^ PndXn  =  7^  {dz  —  Pidx^ PndXr). 

Hier  hängt  der  Faktor  von:  dz  —  p^dx^  —  •  •  •  — PndXn  nur  von  den 
Verhältnissen  der  q  ab  und  ist  daher  eine  Function  q  von  Zy  x^-'-Xn, 
Pi'^'Ph*  Wir  bekommen  demnach  zwischen  den  z\  x\p\  z^  x^p  die 
Bedingungsgleichung : 

(34)  dz  —p(dxl PndXn  =  (>(j?, x,p) . (dz—pi dx^ PndXn), 

welche  natürlich  vermöge  der  Transformationsgleiehungen  (33)  besteht, 
ebenso  wie  die  Bediugungsgleichung  (31)  vermöge  der  Transformations- 
gleichungen  (30).  Damit  ist  bewiesen,  dass  (33)  wirklich  eine  Be- 
rührungstransformation in  den  z,  x,  p  ist 

Jetzt  sei  umgekehrt  in  sr,  x^-'-Xn^  Pi'"Pn  irgend  eine  Berührungs- 
transformation vorgelegt,  also  eine  Transformation: 

(35)  z'  =  Z(Zy  Xy  jp),  x/  =  E.i{z,  x]  p),  pl  =  TT.(;?,  a:,  p) 

vermöge  deren  die  Gleichung: 

(36)  dz — Pidx^ -pndXn  =  o{Zy  Xyp) .  {dz  —p^dx^ Pndx,^ 

besteht.     Setzen  wir  hier: 
(37) 


Pi=l. 7    Pi 


Q  = 


so  erhält  die  Bedingungsgleichung  (36)  die  Form: 

«i'dy/  ^ h  Qn+idyn+i  =  ffi^yi  ^ h  ff»+i  dyn+i 

und  diese  Bedingungsgleichung  wird  offenbar  von  dem  Gleichungen- 
systeme: 

ZJl    ...  ZJl) 

-3l  —q. 


(38) 


fjn+l  =  Z  (yn+i,   Vi'-yn, 

Vi  .=^.(yn+i,  2/i-y«, 


3«4-i  ' 


— ) 


(Z»+i  = 


?n4-l 


Q 


(y«+l,   ^1 


•  •  •  f/ 


^»+1 


y    =^TT/(y»4-i.  Vi-yny 


I     •     •       ■  ■       ^    - 


) 


— ) 
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erfüllt,  welches  somit  eine  homogene  Berührangstransformation  dar- 
stellt. Dabei  ist  noch  Folgendes  klar:  Fällt  die  Transformation  (35) 
mit  (33)  zusammen,  ist  also  identisch: 

Z  =  i^,  E,-  =  Xi,  TT,  '^  Pi,  6  =  Q, 

so  fallt  die  Transformation  (38)  mit  der  Transformation  (30)  zusammen: 
Durch  die  vorstehenden  Entwickelungen  ist  gezeigt,  dass  man  aus 
jeder  homogenen  Berührungstransformation  in  y,  -  ^  y,+i,  g^  -  •  •  q^+i 
eine  ganz  bestimmte  Berührungstransformation  in  g,  x^  -  - '  Xny  Pi'  •  'Pm 
finden  kann  und  umgekehrt.  Hieraus  geht  zunächst  hervor,  dass  sich 
alle  Berührungstransformationen  in  z,  x.-^Xn,  p^  -  "Pn  sofort  angeben 
lassen,  wenn  man  alle  homogenen  Berührungstransformationen  in 
yi' ' '  Vn+if  Qi  ' ' '  Qn+i  kennt  und  dass  das  umgekehrte  auch  gilt 
Zugleich  aber  ist  zwischen  diesen  beiden  Arten  von  Berührungstransfar- 
matianen  ein  eindeutig  umkehrbares  Entsprechen  hergestdU:  Jeder  Trans- 
formation der  ersten  Art  entspricht  eine  ganz  bestimmte  TransformcUUm 
der  zürnten  Art  und  umgekehrt'^  sucht  man  zu  einer  Transformation 
einer  von  beiden  Arten  die  entsprechende  Transformation  der  andern 
Art  und  zu  dieser  wieder  die  entsprechende  Transformation  der  ersten 
Art,  so  erhält  man  stets  die  ursprüngliche  Transformation  wieder. 

Der  eben  geschilderte  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Arten  von 
Berübrungstransformationen  wird  begrifflich  klar,  wenn  man  bemerkt,  dass 
nach  Belieben  entweder  ;er,  ic^  •  •  •  iCn»  JPi  *  •  *  JP«  oder  y^"-  ^n-fi,  ö'i  •  •  •  ö'w+i 
als  Elementcoordinaten  im  (n  ^-  1)  -  fach  ausgedehnten  Punktraume  auf- 
gefasst  werden  können  und  dass  jede  Berührungstransformation  dieses 
Raumes  eine  Transformation  seiner  Elemente  ist.  Daraus  geht  nämlich 
hervor,  dass  man  jede  Berührungstransformation  des  (n  4~  l)-fach  aus- 
gedehnten Baumes  sowohl  in  den  Veränderlichen  Zy  x,  p  als  auch  in  den 
Veränderlichen  y,  q  schreiben  kann;  thut  man  aber  das,  so  erhält  man 
genau  das  oben  beschriebene  Entsprechen  zwischen  den  Berührungstrans- 
formationen in  den  z,  x^  p  und  den  homogenen  Berührungstrausformationen 
in  den  y^  q. 

Der  Inbegriff  aller  Berührungstransformationen  in  jer,  a?i-«-a;„,  p^'  •!>„ 
bildet  nach  S.  118  eine  unendliche  Gruppe,  sind  daher  S  und  T  zwei  be- 
liebige Berührungstransformationen  in  den  z^  x,  p  und  führt  man  zuerst 
S  und  nachher  T  aus,  so  ist  die  entstehende  Transformation  ST  eine  von 
derselben  Beschaffenheit.  Es  seien  nun  @  und  %  die  beiden  homogenen 
Berührungstransformationen  in  ^i'-'^n-fi,  qt"  -ffn-fi»  welche  S  und  T  be- 
züglich entsprechen,  dann  ist  nach  S.  138  f.  auch  ®Z  eine  homogene  Be- 
rührungstrsmsformation und  zwar  ist  @X  augenscheinlich  diejenige,  welche 
der  Transformation  ST  entspricht.  Die  unendliche  Gruppe  aller  Bertihrungs- 
iransformationen  in  z,  x^-'^x»^  Pi"'Pn  und  die  unendliche  Gruppe  aUer  homo- 
genen BerÜhrungstransformationen  in  «/i  •  •  •  «/«-fi,  ö'i  •  •  (Zn+i  sind  demnach 
durch  das  oben  beschriebene  eindeutig  umkehrbare  Entsprechen  ihrer  Trans- 
formationen holoedrisch  isomorph  auf  einander  bezogen. 
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Der  hier  entwickelte  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  mehr- 
fachgenannten Arten  von  Berührungstransformationen  setzt  uns  in  den 
Stand^  jeden  Satz  über  Berührungstransformationen  der  einen  Art  in 
einen  Satz  über  Berührungstransformationen  der  andern  Art  zu*  ver- 
wandeln. Dieses  allgemeine  Princip*)  wenden  wir  zunächst  auf  den 
folgenden  Satz  an  (s.  S.  136^  Satz  14): 

Sollen  die  Functionen:  Y^'"  Fn+i,  öi*"ö»-fi  ^^^  Veränderlichen: 
Vi-'-yn+i,  ii'Qn+i  die  Gleichung: 

QidYi  -\ [-  Qn+idYn^i  =  aidpi  H h  jn+idfy^i 

identisch  erfüllen^  so  ist  nothwendig  und  hinreichend^  dass  die  Glei- 
chungen: 

m  öx)  =  (Qi  Fx) = (r;-  Yx)  =  0  (/  +  X),  ((?,  r;.) = i 


(39) 


»»+1  o  ,r  «+1 


(I,  X  =  1  .  .  .  «  +  1) 

identisch  erfüllt  sind. 

Um  diesen  Satz  in  einen  über  Berührungstransformationen  in 
xf,  Xi  ' ' '  Xn,  Pi '  • '  Pn  umzusetzen,  müssen  wir  nach  dem  Früheren  an 
Stelle  der  t/,  q  die  Grössen: 

e  =  yn+l,       a^l  =  J/i,    •  •  •    Xn  =  Vn 

Pi  =  -;r-;  •••  l>n  =  — 


als  Veränderliche  betrachten,  müssen  die  Functionen: 

|y«+i(y;  ?)  =  Z{z,  X,  p),     Yi{y,  q)  =  Xi{z,  x,  p) 
q:^.{V7^  =  ^••(^^  ^'  ^>^  c;r(^)  =  ^(^'  ^'  ^) 

bilden  und  müssen  nunmehr  aus  jeder  einzelnen  der  Relationen  (39) 
die  äquivalente  Relation  ableiten,  welche  sie  zwischen  deu  Functionen: 
Zy  Xi  •  •  •  X«,  Pi  •  •  •  P«,  Q  liefert. 

Ehe  wir  die  angedeutete  Rechnung  durchführen,  schicken  wir  eine 
Formel  voraus,  welche  uns  dabei  und  auch  später  noch  von  Nutzen 
sein  wird: 

Sind  F  und  O  Functionen  der  Grössen: 

^1  ^n 


Vi"-  y»+i » 


•  •  -— - 


und  setzt  man: 


*)  Das  im  Texte  formulirte  allgemeine  Princip  wurde  aufgestellt  und  vor- 
werihet  in  den  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  März  1873. 
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y»+i 

rr-r 

^,  yi  = 

a?i,  •  •  • 

y« 

=  Xn 

«1 

l^i;  • 

3n 

— 

Pn, 

SO  gilt  die  Formel: 

(41)  (F^)„  =  --^[F0U,. 

Der  Beweis  ist  sehr  einfach.    Man  hat  ja: 

dF_^dF      dJl^dTl      ^^= L.^ 

^y«+i  "~  'dz  '     ^Vi  ~  <^^i '     '^  9i  ~       3»+i  ^Pi 

aj?'  _  ^  g^  aF  _       1    '^    aF 

(t = 1 . . . «) 

und  entsprechendes  gilt  für  O,  Daraus  erhellt  das  Bestehen  der 
Gleichung  (41)  unmittelbar. 

Nunmehr  gehen  wir  dazu  über,  die  Relationen  abzuleiten,  welche 
sich  zwischen  Zy  X^  •  •  •  X«,  P^*  •  -  Pn,  g  aus  den  Gleichungen  (39) 
ergeben. 

Die  Gleichungen: 

erhalten  auf  Grund  von  (41)  die  Gestalt: 

(A)  [XiZx]  =  0,    [X,Z]  =  0        (/.x  =  i....). 

Ferner  ist: 

also  wird: 


VQ 


das  heisst,   die  Gleichung:   (Qn+i  I^n+i)  =  1    ist   äquivalent   mit    der 
nachstehenden: 

(B)  [p^]  +  p|f-p'  =  0. 

Eine  ganz  ähnliche  Rechnung  zeigt,  dass  sich  aus  den  Gleichungen: 

die  folgenden  ergeben: 

(C)  [9X,]  +  9^  =  0,    [pP,]  +  9^  =  0*) 

(1  =  1...«). 

*)   Die   Formeln   (B)   und   (C)   des   Textes   wurden   zuerst  aufgestellt   von 
Herrn  Darhoux,  Bulletin  des  sciences  matb^matiqucs  1882. 
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Weiter  haben  wir  fÖr  »  =  1  •  •  •  n: 

also,  da  (QiYi)  den  Werth  1  hat: 

(D)  [P,Z,]  =  ^  O^l-.-n); 

in  derselben  Weise  bekommen  wir  aus: 

die  Relationen: 

(E)  [P,Xx]  =  0,    [P,-ZJ  =  pP, 

(/,  x  =  l...n;    .•  +  x) 

und  aus: 

(Q,Q^)=0  (i.x  =  l...n) 

die  Relationen: 

(F)  [P,PJ=0  (sx  =  l...n). 

Uebrig  bleiben  noch  die  Homogeneitätsbedingungen: 


2^^w:=^>  2^^-^-^^ 


die  aber  liefern  keine  Relationen  zwischen  den  Functionen  Z,  X,  P,  q. 

Aus  den  Gleichungen  (39)  ergeben  sich  somit  zwischen  den 
Z,  X,  P,  Q  die  Relationen  (A)  •  •  •  (F),  wir  können  daher  den  Satz 
aussprechen: 

Satz  18.  Sollen  2n  +  2  Fundionen:  Z,  X^  •  •  •  X„,  P^  •  •  P„  q 
der  2n  +  1  Veränderlichen:  z,  x^  -  -  -  Xn,  Pi  -  -  -  Pn  die  Gleichung: 

(42)  dZ—  P^dX^ PndXn  =  Q{dz  —p^dx^ PndXn) 

identisch  befriedigen,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Gleichungen: 
'(43a)   [P,PJ  =  [P,Xx]=[X,XJ=0(/:fx),  [P,X,]=p, 
(43b)  [X,ZJ=0,  [P,Z]=pP,,  ^  4=  0 

(43c)  [^XJ  +  ^^=[(>P,]  +  ^^=[pZ]  +  (>'^4-^^  '  . 

,  (i,  X  =  1  •  •  .  n) 

iilentisch  erfüllt  sind. 

Dieser  Satz  ist  im  Grunde  blos  eine  andere  Form  des  auf  S.  137 
aufgestellten  allgemeinen  Theorems  14  über  homogene  Berührungs- 
transformationen. Von  dem  früher  bewiesenen  Satze  4,  S.  122  unter- 
scheidet er  sich  nur  dadurch,  dass  zu  den  damaligen  Gleichungen  (8)  die 
Gleichungen  (43c)  hinzugekommen  sind.    Der  Satz  18  des  Textes  sagt 

Li e,  Theorie  dor  Tronironnatioiiignippcn.   n.  10 


(43) 
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in  gewisser  Beziehung  etwas  mehr  aus  als  der  citirte  Satz  4;  er  zeigt 
nämlich;  dass  auch  die  Gleichungen  (43c)  eine  Folge  des  Bestehens 
der  Gleichung  (42)  sind.  Andrerseits  sagt  der  alte  Satz  4  insofern 
mehr  aus^  als  er  zeigt;  dass  schon  die  Gleichungen  (43a)  und  (43b) 
allein  zum  Bestehen  von  (42)  nothwendig  und  hinreichend  sind.  Durch 
Verbindung  beider  Sätze  ergiebt  sich;  dass  die  Gleichungen  (43  c)  eine 
Folge  der  vereinigten  Gleichungen  (43  a)  und  (43  b)  sind. 

Setzen  wir  in  den  Formeln  (43c)  für  q  den  Werth  p  =  1  ein,  so 
finden  wir  die  Gleichungen: 

dX,  dP.  dZ 

dz      ^'     dz      ^'     dz      ^' 

die  uns  den  folgenden  aus  der  Theorie  des  Pfaifschen  Problems  be- 
kannten Satz  liefern: 

Satz  19.  Erfüllen  2n  +  1  Grössen  Z,  Z^  •  •  •  X«,  P^  •  •  •  P,  die 
Identität: 

dZ—  PjdZi PndXn  =  dz  —Pidx^ •  —Pndx^f 

so  besitzen  sie  die  Form: 

Z=z  +  Sl(x,  p),      X^  =  A^(x,  p),      Px  =  B»{x,  p). 

Diesen  Satz  erhalten  wir  übrigens  auch  dadurch;  dass  wir  das 
allgemeine  Priucip  der  Seite  142  f.  auf  die  Note  im  Text  der  Seite  138 
anwenden. 

Kapitel  6. 

Bestimmung  aller  Berühmngstransformationen  ohne  Integration. 
Oharakteristisehe  Eigenfichaften  derselben. 

Im  Vorangehenden  wurden  drei  verschiedene  Arten  von  Berührongs- 
transformationen  betrachtet  und  bei  jeder  dieser  Arten  die  auftretenden 
Functionen  durch  gewisse  Differentialrelationen  vollständig  charakterisiri^ 
so  dass  die  Bestimmung  aller  Berührungstransformationen  jeder  einzelnen 
von  diesen  drei  Kategorien  auf  die  Integration  gewisser  Differential- 
gleichungen zurückgefQhrt  isi  Damit  wissen  wir  aber  noch  nichts 
über  den  Umfang  dieser  drei  Kategorien  und  über  die  Allgemeinheit 
der  in  ihnen  enthaltenen  Berührungstransformationen;  nur  an  Bei- 
spielen haben  wir  uns  überzeugt;  dass  jede  der  drei  Kategorien  wirk- 
lich durch  Berührungstransformationen  vertreten  ist. 

Später  entwickeln  wir  allgemeine  Methoden;  welche  zur  Integration 
der  erwähnten  Differentialgleichungen  führen;  und  gewinnen  so  eine 
vollständige  Einsicht  in  die  Beschaffenheit  der  willkürlichen  Elemente^ 
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▼on  denen  eine  Berflhrungstransformation  abhängt.  Vorläufig  werden 
wir  ZOT  Bestimmung  aller  Berülirangstransformationen  einen  andern 
Weg  einschlagen,  einen  Weg,  auf  welchem  keine  Integrationen  sondern 
nur  Differentiationen  und  Eliminationen  erforderlich  sind.  Schon  so 
werden  wir  .einen  üeberblick  über  den  Umfang  der  drei  Kategorien 
erhalten. 

In  dem  zweiten  Theile  des  Kapitels  entwickeln  wir  eine  Reihe 
Ton  charakteristischen  Eigenschaften  der  Berührungstransformationen 
eines  («+!)- fach  ausgedehnten  Raumes;  insbesondere  untersuchen  wir, 

•  

^  welcher  Weise  die  Punktmannigfaltigkeiten  des  betreffenden  Raumes 
TOQ   einer  BerQhrungstransformatiou  transformirt  werden. 

§  39. 

Zunächst  suchen  wir  alle  homogenen  Berührungstrausformationeu, 
also    alle  Transformationen: 

^^)  Ä,'  =  Xi(x^  '  "Xn,  Pi"  •  JP»),      p/  =  Pi{Xi  "     X„,  p^-  '  -  2\) 

(i  =  1  •  •  •  n) 

vernaoge  deren  die  Gleichung: 

^^^    Identität  wird. 

J)ie  Gleichung  (2)  lässt  sidi  auffassen  als  eine  Pfaffsche  Gleichung 

***    cfett  4n  Veränderlichen  o?,-,  pi,  xl,  p!.     Legt  man  diese  Auffassung 

^^    Crirunde,  so  kann  man  sagen:  eine  Transformation  von  der  Gestalt 

(^-)    ist  dann  und  nur  dann  eine  homogene  BerQhrungstransformation, 

^^iMx  das  2n-gliedrige  Gleichungensystem  (1)  in  den  4w  Veränder- 

"^Oen  Xiy  pi,  Xi\  p/  die  Pfaffsche  Gleichung  (2)  befriedigt.    Demnach 

^^et  man  alle  homogenen  Berührungstransformationen  (1),  wenn  man 

^'^    den  4n  Veränderlichen  a;,,  pt,  x/,  pl  alle  2w-gliedrigen  Gleichungen- 

*y  Sterne  bestimmt,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung  (2)  befriedigen  und 

^^^Iche  sowohl  nach  ic/  •  •  •  Xnj  pl '  "  Pn   als  nach  x^-  -  -  x^  Pi'  -  -Pn 

^^XflSsbar  sind. 

Wir  können  sehr  leicht  alle  2n-gliedrigen  Gleichungensysteme 
^einschreiben,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung  (2)  erfüllen;  wir  sind  ja 
^ach  S.  83  f.  im  Stande,  alle  w-gliedrigen  Gleichungensysteme  in 
*i  •  *  •  Xmy  Pl' '  'Pm  anzugeben,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung: 

PidXi  H f-  PmdXm  =  0 

befriedigen)  in  den  betreffenden  Formeln  haben  wir  nur  m  =  2w  zu 

wählen  und  sodann  Xn^i "- x^n,  Pn-\-i-"  Pin  durch  bezüglich:  x^-^Xn, 

—  Pii  ' ' '}  — Pn   zii  ersetzen.     Auf  diese  Weise  finden  wir  folgendes: 

Wird  von  dem  Gleichungensystem:  p,=  0,  j)/  =  0  (t  =  i-ii)  ab- 

10* 
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geseheU;  welches  im  gegenwärtigen  Falle  überhaupt  nicht  in  Betracht 
kommt,  so  ergiebt  sich  das  allgemeinste  2n-gliedrige  Gleichungen- 
system, welches  die  PfafiPsche  Gleichung  (2)  erfüllt,  dadurch,  dass  man 
die  q  Grössen  A^  •  •  •  A^  aus  den  2n  +  g  Gleichungen: 

'(3a)       Sl^{x^"-Xn^  Xi"'Xn')  =  0,  '"ilq(Xi"'Xn,  rc/'-'O?»')  — 0 

aß.  aa 


(3) 


(3b)       ^p,  +  i^^  +  ...  +  x^^  =  o      a=i 


dx. 


(3  c) 


aa  csi 


n) 


n) 


fortschafft  (vgl.  S.  83  f.). 

Hier  kann  q  eine  jede  der  Zahlen  1 ,  2  •  •  •  n  sein  und  Sl^» '  -  Slg 
bedeuten  beliebige  Functionen  ihrer  Argumente,  nur  dürfen  (vgl. 
S.  35)  nicht  alle  g- reihigen  Determinanten  der  Matrix: 


(M) 


Sä,     . 

•              • 

aa^  dsi^ 

CX^    OX^ 

>           •                  •                     •                   • 

• 
• 

• 

•              • 

aa. 

■             •                     •                        •                      • 

aa.  aß. 

• 

•                   • 

aa. 

(fX 

dx^  dx'^ 

• 

a< 

vermöge:  Ä^  =  0,  •  •  lö^  =  0  verschwinden.  Alsdann  ist  offenbar 
das  (2n  +  (/)-gliedrige  Gleichungensystem  (3)  in  den  Veränderlichen 
Xi' ' '  Xny  Pt' ' '  Pnj  Xi  * ' '  Xny  Pi  '  * '  Pn )  ^i ' '  *  ^g  SO  bcschaffeu,  dass 
nicht  alle  {2 n  -\'  q)- reihigen  Determinanten  der  zugehörigen  Matrix 
vermöge  (3)  verschwinden.  Andererseits  ist  sicher,  dass  man  aus  (3) 
durch  Fortschaffung  von  k^^-kq  wirklich  ein  2n-gliedriges  Gleichungen- 
system erhält. 

Unter  den  2n-gliedrigen  Gleichungensystemen,  welche  aus  den 
Gleichungensystemen  von  der  Form  (3)  durch  Wegschaffung  der  l 
entstehen,    haben   wir  jetzt   noch    diejenigen    auszuwählen*),   welche 


*)  Pfaffe  Jacdbi  and  Clebsch  haben  längst  nachgewiesen,  dass  Transformaiionen 
zwischen  den  x\  p'  und  den  x,  Py  welche  durch  Elimination  von  ^.'"^g  zwischen 
2n  -{-  q  Gleichnngen  von  der  Form  (3)  hervorgehen,  den  allgemeinsten  üebergang 
von  einer  2n-gliedrigen  kanonischen  Form  eines  PfaflPschen  Ausdrucks  su  einer 
anderen  kanonischen  Form  desselben  liefern.  Der  Zusammenhang  dieses  Trans- 
formationsproblems eines  Pfaffschen  Ausdrucks  mit  dem  allgemeinen  Problem: 
alle  analytischen  Transformationen  zu  finden,  ist  aber  in  diesen  älteren  Ar- 
beiten nicht  erörtert.  Auf  der  anderen  Seite  war  die  Frage  unerledigt  geblieben, 
wann  2n  -{-  q  Gleichungen  von  der  Form  (3)  nach  Elimination  der  Parameter 
X  eine  Transformation  zwischen  den  x',  p'  und  den  x^  p  liefern. 
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sowohl  nach  den  x'j  p'  als  nach  den  x,  p  auflösbar  sind.  Der  Inbegriff 
aller  homogenen  Berührungatransformationen  in  den  Xy  p  besteht  ja 
eben  aus  dem  Inbegriff  aller  Gleichungensysteme  von  dieser  besonderen 
Beschaffenheit. 

Sollen  2n  +  2  Gleichungen  von  der  Form  (3)  nach  Fortschaffung 
der  l  ein  2n-gliedriges  Gleichungensystem  ergeben,  welches  nach 
x/'-'ä:»',  Pi'-'P»  auflösbar  ist,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  sie  selbst  nach  o?/  •  •  •  Xn\  A^  •  •  •  kq,  p/  •  •  •  Pn  auflösbar  sind,  um 
diese  Bedingung  bequem  ausdrücken  zu  können,  setzen  wir: 

so  dass  die  Gleichungen  (3b)  und  (3c)  in  der  Gestalt: 
(SbO 


—  Pi  + 


(3c') 


Pi  + 


dx- 
dW 

dx: 


0 


0 


(.=1 


(<=1 


n) 


n) 


erscheinen.    Dann  kommt  die  Auflösbarkeit  von  (3)  nach  den  x\  A,  p' 
darauf  hinaus,  dass  die  Functionaldeterminante  von: 


ßi---ßj,     —Pi  +  j^, 


—  Pn  + 


dW 
dxj 


K  + 


dW 


p:  + 


dW 


genommen  nach  a;/  •  •  •  x^,  A^  •  •  •  A^,  Pi'  •  •  •  Pn  nicht  vermöge  (3)  ver- 
schwindet. Aber  diese  (2w  +  (2')- reihige  Functionaldeterminante  reducirt 
sich  ohne  Weiteres  auf  die  (w  +  g)- reihige  Functioualdeterminante  von: 


•    •    • 


;  —Pn  + 


dW 


genommen  nach  x^  -  -  -  Xn\  A^ 


(4) 


J  = 


da^ 

dx[ 

• 

dx[ 

d^W 

dx^dx[ 

dx^dx[ 

dx,'        '      ^*    '    dx^ 
1  *» 

•  A^;  sie  hat  daher  die  Form: 


a< 


dSl^ 


dx^dx^ 


d^W 


dx^dxL     dx^ 


0  .   •   .    0 

0  •    •    •      0 
cSl^  dSl 

■■  •         •         •        —  -  ■ 

dx  ex 

dSl,  dSl 

— i^— ^  •     •     •    ■ 


dx 


n 


Die  Gleichungen  (3)  sind  also  dann  und  nur  dann  nach  den  x\  A,  p' 
auflösbar,  wenn  d  nicht  vermöge  (3)  verschwindet.  Nun  aber  ist  ^ 
von  Pi"'Pn)  Pi  ' '  '  Pn   frei;  es  kann  mithin  vermöge  (3)  nur  dann 
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verseil  winden ;  wenn  es  schon  vermöge  (3  a)  für  alle  Werthi 
Aj  •  •  •  Aj  verschwindet     Folglich  ergiebt  sich: 

Gleichungen  von  der  Form  (3)  liefern  bei  Fortschafiung 
dann  und  nur  dann  ein  2n-gliedriges  nach  x^-'-Xnj  Pi"*: 
lösbares  Gleichungensystem,  wenn  ^  nicht  vermöge:  Sl^^=sO,  ••• 
verschwindet. 

Die  Determinante  ^  ändert  sich  nicht;  wenn  man  Xy^-^x^ 
mit  bezüglich:  o;/-  •  •  a;/,  — |)/,  •  •  •  — Pn  vertauscht;  also  sie 
unmittelbar,  dass  das  aus  (3)  durch  Fortschaffung  der  X  ents 
Gleich ungensystem  ebenfalls  dann  und  nur  dann  nach  x^'-'X^ 
auflösbar  ist,  wenn  ^  nicht  vermöge  (3)  verschwindet 

Wenn  alle  g- reihigen  Determinanten  der  Matrix  (M)  y< 
ißi  =  0,  •••  ißj  =  0  verschwänden,  so  würde  jd  offenbar  < 
thun.  Man  sieht  sogar,  dass  ^  vermöge:  ii2^  =  0,  •  •  •  J2^  «=» 
schwinden  würde,  wenn  alle  g- reihigen  Determinanten  einer  dei 
Matricen: 


Jxl 


dx. 


dx[ 


dSl^  dSl. 


a< ;      dx^ 


dx. 


vermöge  (3  a)  gleich  Null  würden.  Die  Forderung,  dass  z/  m.\ 
möge  (3  a)  verschwinden  soll,  hat  demnach  nicht  blos  zur  Fol{ 
die  (2^ -reihigen  Determinanten  von  (M)  nicht  sämmtlich  vermö 
verschwinden  dürfen;  sie  verlangt  sogar,  dass  die  Gleichungen: 
•••Äj  =  0  sowohl  nach  q  von  den  x  als  nacli  q  von  den  x  auflöst 
Nunmehr  können  wir  das  Theorem  aussprechen: 
Theorem  15.  Sind  die  Functionen:  ß,  •  •  •  ßj  der  Vet 
liehen  a;,  •  •  •  Xn,  a:/-  •  •  Xn   so  beschaffen,  dass  die  Determ\ 


(4) 


J  = 


Xn,   Xi  '  '  '  Xn     Si 

dSl^ 

dx[ 

•                        •          ■           • 

dx[ 

d^W 

dx  dx[ 

•                    •         •         • 

dx^dx^ 

da. 


ex. 


0 


0 


0 


a'»r     aß. 


dx.dx' 
1     " 


dx. 


0 

dx^ 


anr     aa. 


dx^dxi     dx^ 


dSl, 

5 

dx. 
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in  welcher  TT««  X^Sl^  -|-  . . .  ^  x^siq  ist,  nicht  vermöge:  Sl^  =  0, 
•  •  •  ßj  =  0  für  alle  Werthe  der  k  verschwindet,  so  ergeben  die 
Gleichungen: 

'"Xn,   Xi    '»'  Xn)  =  0,    •  •  •    Slqix^  '  "  Xnj   X^    "  '  Xn)  =  0 

(»■  s=s  1  •  •  •  n) 

hei  Fortschaffung  der  X  ein  2n'gliedriges  Gleichungensystem, 
welches  sowohl  nach  x^'-^Xn,  Vi"'Pn  «is  nach  x^  -*-  Xn,  Pi'"Pn 
auflösbar  ist  und  welches  eine  homogene  Berührung stransfor- 
mation  bestimmt  Wählt  man  ß^  •  •  •  ßj  in  allgemeinster  Weise 
so,  dass  ^  nicht  vermöge:  ß^  =  0,  •  •  •  ß^  =  0  verschwindet,  und 
ertheilt  man  der  ganzen  Zahl  q  der  Reihe  nach  die  Werthe 
1,  2--«n,  so  erhält  man  alle  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen  in  den  Veränderlichen  x^- '  -  Xn,  Pi'  - '  Pn-  Dabei  ist 
das  Gleichungensystem:  ß^  =  0,  •  •  •  ß^  =  0  immer  sowohl  nach 
q  von  den  x'  als  nach  q  von  den  x  auflösbar*) 

Erwähnen  wollen  wir  noch,  dass  zf  eine  ganze  homogene 
Function  (n  —  j)-ten  Grades  von  A^  •  •  •  A^  wird  und  dass  man  die 
Forderung:  zi  soll  nicht  vermöge:  ß^  =  0,  •  •  •  ß^  =  0  für  alle  Werthe 
der  X  verschwinden,  auch  so  ausdrücken  kann:  es  sollen  nicht  alle 
CoeflScienten  dieser  ganzen  homogenen  Function  der  A  vermöge: 
ßj  =  0,  •  •  •  ß,  s=  0  verschwinden. 

Denkt  man  sich  die  Gleichungen  (3)  nach  a;/  •  •  •  Xn,  Pi  •  • '  Pn, 
Xi  ' ' '  Xq  aufgelöst;  so  werden  die  x'  homogene  Functionen  nullter 
Ordnung  von  den  p  und  die  p'  homogene  Functionen  erster  Ordnung, 
wie  es  bei  einer  homogenen  Berührungstransformation  sein  muss. 

Will  man  nämlich  a:/  •  •  •  Xn  durch  die  x,  p  ausdrücken,  so  wird 
man  zunächst  die  X  aus  den  Gleichungen  (3  b)  fortschaffen,  was  mau 
in  der  Weise  ausführen  kann,  dass  man  die  n  —  1  Gleichungen: 

aß,  dSl^ 

X,  — -  4-  ...  4-  Z  2 

n  n 

(x=sl..-n-  1) 

bildet  und  dann  aus  diesen  die  Verhältnisse  der  X  wegschafft.     Man 
erhält  auf  diese  Weise  n  —  q  Gleichungen  zwischen  x^  -  -  -  x^,  x^-  -  -  Xn, 


♦)  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  V,  VIII  und  XI,  S.  647;  Archiv  for  Math.,  Bd.  I, 
Christiania  1876. 
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Pi '  •  'Pf*}  ^^  denen  nur  die  Verhältnisse  der  p  auftreten;   nimmt  man 
daher  noch  die  Gleichungen  (3a)  hinzu,  so  bekommt  man  ic/  •  •  •  Xn 
dargestellt  als  Functionen  von: 

^  Pn  Pn 

Setzt  man  die  gefundenen  Werthe  von  a:/  •  •  •  Xn  in  (3b)  ein  und 
löst  die  entstehenden  Gleichungen  nach  A^  •  •  •  A^  auf,  so  werden  A,  •  •  •  A^ 
solche  Functionen  von  ^i"  -  ^n}  Pt  * '  'Pn,  welche  in  den  p  homogen 
von  erster  Ordnung  sind.  Die  Gleichungen  (3c)  endlich  zeigen,  dass 
die  p'  ebensolche  Functionen  der  x  und  p  werden  wie  die  A, 

Ist  das  Gleichungensystem:  Ä^  =  0,  •  •  •  ß^  =  0  so  beschaffen, 
dass  die  Determinante  J  vermöge  desselben  verschwindet,  so  ist  das 
Gleichungensystem,  welches  aus  (3)  durch  Elimination  der  A  entsteht, 
weder  nach  den  x\  p\  noch  nach  den  x,  p  auflösbar,  es  werden  sich 
daher  aus  den  Gleichungen  (3)  gewisse  Relationen  zwischen  den  x,  p 
allein  ableiten  lassen  und  ebenso  gewisse  Relationen  zwischen  den 
x',  p'  allein. 

Sollen  sich  aus  (3)  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  aus 
(3  a)  (3  b)  gerade  m  unabhängige  Relationen  zwischen  den  x,  p  allein 
herleiten  lassen,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  mit  der 
Determinante  d  zugleich  alle  ihre  ünterdeterminanten  (n  +  g  —  l)-ten, 
•  •  •  (n  +  g  —  w  +  l)-ten  Grades  vermöge  ß^  =  0,  •  •  •  Slq  =  0  ver- 
schwinden, ohne  dass  auch  alle  ünterdeterminanten  (w  +  j  —  fw)-ten 
Grades  dies  thun.  Ist  aber  diese  Bedingung  erfüllt,  so  lassen  sich 
offenbar  aus  den  Gleichungen  (3  a)  (3  c)  ebenfalls  gerade  m  unabhängige 
Relationen  zwischen  den  x\  p  allein  ableiten  und  genau  ebenso  viele 
Relationen  dieser  Art  folgen  aus  dem  ganzen  Gleichuugensystem  (3). 

Man  beachte  überdies,  dass  alle  etwa  auftretenden  Relationen 
zwischen  den  o;,  p  allein  in  den  p  homogen  sind  und  dass  von  den 
etwaigen  Relationen  zwischen  den  x\  p'  allein  dasselbe  in  Bezug  auf 
die  p'  gilt. 

In  der  That,  um  eine  Relation  zwischen  den  x^  p  allein  zu  finden, 
muss  man  jedenfalls  aus  (3  a)  (3b)  die  A  eliminiren  und  das  kann 
man  wie  vorhin  in  der  Weise  ausführen,  dass  man  zuerst  die  Glei- 
chungen: 


aa. 

Pi         ^^i 

Pn                 ^^t 

^^n 

(t  =  l,  2.  ••»—!} 
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bildet  und  dann  aus  dieseu  die  Quotienten  der  l  fortschafft.    Alle  Re- 
lationen, die  man  auf  diese  Weise  erhalt^  sind  homogen  in  den  p. 
Damit  haben  wir  den 

Satz  L    Ergdmi  die  2n  -f-  $  unalliängigm  Gleichungen: 


(3) 


dSl 


-j>^  +  ^i.V  +  --  +  ^.^  =  o 


dx. 


ex. 


(i  =s  1  •  >  •  n) 

gerade  w  ^  0  unabhängige  von  Aj  •  •  •  A^  freie  Relationen  zwisclien  den 
X,  p  allein,  so  ergeben  sie  auch  gerade  m  wnabluingige  von  den  X  freie 
Belatiotien  gwisdien  den  x',  p'  cdlein.  Alle  derartigen  Relationen  zwischen 
den  X,  p  sind  in  den  py  diejenigen  zwisclien  den  x',  p  sind  in  den  p' 
homogen*) 

§  40. 

Wir  wenden  uns  zur  Bestimmung  der  allgemeinen  Beriihruugs- 
transformationen  in  Sy  x^  '  - '  Xn,  Pi  •  -  -  Pn,  also  derjenigen  Trans- 
formationen: 

(5)  Z'    =    Z(Z,      X,     P)y      Xl    =    Xi{Z,      Xy    P),     Pl    =     Pi{Zy      Xy     p) 

(i  =  1  •  •  •  w) , 

welche  eine  Gleichung  von  der  Form: 

dz'  —Pidx^  —  ...  —  pndxn  =  Q{dz  —  Pidx^ PndXn) 

identisch  befriedigen. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen^  setzen  wir  wie  in  Kap.  5: 


(6) 


3n4-l  ^«+1  ^'i+l 


SO  dass  Gleichung  (5)  die  Form: 

erhält.    Dann  stellen^  wie  wir  wissen,  die  Gleichungen: 


♦)  Archiv  for  Math.  Bd.  I,  Christiania  1876;  Math.  Ann  Bd.  1^1.  An  der 
letzten  Stelle  finden  sich  weitergehende  Untersuchungen  über  die  im  Texte  be- 
trachteten %mvoU8iänd%gen  Berührungstransformationen. 
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0) 


y 


y»+i>  yi"'y») 


-ff. 


-ff» 


ff»+l 


«»+1 


— ffi 


yn+i  •  •  • 


— ) 

ff*4-l/ 


yiH-1  •  •  • 


-ff. 


) 


ff«+l 

(|=sl...f|) 

eine  homogene  Berührungstransformation  in  den  Veränderlichen  yi^-yn+i, 
^1 '  "  (Zn+i  ^^-  Dagegen  liefert  auf  der  andern  Seite  jede  homogene 
Berührungstransformation  in  den  y,  q  eine  Berührungstransformation 
in  z,  Xi» '  •  Xn,  Pi* '  'Pnf  sobald  man  aus  ihren  Gleichungen  die  Ver- 
änderlichen y\  q',  y,  q  mit  Hülfe  von  (6)  wegschafft  und  sodann  die 
erhaltenen  Gleichungen  nach  e',  a;/  •  •  •  Xn,  Pi  '"  Pn    auflost 

Die  allgemeinste  homogene  Berührungstransformation  in  j^,  •  •  •  y^i, 
qn^i  wird  nach  Theorem  15  (S.  150)  aus  den  Gleichungen: 


2i- 


(8) 


[ßi(y»+i. 

Vf 

••y», 

y'n+i, 

yi 

•  •  •  y«') 

=  f 

qt  = 

+  • 

'•  +  K 

-2.'= 

+  • 

1  •  •  •  II 

aa^ 

a.  =  o 


erhalten^  wenn  mau  die  k  eliminirt.  Dabei  kann  q  eine  jede  der 
Zahlen  1^  2  •  •  •  n  -j-  1  sein  und  die  Functionen  Sl^"  -  Sl^  sind  in  all- 
gemeinster Weise  so  zu  wählen^  dass  die  durch  Elimination  der  X  er- 
haltenen Gleichungen  nach  y/  •  •  •  y»+i;  Qi  '  ' '  2«+i  auflösbar  sind,  die 
Auflösbarkeit  nach  den  y,  q  ist  dann  von  selbst  vorhanden.  Wollen 
wir  daher  die  allgemeinste  Berührungstransformation  in  0,  ^-**^i 
Pi'''Pn  finden,  so  haben  wir  nur  mit  Hülfe  von  (6)  die  Grossen 
Vf  Qf  y'f  q'  ^^^  (8)  fortzuschaffen,  was  giebt: 

(Hiie,  Xi'"Xn, 0,  a?/ •  •  •  Xn)  =  0,  •  •  •  ßg  =  0 


(9) 


X.  l  _L  .  .  .  _L  ;i 


«  d  X, 


Pi  =  — 


aa, 

*i  -^  +  •  •  •  +  ^, 


dz 


V 

?  dz 


h 


Pi  =  — 


dx/ 


^dxf 


^1 


dSl 

Tz 
«=1 


4-  i  1 

'     ^  cz 


Die  CBdlichen  Gleichongeii  dB«r  6ei^lknui^(r*n;^Mta«ti<^a.  Uv^ 

und  müssen  nun  das  Gleiehungensvstem:  fi^  ■*  0^  « *  *  A^  «•  0  iu  alU 
gemeinster  Weise  so  wihlen,  dass  die  «us  ^l^^  durvh  EUmiuaiiivii  d^>r  l 
entstehenden  Gleichungen  nach  t'y  x/  <  *  *  x,\  Pi'  *  •  *IK  auflösbar  sind; 
dieselben  sind  dann  Ton  selbst  auch  nach  den  ir,  x^  p  auflösbar« 
Somit  haben  wir  den 

Satz  2.    Die  allgemeinste  BerHkrHMgshraHsformation  in  c,  x^--  x«, 
^1  -  •  'Pn  irtfd  erhaUm,  uxnn  man  1^  •  •  •  ü,  ans  «im  Oleichnngm: 

^  Äl  (J5f ,  Xi  •  •  •  X, ,  f ',  x/  •  •  •  X, ')  —  0 ,  •   •  Ä^  —  0 


(f>) 


^  TT  -r       ^  N  ^Ä 


climinirt.  Hier  Tcann  q  eine  jede  der  Zaldeii  1,  2  •  •  *  n  -f-  1  sein;  das 
q-gliedrige  Gleicimngensystem:  Äj-=.0,*  -a^  — 0  ist  nur  der  Hescliriin' 
hing  unterworfen,  dass  die  aus  (9)  durdi  Elimination  der  X  cntstcliendm 
Gleichungen  nach  z\  x/  •  •  •  x«',  pl  "  'Pn  aufUkbar  sind;  die  Auf  lösbar' 
Jceit  nach  z,  x^  •  •  •  x»,  p^  •  •  •  j)»  ist  dann  von  selbst  vorluinden. 

Ausserdem  erhalten  wir  noch  aus  dorn  Satze  1  S.  153  den  folgoiulon 

Satz  3.  Liefern  die  Gleichungen  (9)  gerade  m  >  0  unabhängige  von 
den  X  freie  Belationen  zwischen  z\  x/  •  •  •  x«',  Pi  '  --  Pn'  allein^  so  liefern 
sie  auch  gerade  m  unabhängige  Belationen  zwisclicn  den  0,  x,  p  allein. 

Durch  Specialisirung  des  Satzes  2  finden  wir  endlicli  alle  lio- 
rührungstransformationen  vou  der  Form: 

(10)         z'  =  Az  +  a(x,  !>),  x/  —  X,(x,  p),  pl  -  P,(x,  p) 

(< »  1 « . .  n) . 

Denken  wir  uns  nämlich  die  aus  (10)  folgenden  lielationen  zwischen 
Zy  X|  •  •  •  Xnf  z'y  x/  •  •  •  Xn  aufgestellt,  was  durch  Elimination  von 
Pl'  "P»  aus  den  n  -{-  1  ersten  Gleichungen  (10)  geschehen  würde,  ho 
erkennen  wir  sofort,  dass  diese  Relationen  z  und  z  nur  in  der  Ver- 
bindung z'  —  Az  enthalten,  dass  sie  also  auf  die  Form  gebraclit 
werden  können: 


rin  [^  —Az—  F(x,  •  •  •  X«,  x/    . . 

^    ^  lt^,(x,  xO-=0,  ...tf^t(x,  x') 


x/)-0, 
-0. 
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Soll  daher  das  Gleichungensystem  (9)  eine  Berührungstransfor- 
mation von  der  Form  (10)  liefern,  so  müssen  die  Gleichungen  i2^  =  0, 
£1^  =  0  die  Form  (11)  erhalten  können.  Ersetzt  man  umgekehrt  in  (9) 
die  Gleichungen  £1^  =  0^  '  -  -  £lq  =  0  durch  (11),  so  erhält  man  offenbar 
eine  Berührungstransformation  von  der  Gestalt  (10).     Also: 

Theorem  16.  Die  allgemeinste  Berührungstransformation 
in  2j  x^' '  •  Xn,  Pi' '  'Pn,  ißi  welcher  die  Veränderlichen  x^^-Xu^ 
Pi'-'Pn  unter  einander  transformirt  werden,  entsieht j  wenn 
man  X,  k^"'kq  aus  den  2n-|-g  +  l  unabhängigen  Gleichungen: 

z  —  Az  —  W{x^'"Xn^  x^ '•'Xn)=Oy  Sl^{x , x) =0 , - " Slq{x y  x")  =^0 


(12) 


^^  = xÄ 


dW  dSl^  dd 


9 


dxf        *  dxf  « dxf 

p, ^ 


(l  =s  1  .  .  .  «) 

wegschafft.  Hier  bedeutet  A  eine  beliebige  von  Null  ver- 
schiedene Constante,  q  kann  eine  jede  der  Zahlen  0,  1,  2-  --w 
sein,  endlich  sind  W,  Sl^-  -  >  Slq  beliebige  Functionen  ihrer  Ar- 
gumente und  nur  der  einen  Beschränkung  unterworfen,  dass 
die  Gleichungen,  welche  aus  (12)  durch  Elimination  der  k  ent- 
stehen, nach  den  z\  x ,  p'  auflösbar  sein  müssen,  die  Auflös- 
barkeit nach  den  z,  x,  p  folgt  daraus  von  selbst*) 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (12)  die  Constante  A^\  und  die 
Function  W'==0  und  lässt  man  sodann  die  Gleichung:  z'  —  0^=0 
weg,  so  kommt  man,  wie  es  auch  sein  muss,  wieder  auf  die  Formeln 
des  Theorems  15  S.  150  für  die  allgemeinste  homogene  Berührungs- 
transformation  m  X^*  '  '  Xn^  Pi'  '  '  Pn- 

§  41. 

Es  sei  in  den  Veränderlichen  z,  x^-  -  *  Xn,  Pi* '  'Pn  irgend  ein 
Gleichungensystem:    ©^  =  0,    •  •  •    *,«  =  0    vorgelegt,    welches    die 

Pfaffsche  Gleichung:  dz — Pidx^ —  PndXn  =0  befriedigt.  Führen 

wir  nun  auf  dieses  Gleichungensystem  irgend  eine  Berührungstraus- 
formation: 

0'  SB  Z{Z,   X^"  '  Xn,  Pi'  '  'Pn)f   X{  =  X,-,  p/  =  P,- 

(1  =  1  • .  •  n) 


*)  Lie,  Zur  analytischen  Theorie  der  Berührungstransformationen,   Verhand- 
lungen der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  Juni  1873;  Math.  Ann.,  Bd.  VIII. 
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aus,  so  erhalten  wir  in  z'y  a:/  •  •  •  x^j  pl  •••!>»'  ein  neues  Gleichungen- 
System:  0/  =  0,  •  •  •  Q>Ji  =  0,  welches  nach  S.  41  diejenige  Pfaffsche 

Gleichung  befriedigt,   in  welche  dz  — p^dx^ •  •  —  PndXn  =  0  bei 

der  Transformation  übergeht;  nun  verwandelt  sich  aber  unter  der  ge- 
machten Voraussetzung  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dß  —  PidXi • PndXn  =  0 

in:  djs^  — p^  dx^ •  •  —  PndXn  =  0;  also  sehen  wir: 

Sei  einer  Berührungstransformation  in  den  VeränderlicJien  js^x^-'-Xn, 
Pi  '  '  '  Pm  geht  jedes  Gleichungensystem,  welches  die  Pfaffsclie  Gleichung: 

^^ Pi  dx^  —  . .  •  —  pn  dXn  =  0   befriedigt,    in   ein   Gleichungensystem 

*'o»    derselben  Bescliaffenheit  über. 

Um  nachweisen  zu  können,  dass  auch  das  Umgekehrte  gilt,  schicken 
^1^    znnächst  einen  Hilfssatz  voraus: 

Satz  4.    Die  Gleichung:    dg  —  p^dx^  —  . . .  — pndXn  =0  ist  die 
cm^i^^  Pfaffsdie  Gleichung,  welche  von  allen  Gleichungensystemen  von  der 


(13)        z-Fix,..-x.)  =  0,p,-l§  =  0,...p.-l^  =  0 


1  --n 


^r^^edigt  wird. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  sehr  einfach.    Es  sei: 


n  n 


(^  ^)     A{z,  X,  p)dz  +  ^  Bi(z,  X,  p)dXi  +  ^  Ci{z,  x,  p)dpi  =  0 


1  1 

ir 


eine  Pfaffsche  Gleichung,  welche  von  allen  Gleichuögensystemen 
^^•^      der  Form  (13)  erföUt  wird.     Dann  muss  die  Gleichung: 


b^i 


2( <+'='+ 2 'S^) 


'-',-    te  -  0 


^er  Substitution: 


TP  dF  dF 

Z  =  F,  p.   =  -. ,    •  •  •    l>n  =  ö- 

1  »• 

ZlJM 

^iner  Identität  werden,  welche  Function  von  x,  •  •  •  ar«  auch  F  sein 
;.   Folglich  mQssen  die  n  Gleichungen: 

d^F 

=  1  .  .  .  n) 


Ap,  +  B,+  -2c.^-a    (.- 


^-    ..  Z.HU„,»tHe  .»  L.e„.. 


d^F 

Zy   X^'"  Xn,  Pt      "Pn,    J^^-^,  ^»'  /=  1  .  .  •  n) 


'y^  — , 


^^utisch  erf&llt  sein,  das  aber  tritt  nur  ein,  wenn 

d  ^  0,  Bi  E=  —  Api      (.  =  1  • . . «) 
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ist,  das  heisst,  wenn  die  Pfaffsche  Gleichung  (14)  die  Form: 

A{dz  —  Pida?!  —  ...  —  p^dxn)  =  0 

besitzt.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Nunmehr  denken  wir  uns  irgend  eine  Transformation: 

(15)         g'  =  Z{Zy  X,  p),  xl  =  Ä(jef,  Xy  p),  pl  =  ni{0,  X,  p) 

(,•  =  1 . .  .  n) 

vorgelegt,  welche  jedes  Gleichungensystem,  das  die  Pfaffsche  Gleichung: 
d0  —  p^dxj^ •  •  —  PndXn  «=«  0  befriedigt,  in  ein  ebensolches  über- 
führt. Wir  werden  zeigen,  dass  diese  Transformation  eine  Berührungs- 
transformation ist. 

Wir  fähren  die  Transformation  (15)  auf  ein  beliebiges  Gleichungen- 
system von  der  Form: 

(13)      z-F{x,--^x,)  =  0,p,-^^^0,  ...^._|i:  =  0 

1  * 

aus.  Da  (13)  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  p^dx^  —  •  •  •  —  PndXn  =  0 
befriedigt,  müssen  wir  auf  diese  Weise  stets  ein  Gleichungensystem: 
^^i  «=  0,  •  •  •  ^n+i  «=  0  in  den  z\  x\  p   erhalten,  welches  die  Pfaffsche 

Gleichung:  dz'  —  p^dx^  — PndXn  =  0  befriedigt.    Führen  wir 

daher  in:  dz'  —  p^dx^  —  •  •  •  —  PndXn  «=  0  vermöge  (15)  die  ur- 
sprünglichen Veränderlichen  z^  x,  p  wieder  ein,  so  muss  sich  eine 
Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  Pi  dxi  —  •  •  •  —  pn  dXn  = 

n  n 

=  A{z,  X,  p)  dz  +  ^'Bi{z,  X,  p)dXi  +  ^Cijz,  x,  p)dpi  =  0 

1  1 

ergeben,  die  von  allen  Gleichungensystemen  von  der  Form  (13)  erfQllt 
wird.  Das  ist  nach  dem  Obigen  nur  der  Fall,  wenn  Q  ^  0  und 
Bi^  —  Api  ist,  folglich  besteht  vermöge  der  Transformations- 
gleichungen (15)  eine  Relation  von  der  Form: 

dz'  — Pidx^ Pn'dXn  =A{Zy  Xy  p)  {dz  —  p^dx^ PndXn) , 

das  heisst  (15)  ist  wirklich  eine  Berührungstransformation. 

Verbinden  wir  dieses  Ergebniss  mit  dem  oben  abgeleiteten,  so 
können  wir  sagen: 

Theorem  17.  Bie  Berührungstransformationen  in  den  Ver- 
änderlichen Zy  Xi' "  Xn,  Pi' "Pn  lassen  sich  auch  definiren  als 
diejenigen  Transformationen  in  den  z,  x^p,  welche  jedes  (n  +  1)- 
gliedrige  Gleichungensystemy  das  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dz  — p^dx^  —  . . .  _  p^dXn  =  0  befriedigt,  in  ein  Gleichungen- 
System  von  derselben  Beschaffenheit  überführen.*) 

Vgl.  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  V  nnd  VIII. 
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§  42. 

In  Kapitel  4  haben  wir  gesehen^  dass  die  (n -{- l)-gliedrigen 
Gleichungensysteme  in  jef,  x^-  >  •  Xny  JPi  •  •  •l>n,  welche  die  Pfaffsche 
Gleichung:  dz  — p^dx^  —  •  •  •  — PmdXn  =  0  befriedigen ^  in  eine  end- 
liche Zahl,  nämlich  in  n  -}-  1  verschiedene  Klassen  zerfallen.  Die  eine 
dieser  n  4~  1  Klassen  besteht  aus  allen  Gleichungensystemen  von  der 
Form: 

(13)      ^-F(a;,...a;,)  =  0,i>i-|^  =  0,  ...p,-||=0, 

der  Inbegriff  aller  ihr  angehorigen  Gleichungensysteme  hängt  demnach 
von  einer  tvilücürlichen  Function  mit  n  Argumenten  ah.  Dagegen  hängt 
der  Inbegriff  aller  übrigen  Gleichungensysteme,  welche  die  Pfaffsche 
Gleichung:  dz  —  p^dx^  —  •  •  •  — PndXn  =  0  erfüllen,  allerdings  von 
mehreren  willkürlichen  Functionen  ab,  diese  Functionen  jedoch  ent- 
halten nicht  n,  sondern  nur  eine  geringere  ZcM  von  Argumenten. 
Bei  Ausführung  einer  Berührungstransformation: 

(16)        z'  =  Z{z,  X,  p),  Xi  =  Xi{Zj  Xy  p),  pl  =  Pi{z,  Xy  p) 

verwandelt  sich  jedes    (n  +  1) - gliedrige  Gleichungensystem,   welches 

die   Pfaffsche   Gleichung:    dz  — PidXy^  — PndXn  =  0   befriedigt, 

in  ein  Gleichungensystem  von  derselben  Beschaffenheit.  Nach  dem 
vorhin  Gesagten  lässt  sich  erwarten,  dass  die  Gleichungensysteme  von 
der  besonderen  Form  (13)  bei  Ausführung  der  Berührungstransfor- 
mation (16)  im  Allgemeinen  in  Gleichungen  Systeme  von  der  analogen 
Form: 

■(13')    z'-O{x,'...x:)^0,p,'-§^,  =  0,...p:-^,^0 

Übergehen.  Wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  dies  wirklich  so  ist,  und 
dass  ein  Gleichungensystem  von  der  Form  (13)  bei  der  Berührungs- 
transformation dann  und  nur  dann  nicht  in  ein  Gleichungensystem 
von  der  analogen  Form  (13')  übergeht,  wenn  F(Xi  -  -  •  Xn)  einer  .ge- 
wissen partiellen  Differentialgleichung  genügt,  welche  wir  aufstellen 
werden. 

Wünschen  wir  das  Gleichungensystem  zu  finden,  in  welches  (13) 
bei  der  Berührungstransformation  (16)  übergeht,  so  haben  wir  nur  in 
(16)  die  Substitution: 

zu  machen  und  aus  den  so  entstehenden  Gleichungen: 
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(17) 


Xi 


Xi 


p!  =  Pi  {f 
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IT                      dF 

dF\ 

TT                                ^P 

dF\ 

TP                                   ^F 
(i  =  l  •  ■  -n) 

dF\ 

die  Veränderlichen  x^  -  >  -  Xn  fortzuschaffen. 

Das  transformirte  Gleichungensystem  kann  nun  offenbar  dann 
und  nur  dann  nicht  auf  die  Form  (13')  gebracht  werden,  wenn  sich 
aus  (17)  wenigstens  eine  Relation  zwischen  x^  "  -  Xn  allein  ergiebt. 
Das  tritt  ein^  wenn  die  Functionaldeterminante  der  n  Functionen: 

V /xT  ^F        dF\      ^ 

genommen  nach  x^'  - '  Xn  identisch  verschwij'det,  mit  andern  Worten, 
wenn  0  =  F(x^  •  •  •  Xn)  eine  gewisse  partielle  Differentialgleichung 
identisch  befriedigt^  die  wir  mit  Anwendung  der  Abkürzungen: 


dU(z,  x^'  ••«„,Pi  •••P») 


dx^ 


dz 


du  d-U        ^       du 

•  1 


dx^dx^ 


folgendermassen  schreiben  können: 
(18)  B  = 


V  +  '''' 


dX 


dx. 


^  =  0. 


j^  —dx^ 

Die  Determinante  D  kann  nicht  identisch  verschwinden,  denn 
thilte  sie  es,  so  müsste  sie  jedenfalls  dann  identisch  null  werden,  wenn 
man  in  ihr  alle  |)fx(i  =4=  x)  gleich  Null  setzte.  Nun  nimmt  B  bei 
dieser  Substitution  die  Form  an: 


7)«  = 


^  Xj  j^       ^  Xj  j^        ^  X, 

dx^         dx^         ax. 


dx^  ^P"  dz  ^^'•''  ap^ 

ax. 


ax. 


dz 


ff      I  A      I 


und  D"  kann  offenbar  nur  dann  für  alle  Werthe  von  Pxi  •  •  •  p«.  iden- 
tisch verschwinden,  wenn  alle  w- reihigen  Determinanten  der  Matrix: 


a  X,   ,      a  X, 


ra; 


n      I  ff 


ax,   ,      ax,  ax. 
— -  +  Pff  — —  >  • 


a^T. 


aa: 


dz 


vX, 

dx^ 


+  P^ 


ax.  ax. 


ax. 


ff       5 


^-y  ^p,      ap, 


Die  endlichen  Gleichungen  einer  Beruhrnngsiransformation. 
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identisch  null  sind.    Das  ist  aber  unmöglich^  denn  dann  verschwänden 
auch  alle  n- reihigen  Determinanten  der  erweiterten  Matrix: 


dX, 


cX^ 


dx 


ax 


dz 


':2^ 


identisch  und  es  wären  demzufolge  die  n  Gleichungen: 

nicht  von  einander  unabhängig,  während  sie  doch  (vgl.  Satz  6,  S.  124) 
sicher  von  einander  unabhängig  sind. 
Damit  haben  wir  das 

Theorem  18,    Bei  einer  Berührungstransformation: 
(16)        b'  =  Z{Zj  X,  p),  x/  =  Xi(z,  X,  p),  pl  =  Pi{z,  X,  p) 

(i  =3  1  >  >  >  n) 

verwandelt  sich  ein  Gleichnngensystem  von  der  besonderen  Form: 


dF 


(13)     £r-F(a:,...a;«)  =  0,  ft--^^=0, 


ex. 


dF       ^ 


dx 


n 


im  Allgemeinen    in  ein   Gleichungensystem   von  der  analogen 
Form: 


a^ 


(13')    /  -  0(x,' . . .  x/)  =  0,  i>/  -  If,  =  0, 


dx. 


^«  -aa:;  =  05 


ausgenommen  ist  nur  der  Fall,  dass  die  Function  F{x^  •  •  •  a?«) 
eine    gewisse    partielle    Differentialgleichung    (18)    befriedigt, 
dann  nämlich   liefert  das   aus    (13)  entstehende   transformirte 
Gleichungensystem  mindestens  eine  Relation  zwischen  x^'  -  • '  Xn 
allein."*) 

Wir  wollen  die  vorstehenden  Entwickeluugen  noch  etwas  ver- 
vollständigen und  zunächst  annehmen,  dass  die  Berührungstransfor- 
mation (16)  aus  einer  Punkttransformation  des  Baumes  z,  x^'  •  *  Xn 
durch  Enveiterung  entstanden  ist,  dass  sie  also  die  Form  besitzt: 

(19)  is'  =  Z{z,  X),  x;  =  Xi{z,  x),  pl  =  Pi{z,  X,  p) 

(i  =  l  ...  n). 

Hier  sind  Z,  Xj  •  •  •  X«  beliebige  unabhängige  Functionen  von  z^x^*--  Xn ; 


*)  Lie,  Zur  Theorie  der  Berührangstransformationen,  Abhandlungen  der 
Kgl.  Sächsischen  Ges.  d.  W.,  Bd.  XIV,  Nr.  XII;  vgl.  anch  die  Verhandlungen  der 
Ges.  d.  Wissenschaften  zu  Christiania  1872  und  1873,  sowie  Archiv  for  Math., 
Bd.  2,  Christiania  1877. 

L I  e  ,  Theorie  der  Transformationiigruppcn.    II.  1 1 
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alsdann  giebt  es  ja  immer  n  eindeutig  bestimmte  Functionen  P^ 
von  j?,  rCi  •  •  •  Xnj  Pi  -  •  -pn,  welche  eine  Gleichung  von  der  Form 
dZ  —  PjdXi  —  ...  —  FndXn  =  Q(d0  —  p^dx^  —  ...  —  p^d 

identisch  erfüllen  (vgl.  Theorem  12,  S.  124). 

Die  Punkttransformation,  aus  welcher  (19)  durch  Erweii 
entstanden  ist,  lautet: 

(20)  js'  =  Z{z,  x),    Xi  =  X,(jef,  oj),  •  •  •  Xn  =  X„(jsf,  x). 

Bei  Ausführung  dieser  Punkttransformaiion  geht  die  Gleit 
0  —  F(xi  •  •  •  X«)  «=  0  in  eine  Gleichung:  ^(js\  o?/  •  •  •  Xn)  =  0 
welche  offenbar  nur  dann  von  e'  frei  ist,  wenn  die  Gleic 
e  —  F=0  die  Form:  Ä(Xi  •  •  X»)  =  0  erhalten  kann.  Wir 
daraus,  dass  eine  Berührungstransformation  von  der  besonderen 
(19)  das  Gleichungensystem  (13)  dann  und  nur  dann  nicht  a 
analoge  Form  (13')  bringt,  wenn  die  Gleichung:  0 — F'^O  s 
der  Form:  Sl^X^  •  •  •  X„)  =  0  darstellen  lässt;  dieser  Fall  kann 
lieh  nur  dann  eintreten,  wenn  Xj » •  •  X«  nicht  alle  von  0  frei  si 

Das  gewonnene  Ergebniss  könnte  man  auch  durch  Betrachtni 
Gleichung:  D  =  0  herleiten.  Sind  nämlich  in  der  Berührungstransfor 
(19)  die  Functionen  Z^  •  •  •  X«  der  z,  a?,  •  •  •  rc»  nicht  sämmtlich 
frei ,  80  wird  D  =  0  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Ordnung  für  z,  deren  allgemeinste  Lösung  durch  eine  beliebige  Be 
Ä(Xi  •  •  •  A'„)  =  0  zwischen  X^  •  •  •  X»  dargestellt  wird.  Sind  d 
Xi"'Xn  sämmtlich  von  z  frei,  so  ist  D  eine  nicht  identisch  verschwi 
Fimction  von  x^  '  *  •  Xn  allein  und  es  ist  daher  nicht  möglich  F(xi  • 
so  zu  bestimmen,  dass  D  bei  der  Substitution:  z  =  jF  identisch  versehe 

Betrachten  wir  jetzt  eine  eigentliche  Berührungstransformati 

(16)        z'  =  Z(z,  X,  p),    Xi'  =  Xi(z,  X,  p),    pi  =  P,(5,  X,  p) 

also  eine,  die  nicht  durch  Erweiterung  einer  Punkttransformatio: 
standen  ist,  in  welcher  also  Xj  •  •  •  Xn,  Z  nicht  sämmtlich  von  j 
frei  sind. 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  in  diesem  Falle  schon  X^ 
allein  nicht  sämmtlich  von  Pi"'Pn  frei  sind.  In  der  That, 
Xj  •  •  •  X„  von  Pi-  "Pn  frei,  so  gilt: 

dz  /dx.         dx\   ,         ,  dz  /ax, 

(21)  [ZX^]^^0  =  -,y^y^+p,-,-^) 

(1  =  1  •  •  •  w) . 

Verschwände  nun  die  Determinante: 

(22)  2^  +  (,- ;  +  !>. -ä/) •  •  •  (asf  +  P-  F.) 


Die  endlichen  Gleicbnngen  einer  Berührungstransformation. 
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identisch,   so  wären  wegen   der  Beschaffenheit  der   X  zugleich   alle 
M- reihigen  Determinanten  der  Matrix: 


ax, 

dX^ 

ax, 

dx^ 

dx^ 

'cz 

• 

■            • 

• 

dx^ 

dx„ 

"dz 

identisch  null   und  X^  •  •  •  X«  wären  nicht  von  einander  unabhängig. 
-A.lso    ist  die  Determinante  (22)  von  Null  verschieden  und  es  ergiebt 

ans  (21),  dass  -^ — '  - -^    identisch    verschwinden:    sobald    X. 

von  den  p  frei  sind,  gilt  dasselbe  auch  von  Z.     Also: 
Jn  einer  eigentlichen  Berührungsiransformation  (16),  das  Jieisst  in 
solchen j  welche  nicht  durch  Erweiterung  einer  PunJctiransformation 
^^s    Haumes  0j  x^"  -  Xn  entstanden  ist,  sind  die  Functionen:  X^  •  •  •  X« 
*»«e»»öfo  sämnUlich  von  Pi-  -  -Pn  fr^i- 

Da  die  Grössen  Z,  Xj  •  •  •  X„  als  gleichberechtigt  aufgefasst  werden 
*töiinen,  folgt  ohne  weiteres,  dass  hei  einer  eigentlic/ien  Berührungstrans- 
^j^^^^^n4xtion  höchstens  n  —  1  unter  den  Grössen  Z,  X^  •  •  •  X„  von  p^  •  •  •  p« 
sein  können. 


Führen  wir  eine  solche  eigentliche  Berührungstransformation  (16) 
das  Gleichnngensystem: 


(1  32)  ^0  —  F(X^  .  .  .  Xn)y  Pi  — 


dF 
dx. 


0, 


^  ^  so   erhalten  wir  nach  dem  Früheren  dann   und   nur  dann  kein 
*^ichungensystem  von  der  analogen  Form: 


Ci^- 


)  z  —  ®(a?/ •  •  •  Xn)  =  0,  |}/  — 


dF 
dx[ 


dF 


0,    '  •  '    P„'  —    öTZi  =  0, 


dx. 


n 


F{x^  - ' '  Xn)  die  partielle  DifferentialgleichuDg: 


i)=y.+ 


dX 


dX. 


^j  -=-  dx^  dx^ 

1  »» 


0 


^^-Friedigt. 

Wir  werden  zeigen,  dass  die  Gleichung  D=0  jetzt  eine  Differential 
^*^  Eichung  eweiter  Ordnung  ist. 

Zu  diesem  Bebufe  betrachten  wir  die  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen: [Xj/l  =0;  •  •  •  [Xn/*J  =  0  oder  ausführKch  geschrieben: 

^   cpi  dXi  ^  \J^  P"  dPi  J  dz         ^  ydxi  ^P-  dz  J  dp,       " 


(x=l,  2..II), 


11* 
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welche  (Satz  6^  S.  124)  ein  n-gliedriges  vollstäudiges  System  mit  n-|-l 
unabhÜDgigen  Lösungen  Z,  X^  •  •  •  X«  bilden.  Werden  diese  Lösungen 
gleich  beliebigen  Constanten  a,  a^-  •  ün  gesetzt,  so  erfüllt  das  hervor- 
gehende Gleichungensjstem: 

Z  =  a,     Xi  =  «1,  •  •  •  Xn  ^  «n 

immer  die  PfaflFsche  Gleichung:  dz  —  p^dx^ • PndXn  ■==  0,     Es 

ist  daher  möglich  (S.  94  f.)  eine  solche  Reihenfolge  aj  •  -  •  a«  der  Zahlen 
1  •  •  •  n  zu  wählen,  dass  die  Gleichungen:  Z  =  a,  Xj  =  a^,  •  •  •  X«  =  a« 
sich  nach: 

auflösen  lassen ;  und  da  die  Grössen  Z,  X^  •  •  •  X,  nicht  yon  den  p 
frei  sind,  so  kann  (Satz  2,  S.  81)  die  Zahl  q  immer  grösser  als  Null 
gemacht  werden.  Wir  können  dabei  ohne  Beschränkung  annehmen, 
dass  unsere  Gleichungen  sich  nach: 

^7  Pi'"  Pqt     ^«+1  '"^n         (9>o) 
auflösen  lassen,  so  dass  die  2n  -f-  1  Grössen: 

Z,    Xi  •  •  •  Xn,      Pj+i  '"Pn,      OC^'"  Xg 

von  einander  unabhängig  sind.  Alsdann  sind  die  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen:  [Xi/^  =  0,  •••  [Xnf]='0  nach  den  Differential- 
quotienten: 

df^ df  Jf d£ 

auflösbar  und  dementsprechend  die  Determinante: 

?x.      ax.  ax^.  dx^,      ax.  .      ax^ 


dz 


von  Null  verschieden. 

Also  enthält  die  partielle  Differentialgleichung  D  »>  0,  geordnet 
nach  den  Potenzen  der  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  j>,x  jeden- 
falls ein  Glied  zweiter  Ordnung,  nämlich: 

^i'-gPii"  'P<iq7 

welches  nicht  identisch  verschwindet. 

Hiermit  ist  betviesefiy  dass  die  partielle  Differentialgleichung  D  =  0, 
welche  zu  einer  eigentlichen  Berührungstransfomiaiion  gehört,  immer 
von  der  zweiten  Ordnung  ist 

Es  sei  nunmehr:  z^=F{x^'-'Xi^  irgend  eine  Lösung  der  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung:  7)  =  0. 

Da  (16)  eine  Berührungstransformation  ist,  so  haben  wir  identisch: 


Die  cndlicben  Gleichungen  einer  Berührungsirausformation. 
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cz         ax, 


dz 


dz 


~  P« 


dz 


^a: 


ax 


aj?.        1  ap. 


ax 
—  p  — ^  =  0 


und  wir  erhalten  somit  zur  Bestimmung  von  V<^'*'Vn  die  Gleichungen: 

cz        dz         /ax        axA  _  /ax.        ax„ 


(cZ        dz  /ax         ax\  /ax„        ax\ 


(23) 


(»  =a  1  .  . 


n). 


Diese  Gleichungen  sind,  wie  wir  wissen,  mit  einander  verträglich  und 
nach  P^'  •  -  Pn  auflösbar;  das  bleiben  sie  im  Allgemeinen  auch  dann, 
wenn  man  in  ihnen  die  Substitution: 


(24) 


Z  «  F{Xy^  •  .  .  Xn)y      Pi 


dF 


••  •  jp. 


dF 


dx^'  ^"""^^n 


macht,  denn:  0  =  P  ist  eine  beliebige  Lösung  der  partiellen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung:  i)  =  0;  es  ist  daher  im  Allgemeinen  keine 
Lösung  derjenigen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
welche  ausdrücken,  dass  die  Gleichungen  (23)  nicht  nach  P^-  "  Pn 
auflösbar  sind.  Hiermit  ist  bewiesen,  dass  P^-  - '  Pn  im  Allgemeinen 
bei  der  Substitution  (24)  weder  unbestimmt  noch  unendlich  werden. 

Aus  den  Gleichungen  (23)  leiten  wir  nun  die  folgenden  ab: 


dZ 

0. 


Z  dZ         ^       dZ        dZ        ^dX  dX, 

x+p^dj  +  2ip^^-dv  =  d^.  =  ^^^+' '  '+^^-dx. 


(«=!•••«). 


Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  0  =  P(^i  •  •  •  ^«)  ausser  der  Gleichung: 
jD=0  auch  noch  alle  andern  partiellen  Differentialgleichungen  befriedigt, 
welche  durch  Nullsetzen  der  n-reihigen  Determinanten  der  Matrix: 


dZ 

dX^ 

^^n 

dx 
1 

dx 
1 

dx^ 

• 

dZ 

• 

>        • 
dX„ 

dx^ 

dx^ 

11 

dx 

n 
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erhalten  werden.  Hierin  liegt,  dass  sich  Xi  - '  -  Xn  aus  je  n  von  den 
n  +  1  Gleichungen : 

(i  =  1  .  .  >  n) 

eliminiren  lassen.     Wir  können  daher  sagen: 

Ist  die  Berührungstramformation  (16)  nicht  durch  Erweiterung  einer 
PunJcitransformation  entstanden  und  ist:  g  ==  F(Xi  •  -  •  Xn)  eine  Lösung 
der  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung:  D  =  0,  so  gelU  das 
Gieichungoisysteni : 

0  —  J\X^  ...Xn)=0,    Pl  —  J^  =  0,'"Pn  —  J^=0 

1  " 

bei  Äusfähnotg  der  Berührungstransformation  (16)  im  Allgefneinen  in 
ein  Gleichungensystem  über,  welches  eine  Relation  von  der  Form: 
z  —  ^{xl '  •  •  ^,/)  =  0  und  ausserdem  noch  mindestem  eine  Belation 
zwischen  xl  -  -  -  x^   allein  liefert. 

Man  kanu  sich  nun  die  Frage  vorlegen:  Wie  muss  das  Gleichungen- 
system: 

(13)     z-F{x,.--x;)^Q,   y,-||:  =  0,  .•.i>.-|-f  =  0 

beschaffen  sein,  damit  es  bei  einer  vorgelegten  Berührungstransformation 
(16)  in  ein  Gleichungensystem  übergeht,  das  gerade  >n>0  unabhängige 
Relationen  zwischen  x^  -  •  •  Xn    allein  liefert? 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  leicht  zu  geben.  Es  müssen 
nämlich  für:  z  =  F(x^  "  -  Xn)  mit  der  Determinante  D  zugleich  alle 
ihre  Unterdeterminanten:  (w  —  l)-ten,  •  •  •  (n  —  w  +  l)-ten  Grades 
identisch  verschwinden,  ohne  dass  alle  Unterdeterminanten  (n  —  w)-ten 
Grades  identisch  null  werden.  Demnach  sind  alle  Gleichungensysteme 
(1«^)  von  der  verlaugten  Beschaffenheit  dadurch  definirt,  dass  F  gemein- 
same Lösung  einer  Reihe  von  partiellen  Differentialgleichungen  sein 
muss;  diese  Differentialgleichungen  erhält  man  durch  Nullsetzen  aller 
(n  — m+  1)- reihigen  Unterdeterminanten  von  D, 

§43. 

Wir  wissen,  dass  die  q  Gleichungen: 
(25)   Sli{z^  iri'"Xn,  z\  ir/...a;H')=0,  •••  St^{z,  x^-'-Xn,  z\  ar/---a;/)  =  0 
dann  und  nur  dann  eine   Berührungstransformation   bestimmen,  wenn  sie 
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eine  gewisse  auf  S.  155  in  Satz  2  angegebene  Bedingung  erfüllen.  Jetzt 
wollen  wir  zeigen,  dass  dieser  Bedingung  ein  sehr  einfacher  begrifflicher 
Sinn  zu  Grunde  liegt. 

Die  bewusste  Bedingung  kommt  darauf  hinaus,  dass  die  Gleichungen: 

Sli(z,  x^  z\  rc')  =  0,  •  •  •  Äg(jer,  x^  z\  x')  =  0 


(26) 


(X  =  1  ...  9) 


keine  von  z\  x^  -  -  -  Xn  und  ^i*  '  '  ^q  frei©  Relation  zwischen  r,  J*i  •  •  •  jc», 
Pi  '  '  *  Pn  allein  liefern  dürfen.  Ertheilt  man  nun  aber  in  (26)  den  z\ 
a?/  •  •  •  Xn  beliebige  feste  Werthe  c,  a^'  '  -  a»  und  denkt  man  sich  ^i"  -  Iq 
aus  (26)  eliminirt,  so  stellen  die  erhaltenen  Gleichungen  eine  Element -ilf» 
des  Kaumes  z^  Xj  •  •  •  o:»  dar,  nämlich  diejenige  Element- jlf„y  welche  aus 
allen  cx)**  Elementen  der  (n  —  g)-fach  ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeit: 

(25')     Sl^{z,  x^'-'Xn,  c,  ajL...a„)==0,  •••  Äg(^,  x^-'-Xn^  c,  ai---a„)=0 

besteht.  Sollen  daher  die  Gleichungen  (26)  keine  von  den  z\  x\  p'  und 
den  A  freie  Relation  zwischen  den  z^  x^  p  allein  liefern,  so  ist  nothwendig 
imd  hinreichend,  dass  der  Inbegriff  aller  Elemente  jer,  x^  p  derjenigen 
Mannigfaltigkeiten,  welche  durch  die  Gleichungen  (25')  mit  den  Parametern 
c^  a^'  ' '  a^  dargestellt  werden,  keine  Relation  von  der  Form: 

befriedigt.     Da  es  im  Räume  z^  Xj  •  •  •  a:«  oo*"+^  verschiedene  Elemente 
giebt  und  da  jede  Mannigfaltigkeit  der  Schaar  (25 ')  gerade  oo'*  Elemente 
enthält,   so   ergiebt  sich  insbesondere,    dass  die   Schaar  (25')  aus   gerade 
cx)"+^  verschiedenen  Mannigfaltigkeiten  bestehen  muss. 
Wir  haben  daher  den 

Satz  5.     Die  q  Gleichungen: 
(25)   Äi(^,  Xj^'-'Xny  z\  rci'---x/)=0,  •••  SL^{z,  x^-'Xn^  z\  x/...a-„')=0 

hesiimmen  dann  und  nur  dann  eine  Berührungstransformation,  wenn  sie, 
sobald  man  z\  x^-^x^  als  willkürliche  Parameter  deutet,  (»'•+^  verschiedene 
MannigfäUiglceitefi  des  Baumes  z^  x^-^Xn  darstellen,  deren  Elemente  z^  x,  p 
keine  Gleichung  von  der  Form:  0(z,  Xy^  - '  -  x^,  Pi"  ' Pn)  =  0  befriedigen. 
Bestimmen  die  Gleichungen  (25)  eine  Berührungstransformatiou  und 
deutet  man  in  ihnen  z^  x^  -  -  -  Xn  als  Parameter,  so  stellen  sie  natürlich 
oo'»+^  Mannigfaltigkeiten  des  Raumes  z\  x^  '  -  *  Xn  dar,  deren  Elemente 
z\  x\  p  keine  Relation  von  der  Form:  5^(jef',  x\  p'^  erfüllen.  Also 
können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Satz  6.     Stellen  die  q  Gleichungen: 
Sl^(z,  Xi'" Xn,  c\  ö/  •  •  •  a„')  =  0,  •  •  •  St^{z^  a-i  •  •  •  Xn,  c\  a/  •  •  •  o«')  =  0 

mit  deti  Parametern  c\  a/«  •  •  a^  00**+^  verschiedene  Mannigfaltigkeiten  des 
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Baumes  z^  x^^-'-Xn  dar,  deren  Elemente  z^  a?i-«-x«,  p^-'-Pn  Iceine  RdcU 
von  der  Form:   0(z,  x,  p)  ='  0  befriedigen,  so  steilen  die  q  Gleickung 

Sl^(c,  a^'" a«,  z\  Xi  '" Xn)  =  0,  •  •  •  Slg{c,  aj  •  •  •  a»,  z\  0:^' . . . a*,,')  =  ( 

ihrerseits  00"+^  Mannigfaltigkeiten  des  Raumes  z\  x^  -  -  -  Xn  dar,  deren  1 
mente  z\  Xi^-Xn^  Pi'"Pn  keine  Relation  von  der  Form:  ^(e\  x\p')^ 
befriedigen. 

Betrachten  wir  nun  die  Berührungstransformation,  welche  darch 
vorgelegte  Gleichungen : 

(25)  Äi(jef,  Xi-'o:«,  z\x^'"Xn)=^0^  •••  Sl^{z^x^'"Xn^  e\xi"'Xn)—0 

bestimmt  ist,  etwas  näher. 

Bei  unsrer  Berührungstransformation  geht  jede  Element -JKfn  in  e 
Element '3fn  über,  insbesondere  also  auch  die  Element -itfn,  welche  ans  < 
00"  Elementen  des  Punktes: 

j?  =  c,     Xi  «=  ttj,  •  •  •  a:«  =  a„ 

besteht.  Denken  wir  uns  unsre  Berührungstransformation  auf  diese  c 
Elemente  ausgeführt,  so  erhalten  wir  00"  Elemente  z\  x^'-'-Xn^  Pi"*} 
welche  die  q  Gleichungen: 

Äx(c,  flfi  •  •  •  a„,  z\  a;/ •  •  •  Xn)  =»0         (x  =  1 . . . 9) 

aber  sonst  keine  von  pl'"Pn  freie  Gleichung  erfüllen.  Die  eben  geschi 
benen  Gleichungen  bestimmen  daher  die  Punktmanuigfaltigkeit,  deren  £ 
mente  die  00 **  transformirten  Elemente  z\  x\  p'  sind. 

Eine  ganz  ähnliche  üeberlegung  zeigt,  dass  die  Element -M«,  wel< 
aus  den  Elementen  der  Punktmannigfaltigkeit: 

Äx(i2f,  x^  '  •  '  Xni  c',  a/  •  •  •  a„')  =  0         (x  =  1  •  •  •  9) 

besteht,  bei  imsrer  Berührungstransformation  in  die  Element -ilfA  übergc 
welche  von  allen  Elementen  des  Punktes: 

z  =  e  y    ^1  =  a^ ,  •  •  •  x»  =  a» 

gebildet  wird. 

Diese  Ergebnisse  können  wir  kurz  folgendermassen  aussprechen: 

Satz  7.  Ist  eine  Berührungstransformation  des  Raumes  z,  x^  -  -  • 
durch  die  q  unabhängigen  Gleichungen: 

^x(^,    O:*!  •  •  •  Xn,    Z\    x/  •  •  •  Xn*)  =  0  (x=:l  .  .  .  9) 

definirt,   so   führt   sie   den   Punkt:   z  =  c^   a?j  =  a^,  •••  x»  =  a«    in 
(n  —  q)'faeli  ausgedehnte  Funktmannig faltigkeit: 

Äx(c,    a^'  "  an-,    Z\    X^  '  '  '  Xn)  =  0  (x=l  .  .  .  q) 

über  und  die  (n  —  q)'fach  ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeit: 

^x(z^    Xi'  •  '  Xn^    C',    «/  •  •  •  an)  =  0  (»  =  1  •  •  •  9) 

in  den  Punkt:  z'  =^  c\   x^  ==■  a/,  •  •  •  a?/  =  a/. 

Im  Räume  z^  x^  '  '  -  Xn  seien  00"+^  Element -itf«  gegeben,  deren  E 
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mente  keine  Relation  von   der  Form:    0(z^  rc,  p)  =0   erfüllen;   die   ent- 
sprechenden 00"+^  Punktmannigfaltigkeiten  mögen  durch  die  Gleichungen: 

(27)   Wi(z,  Xi'"Xn,  c\  a/---an')=0,  •••  Wq{Zj  (x^i'-'^nj  c\  a/...an')=0 

clarg>estellt  werden. 

Wir  wollen  nun   auf  irgend   eine  Weise  jeder  dieser  00 '*+^  Mannig- 
^f&lti^keiten  einen  Punkt  z\  x^'  - '  -  Xn    derart  zuordnen,  dass  zwei  verschie- 
denen unsrer  00"+^  Maimigfaltigkeiten  stets  auch  zwei  verschiedene  Punkte 
entsprechen,  das  heisst,  wir  setzen: 

(28)  z'  =  y{c\  a/  •  •  •  an')i     xl  =  a<(c',  04'  •  •  •  a»') 

(i  aes  1  •  •  •  n)  , 


die  Fnnctionen  y^  «]•••«„  ganz  beliebig  und  nur  der  Beschränkung 
uxiter -werfen  sind,  dass  die  Gleichungen  (28)  nach  c',  a^  -  -  a»'  auflösbar 
sein    znüssen: 

C29)  c  =  C{z\  rr/ •  •  •  Xn) ,     a/  =  Ai{z\  a;/ •  •  •  x^) 

(i  =  1  •  •  •  n) . 

^xitex*  diesen  Voraussetzungen  sei: 
stellen  die  Gleichungen: 

C^O^  Slxiz^    Xi'  '  '  Xn,    Z'j    Xi   -  '  '  Xn)  =  0  («  =  1  •  •  •  9), 


man  in  ihnen  z\  x^  '  -  -  Xn  als  Parameter  deutet,  genau  dieselbe 
Soli.a.ar  von  Mannigfaltigkeiten  des  Eaumes  jgr,  x^  -  •  -  Xn  dar,  wie  die  Glei- 
cli\xxa.gen  (27),  also  ebenfalls  00''+^  Mannigfaltigkeiten,  deren  Elemente  keine 
Rel^üon  von  der  Form:  0{Zj  x^p)  =  0  befriedigen.  Infolgedessen  definiren 
^^^  Gleichungen  (30)  nach  Satz  5,  S.  167  eine  Berührungstransformation 
^ea  Baumes  jet,  Xi  > '  *  Xn  nnd  diese  Berührungstransformation  führt  nach 
7,  S.  168  die  Mannigfaltigkeit: 

Äx(^,  a?i  •  •  •  a;«,  y,  «1  •  •  •  «n)  =  0         (x=i . . .  q) 


^^    ^^€n  Punkt:  z'  ^=^y^  ^1'=  «n  *  •  *  ^i»'=  ««  über  oder,   was  auf  dasselbe 
^^^^^^uskommt,  sie  verwandelt  jede  Mannigfaltigkeit: 

^^*^^  W%{z^  X^'  "  Xn,  c\  a/ •  •  •  an)  =  0         («=i  •  •  •  9) 

**^       ^en  ihr  zugeordneten  Punkt: 

^^ ^^0  ä'  =  y{c\  rt/ •  •  •  an),     xl  =  a,(c',  a/ •  •  •  a»') 

(t  s=s  1  •  •  •  n) . 

■|.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  die  eben  gefundene  Berührungstransformation 

^^^    einzige  ist,  welche  jede  Mannigfaltigkeit  (27)  in  den  ihr  zugeordneten  Punkt 
V^  ^)  überführt.     In  der  That,  jede  Berührungstransformation,  welche  diese 
^l>erführung  leistet,  führt  zugleich  die  Mannigfaltigkeit: 

Äx(i?,  aTj  •  •  •  a-«,  y,  ofi  •  •  •  a„)  =  0         (*  =  i  •  •  •  9) 

^^  den  Punkt:  z  '=  y,  ^  =  «i,  •  •  •  Xn  =  tiCn  über.    Hieraus  geht  hervor, 
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dass  die  Gleichnngen  der  betreffenden  Berühnrngstransformation  zwischen 
r,  Xi  ' ' '  Xnt  z\  Xi  ' ' '  Xn'  allein  nur  die  Relationen: 

und  sonst  keine  Relationen  weiter  liefern.  Wir  wissen  aber,  dass  es  nur 
eine  BerQhrungstransformation  giebt,  bei  welcher  r,  X|  •  •  •  jp»,  r',  x^  '  -  -  x^ 
Mos  durch  die  Relationen  (30)  TerknQpft  sind,  eben  die  Berührungstrans- 
formation, welche  durch  die  Gleichungen  (30)  definirt  ist. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  8.  Wählt  man  irgend  cx)'*+^  PunktmannigfaltigJceiten  des  Baumes 
Zt  Xi  •  '  •  x^  aus,  deren  Elemente  r,  x^  -  •  -  x^^  Pi  -  -  -  Pm  keine  Edation  van 
der  Form:  0{z^  jr,  |?)  =  0  befriedigen^  und  ordnet  man  diesen  oo*+^  Mannig- 
faltigkeiten nach  irgend  einetn  Gesetze  die  00"+^  Punkte  des  Bctumes  j?,  x^'^-x^ 
derart  zu,  dass  jeder  Mannigfaltigkeit  ein  Punkt  entspricht  und  zwei  ver- 
schiedenen Mannigfaltigkeiten  auch  su:ei  verschiedene  Punkte  enispredten^  so 
giebt  es  immer  eine  aber  auch  nur  eine  Berührungstransformation,  tceldu 
jene  00"+*  Mannigfaltigkeiten  derart  in  die  Punkte  des  Raumes  übcrßkhrti 
dass  jede  Mannigfaltigkeit  in  den  ihr  zugeordneten  Punkt  übergeht. 

Führt  man  auf  zwei  Element -3fn  des  Baumes  z,  Xi  •  •  •  or«,  welche 
etwa  00^  Elemente  gemein  haben,  eine  Berührungstransformation  dieses 
Raumes  aus,  so  erhält  man  stets  wieder  zwei  Element -Jf«,  welche  00 *" 
Elemente  gemein  haben.  Von  dieser  Bemerkung  werden  wir  eine  einfache, 
aber  wichtige  Anwendung  machen.  ' 

Wir  betrachten  irgend  eine  (t»  —  m)-foch  ausgedehnte  Pnnktmannig- 
faltigkeit  M»— m  und  einen  auf  ihr  gelegenen  Punkt  P.  Als  Element -Jf« 
aufgefasst,  haben  die  Mn_m  und  der  Punkt  P,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt, gerade  00 '^  verschiedene  Elemente  gemein.  Führen  wir  daher  aui 
die  M«^m  und  auf  den  Punkt  P  eine  Berührungstransformation  aus,  sc 
erhalten  wir  zwei  Element -ilfM)  welche  ebenfalls  00  *"  Elemente  gemeiii 
haben.     Das  gilt  für  jeden  Punkt  der  M»_m-     Also: 

Führt  man  auf  die  00  ""'^  Punkte  einer  (n  —  m)-fach  ausgeddinicfi 
Punktmannigfaliigkeit  M»— ,«  des  Baumes  z^  x^  -  -  -  x^  eine  Berührungstrans 
fortnation  dieses  Baumes  aus,  so  erhält  man  00*"""*  Elanent-Mn,  welch 
diejetiige  Element- Mn  umJnillen,  in  welche  die  Mn—m  übergeht. 

Wir  können  umgekehrt  alle  Element -3fn  finden,  welche  bei  einer  vor 
gelegten  Berührungstransformation  in  Element -Jfn  übergehen,  die  ab 
Punktgebilde  gerade  (n  —  fw)-fach  ausgedehnt  sind.  Bei  der  betreffendei 
Berührungstransfoimation  gehen  ja,  wie  wir  wissen,  00 '^^  verschiedem 
Element -JIT«  in  die  Punkte  des  Raumes  über.  Wählen  wir  nun  untei 
diesen  00 '^^  Element -Ifn  nach  irgend  einem  Gesetze  oo*~"»  verschieden< 
aus,  so  müssen  dieselben  eine  Element -Ifn  umhüllen,  die  bei  der  Berührungs 
transformation  in  eine  Element -ilf„  übergeht,  welche  als  Punktgebild< 
(n  —  m)  -fach  ausgedehnt  ist  In  dieser  Weise  findet  man  alle  derartige! 
Element -itf«. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  entsprechen  genau  den  analytischei 
Entwickelungen  des  §  42;  sie  zeigen  überdies,  dass  man  alle  Lösungei 
der  damals  auftretenden  paiiiellen  Difi'erentialgleichungen  ohne  Integratioi 
finden  kann.     Denn  ist  irgend  eine  Berührungstransformation: 
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(31)         e'  =  Z(z,  ;r,  p)^     x-  =  Xi(z,  x,  j)),    p-  =  P/(^,  x,  p) 

(i  =  1  •  •  •  n) 

vorgelegt,    so    kann    man    aus    ihr   stets    durch    blose    Eliminationen    die 
Gleichungen: 

Äx(jef,    Xi'  '  '  Xn^    z\   X^  *  '  '  Xn)  =^0  (x=  1  •  •  •  9) 

finden,  welche  sie  zwischen  jer,  afj  •  •  •  ar«,  z\  x^  -  * '  Xn    allein  liefert.     Hat 

oian  die  Gleichungen:  i$lj  ss  0,  •  •  •  .^^  b=  0  gefunden,  so  kann  man  nach 

Satz  7,  8.  168  sofort  diejenigen  Mannigfaltigkeiten  angeben,  welche  bei  der 

Berührungstransformation  (31)  in  die  Punkte  des  Eaumes  übergehen.    Wie 

^r   eben  gesehen  haben,   braucht  man  aber  nur  diese  Mannigfaltigkeiten 

^  kennen,  um  im  Stande  zu  sein,  alle  Mannigfaltigkeiten  anzugeben,  welche 

bei     d.er   Bertlhrungstransformation    (31)    in    Punktmannigfaltigkeiten    von 

^ogrel>Qner  Dimensionenzahl  übergehen. 


Kapitel  7. 

X)a8  Foissonsohe  Theorem,  die  Jaoobisohe  Identität  und  die 

Jaoobisohe  Integrationsmethode. 

Wir  stellen  in  diesem  Kapitel  einige  wichtige  von  Toissofi  und 
n  herrührende  Theorien  zusammen^  welche  im  Folgenden  häufig 
'^  ^^ '^vendung  finden. 

§44. 

Von  dem  Klammersymbole: 

M 

d(p     d'ip  dtp     diff 


VT;  ^j       ^  y^p^    ax,        cx^   cpj 


2> 


der  wichtige 

Satz  1.    Sind  w,  r,  w  drei  ganz  beliebige  Functianen  von  x^-  -  -  x„y 
"Pn9  so  besteht  die  Idctitität: 

^  ^  >  ((«,  t;)  tv)  +  ((t;,  iv)  tt)  +  ((«;,«)  t;)  =  0. 

^^^  Wir  beweisen  die  Gültigkeit   dieser  Identität  zunächst  für   den 

*^  Sonderen  Fall,  dass  die  Function  w  sich  auf  eine  der  Grössen  Xi 
^r  pi  reducirt. 

Aus  ,       X         XTT  /  ^w     ^v  ^w     dv  \ 

^ebt  sich: 

UH,  V)  Xi)  _  -^- -    ^  ^v  [j^p^^p^  ■^--       ^^^^^^  ^pj  -t- 


1 

n 


,     "^1  /  du       c^v     __    Cu       c^v    \ 
"*■  2j\^pI  dx^dj^        dx^  dp^dpj' 


I 

{ 
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also  bekommen  wir: 

=  ((m,  xi)  v)  +  (u  (V,  Xi)), 

das  aber  ist  eben  die  Identität  (1)  für  den  besonderen  Fall:  to  *=  x 
Genau  in  derselben  Weise  sieht  man  ein,  dass  die  Identität  (1 

auch  für  w  =  pi  richtig  ist. 

Um  nun  die  Allgemeingültigkeit  von  (1)  zu  beweisen,  verfahre 

wir  so: 

Ist:  ^  ^f 

1  ^ 

-B(/0=5?&'(yi'--y".)  ^'^ 


1 


^ 


so  gilt  die  bekannte  Gleichung: 

1  ^ 

Setzen  wir  daher: 


1 

n 


cu 

dw 
dx^ 

du 

dx^ 

dw 

M 

^Pr 

to 

dw 

dv 

dw 

/         N         XT'/^'^      dw  dv      dw\        -nf    N 


so  kommt: 

(«(»,  2*))  —  (t>(tt,  «)))  =  .4(B0i;))  —  B{Aiw)) 


Nun  aber  ist,  wie  wir  oben  gesehen  haben: 

/       dv\        (       du\_  d(u,  V) 

und  natürlich  auch: 

(dv  \        /       du  \       d(u,  v) 

also  ergiebt  sich: 

/   /         NX        /   /         N^ -ST?  (a(u,  v)    dw         d(u,  v)    dw  ] 

(U{V,  W))  -  (V(H,  W))  =  2;  \  -4  -    d^  -       ä«,  -  -ä^  ) 
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oder: 

(!')  {u(v,  tc))  -  {v(u,  tv))  :^  ((«,  v)  «;), 

wovou  die  Identität: 

(1)  ((u,  t;)  w)  +  ((t;,  fi;)  u)  +  ((u;,  u)  v)  =  0 

nur  eine  andere  Schreibart  ist. 

Die  wichtige  Identität  (1)  ist  zuerst  von  Jacobi  bewiesen  worden 
und  zwar  in  der  soeben  entwickelten  Weise.  Wir  nennen  sie  daher 
kurz  die  Jacobische  Identität. 

§  45. 

Aus  der  Jacobischen  Identität  folgt  unmittelbar  das  berQhmte 
Theorem,  welches  nach  seinem  Entdecker  Poisson  benannt  ist  und 
welches  folgendermassen  lautet:. 

Satz  2.  Sind  v  und  w  ztoei  beliebige  Lösungen  der  linearen  partiellen 
Differentialgleidiung : 

/      r\         "^  /  ^**     ^f  du     df\       f. 

so  ist  stets  andh  (v,  w)  eine  Lösung  dieser  Differentialgleichung, 
In  der  That^  unter  den  Voraussetzungen  des  Satzes  ist: 

(u,  v)  =  0,     (t«,  w)  ■:^  0, 

folglich  ergiebt  sich  aus  der  Identität  (1),  dass  der  Ausdruck 
((v,  w)  u)  F==.  —  iu(Vj  w))  identisch  verschwindet,  womit  der  Satz 
bewiesen  ist. 

Foisson  hat  sein  Theorem  bereits  im  Anfange  dieses  Jahrhunderts 
veröffentlicht;  es  ist  demnach  älter  als  die  Jacobische  Identität,  die 
erst  aus  Jacobis  Nachlasse  veröffentlicht  worden  ist. 

§  46. 

Es  seien  ti^  •  •  •  Ur  irgend  r  solche  unabhängige  Functionen  von 
Xi*''Xny  lh'''Pn,  welche  paarweise  in  der  Beziehung  (i*,,  Uy)^=0 
stehen. 

Betrachten  wir  nun  die  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen : 

(2)  Ä,(f)  =  («„  n  =  0,  . .  •  Mf)  =  (Ur,  /)  =  0, 

so  erkennen  wir  zunächst,  dass  dieselben  von  einander  unabhängig 
sind,  denn  aus  der  Unabhängigkeit  der  Functionen  u^-'^Ur  von  ein- 
ander folgt  augenscheinlich,  dass  nicht  alle  r- reihigen  Determinanten 
der  Matrix: 
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du. 

du^    du. 

du 

dx^ 

dx^  dp^ 

m                          m 

OU^ 

•           •                   •                    •                   •            • 

•               • 

du. 

dx^ 

dx„  dp^ 

■        SPn 

identisch  verschwiDden  und  darin  liegt  eben  die  Unabhängigkeit  der 
Gleichungen  (2). 

Weiter  ergiebt  sich: 

MMf))  -  MMf))  -  «»j,  f))  -  («X"x,  /O), 

hier  aber  erhält  die  rechte  Seite  wegen  der  Identität  (1)  oder  (T)  die 
Form:  ((mx»  uJ)  /*),  sie  verschwindet  also  identisch  und  wir  bekommen: 

A,{Aj{f))  —  MMf))^^  (x,i  =  l...r). 

Es  bilden  daher  die  Gleichungen  (2)  ein  r-gliedriges  vollständiges 
System.     Somit  gilt  der 

Satz  3.  Stehen  die  r  unabhängigen  Functionen  u^-  -  *  Ur  der  Ver- 
änderlichen Xi-'Xny  Pi"'Pn  paarweise  in  den  Besiiehmigen:  (tti,  Ux)  -~0, 
so  bilden  die  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

(2)  («„  /•)  =  0,  . . .  (u.,  /•)  =  0 

ein  r-gliedriges  vollständiges  System. 

Das  vollständige  System  (2)  besitzt  nach  der  Theorie  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  gerade  2n — r  unabhängige  Losungen; 
r  unabhängige  Lösungen  sind  insbesondere  ti^  •  •  •  Ur  selbst. 

Ist  nun  Ur-fi  irgend  eine  von  u^-  •  -  Ur  unabhängige  Lösung  des 
Systems  (2)^  so  bilden  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  die  Gleichungen: 

(3)  («1,  /•)  =  0,  •  •  •  («.,  f)  =  0,    («^1,  /)  =  0 

ein  (r  +  l)-glie<lriges  vollständiges  System  mit  2m  —  r — 1  unab- 
hängigen Lösungen ,  von  denen  r  -\-  1  unabhängige  bekannt  sind, 
nämlich  u^"*Ur^i.  Ist  tir+2  eine  von  u^-^Ur^i  unabhängige  Lösung 
des  Systems  (3),  so  bilden  wiederum  die  Gleichungen: 

(«1,  0  =  0,  . .  •  («H-»,  /•)  =  0 

ein  (r  +  2)-gliedriges  vollständiges  System  und  so  weiter. 

Demnach  kann  man  durch  Bestimmung  je  einer  Lösung  eines 
r-gliedrigen,  eines  (r  +  1)- gliedrigen,  •••  eines  (n — l)-gliedrigeii 
vollständigen  Systems  n  —  r  Functionen  Wr+i  •  •  •  w«  finden,  welche 
unter  einander  und  von  ti^  •  •  •  Ur  unabhängig  und  so  beschaffen  sind, 
dass  alle  Ausdrücke  (m,,  u^)  o,  x=:i  .n)  identisch  verschwinden.  Die 
n  Gleichungen: 


Das  Poissonsche  Theorem  nnd  die  Jacobische  Identität  and  Integrationsmethode.   1 75 

(«1,  /^  =  0,  .  • .  (u„  /)  =  0 

bilden  dann  natürlich  ein  n-gliedriges  vollständiges  System  mit  n 
unabhängigen  Losungen,  eben  u,  •  •  •  u». 

Sind  Ur^i ' ' '  Un  gefunden ;  so  kann  man  nach  Satz  11 ,  S.  129 
durch  eine  Quadratur  eine  Function  Sl{xi'  -  *  x»,  Pi  •  •  -  Pn)  bestimmen, 
welche  die  n  Gleichungen: 

[0  +  Sl(Xy  J?),    Ui]  =  0  (i  =  l .  .  .  n) 

identisch  befriedigt  und  es  liefern  alsdann,  wie  in  Kap.  4,  S.  101  f. 
auseinandergesetzt  wurde,  die  Gleichungen: 

W,  (a;,  p)  =  Ol,  •  •  •  Ur(x^  p)  =  Or,      Ur+i{x,  p)  =  C^,    '"  Un(x,  p)  =  Cn^r 

0  +  fl{x,p)  =  C 

mit  den  w  +  1  willkürlichen  Constanten  a^  •  •  •  ttr,  C\  •  •  •  Cn—ry  C  eine 
vollständige  Lösung  für  eine  jede  unter  den  r  partiellen  Differential- 
gleichungen: 

das  gilt  für  alle  Werthe  der  Constanten  d^^-  -  -  ür. 

Wir  wollen  dieses  Ergebniss  für  den  besonders  wichtigen  Fall 
r=>l  aussprechen,  also  für  den  Fall  einer  einzigen  partiellen  Differential- 
gleichung von  der  Form: 

u(x^  "  '  Xnf  Pi  • ' '  Pn)  =  a. 

Satz  4.  Jede  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von 
der  Form: 

U{X^  -  -Xn,  Pi"'Pn)  =  a 

besitzt  vollständige  Lösuiigen,  Zur  Bestimmung  einer  solchen  vollständigen 
Lösung  gelangt  man  durch  ItUegraMon  mehrerer  vollständiger  Systeme 

Die  in  diesem  Paragraphen  entwickelte  Integrationstheorie  ist  eine 
Verallgemeineruyig  von  Jacobi's  Integrationsmethode  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen erster  Ordnung.  Jacöbi  führt  die  unnöthige  Be- 
schräfikung  ein,  dass  die  n  Functionen  u^  •  •  *  Ur  •  •  •  ti»  in  Bezug  auf 
Pi* '  'Pn  unabhängig  sein  sollen.*) 

Die  obenstehenden  Entwickelungen  geben  einen  neuen  und  ein- 
facheren Beweis  eines  auf  Seite  97  aufgestellten  Satzes.  Sind  nämlich 
Wj  •  •  •  u»  unabhängige  Functionen  von  a?i  •  •  •  a?«,  ^j^  •  •  •  p»,  welche  paar- 
weise in  der  Beziehung:  (u;,  Uh)  <=  0  stehen,  so  bilden  die  Gleichungen: 

(ti„  0  =  0,...  (u„,  /-)  =  0 
*)  Lie,  YcrhandluDgen  der  Ges.  d.  W.  zn  ChriRtiania,  Mfirz  1873. 
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ein   n-gliedriges    vollständiges    System    mit    gerade    n   unabhängigen 
Losungen,  nämlich  u^  •  •  •  u„ .     Hiermit  haben  wir  den 

Satz  5.  Stehen  m  unabhängige  Functionen  m^  •  •  •  Um  von  Xi'  -  -  a?«, 
Pi  ' '  '  Pn  pcLarweise  in  den  Beisiehungen  (ui,  Ux)  =  0,  so  ist  m  nicht 
grösser  als  n. 


Abtheilung  IL 
Invariantentheorie  der  Berfthrnngstransformationen. 

Führt  man  auf  gegebene  Functionen:  2^^  •  •  •  jF^  der  Veränder- 
lichen Zy  Xi  '  - '  Xny  Pi' ' '  Pn  eine  Berührungstransformation: 

(A)  g'  =  Z(0,  X,  |)),  xl  =  Xi{Zy  X,  p)y  pl  =  Viiz,  X,  p) 

(»  =  1  •  •  •  n) 

in  diesen  Veränderlichen  aus,  so  erhält  man  gewisse  neue  Functionen: 
01  •  •  •  Om  der  neuen  Veränderlichen:  z\  a;/  •  •  •  Xny  Pi  •  •  *!>»'. 

Man  kann  sich  nun  die  Aufgabe  stellen,  diejenigen  Eigenschaften 
des  gegebenen  Functionensystems:  -Fj  •  •  •  Fm  zu  finden,  welche  gegen- 
über allen  Berührungstransformationen  von  der  Form  (A)  invariant 
bleiben,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt:  Man  kann  nach  den 
Kriterien  fragen,  vermöge  deren  sich  entscheiden  lässt,  ob  es  eine  Be- 
rührungstransformation (A)  giebt,  welche  die  m  vorgelegten  Functionen: 
Fl"- Fm  von  den  0,  x, p  bezüglich  in  m  gegebene  Functionen:  ^F^ •  •  •  W,n 
von  den  5',  x'y  p'  überführt. 

Die  Erledigung  dieser  wichtigen  Aufgabe  ist  eines  der  Haupt- 
ergebnisse der  gegenwärtigen  Abtheilung.  Wir  gehen  dabei,  weil  es 
80  am  zweckmässigsten  ist^  folgendermassen  zu  Werke: 

Zunächst  beschränken  wir  uns  auf  den  Fall,  dass  die  m  vorgelegten 
Functionen:  F^^»  >  -  Fm  blos  von  Xi  -  -  -  Xn,Pi-  -  -  Pn  abhängen  und  suchen 
die  invarianten  Eigenschaften  dieses  Functionensystems  ge^nüber  allen 
Berührungstransformationen  von  der  besonderen  Form: 

(B)  z'  =  z  +  £l{x,  p),  x!  =  Xi{x,  p),  p/  =  Pi(x,  p) 

(i  =  1  . . .  n), 

das  heisst,  wir  suchen  die  Ejriterien  dafür,  ob  sich  m  gegebene  Functionen 
Fl' ' '  Fm  von  oi^i' ' '  Xn,  Pl'  -  'Pn  durch  eine  Berührungstransformation 
(B)  in  m  gegebene  Functionen  Wi  -  -  -  Wm  von  rr/  •  •  •  Xn\  i?/  •  •  •  Pn  über- 
führen lassen. 

Sodann  treffen  wir  eine  noch  weitergehende  Beschränkung,  indem 
wir  die  entsprechende  Untersuchung  für  solche  Functionen  von  Xi--  Xn, 
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Pi' '  'Pny  welche  in  den  p  homogen  sind,  und  für  homogene  Berührungs- 
transformation durchführen;  wir  denken  uns  also  m  in  den  p  homo- 
gene Functionen:  F^-"  Fm  von  x^"  Xny  Pi  "*Pn  vorgelegt  und  suchen 
die  Kriterien  dafür,  ob  sich  i'^  •  •  •  Fm  durch  eine  homogene  Berührungs- 
transformation: 

(C)  xf  =  Xi(Xy  p),  p!  =  Fi (rr,  p)      (.  =  1 .  .  n) 

in  m  gegebene  in  den  p'  homogene  Functionen:  W^--  W„i  von  x^ -"Xn  y 
Pi  '  '  '  Pn    überführen  lassen. 

Durch  die  Lösung  dieser  letzten  Aufgabe  ist  dann  die  zu  Anfang 
gestellte  allgemeine  Aufgabe  von  selbst  erledigt. 

Das  eben  Gesagte  giebt  in  grossen  Zügen  den  Weg  an,  welchen 
wir  in  der  gegenwärtigen  Abtheilung  verfolgen.  Aber  die  Erledigung 
der  erwähnten  aligemeinen  Aufgabe  ist  keineswegs  das  Einzige,  was 
in  dieser  Abtheilung  geleistet  wird.  Im  Gegentheil,  die  Hülfstheorien, 
welche  zur  Erreichung  dieses  einen  Zieles  entwickelt  werden,  besitzen 
auch  an  und  für  sich  schon  eine  hervorragende  Bedeutung.  Als  be- 
sonders wichtig  ist  zu  nennen  der  Begriff  „Functionengi'uppe,^^  dessen 
Zusammenhang  mit  dem  allgemeinen  Begriffe  „Transfonnationsgruppe^^ 
später  (in  Abtheilung  3)  erörtert  wird.*) 

Erwähnt  möge  noch  werden,  dass  das  allgemeine  Problem,  welches 
in  dieser  Abtheilung  für  beliebige  Functionen  von  js,  x^-'-Xn,  Pi"Pn 
erledigt  wird,  noch  einer  Verallgemeinerung  fähig  ist.  Zu  dieser  Ver- 
allgemeinerung gelangt  man,  wenn  man  die  Grössen  Pi^-p»  als  die 

Ableitungen: 

dz  dz 

von  0  nach  x^-  -  -  Xn  deutet.  Es  liegt  nämlich  nahe,  sich  m  Functionen 
J\  •  •  •  Fm  von  0f  x^'  '  *  Xn  uud  von  den  Ableitungen  erster,  zweiter, 
- ' '  S'ier  Ordnung  des  ss  gegeben  zu  denken  und  zu  fragen,  unter 
welchen  Bedingungen  es  eine  Berührungstransformation  in  z,  x^  •  -  -  Xny 
Pi'"Pn  giebt,  welche  F^-'-Fm  in  m  vorgelegte  Functionen  W^^W^^ 
von   e'y  a:/  •  •  •  Xa    und   von   den  Ableitungen   des  is'  nach  a?/  •  •  •  Xn 


*)  Die  in  dieser  Abtheilang  dargestellte  InyariaDtentheorie  der  Berührungs- 
transformationen  wurde  begründet  in  den  Verhandlungen  der  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Ghristiania  1872  und  1873  durch  die  Abhandlungen  „Zur  Inva- 
riantentheorie der  Berühmngstransformationen'S  „üeber  partielle  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung^'  und  „Partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
in  denen  die  unbekannte  Function  explicite  vorkommt^*  von  Sophus  Lie.  Der 
Inhalt  dieser  Arbeiten  ist  ohne  wesentliche  Aenderung  reproducirt  in  den  Mathe- 
matischen Annalen,  Bd.  VIII,  1874,  in  der  Abhandlung:  „Begründung  einer  In- 
variantentheorie der  Berührungstransformationen^*. 

Lio,  Theorie  der  Transformaiioiuignippen.   IL  12 
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überführt.  Man  kann  sogar  noch  weiter  gehen  and  statt  der  beiden 
Fundionenajsteme:  F^^-  -  -  Fm  und  ^i  •  •  •  ^m  sich  zwei  Gleichungen- 
Systeme  gegeben  denken  und  nun  die  Frage  stellen,  ob  und  wann  das 
eine  Gleichungensystem  durch  eine  Berührungstransformation  in  das 
andere  übergeführt  werden  kann.*) 

Derartige  allgemeinere  Aufgaben  zu  erledigen,  liegt  nicht  in  dem 
Plane  dieses  Werkes;  dieselben  sollen  daher  hier  nicht  behandelt 
werden. 


Kapitel  8. 

Funotionengrappen  nnd  ihre  ansgezeiohneten  Fnnotioneii. 

In  Uebereinstimmung  mit  dem,  was  wir  in  der  Einleitung  dei 
gegenwärtigen  Äbtheilung  gesagt  haben,  beginnen  wir  damit,  nacb 
allen  invarianten  Eigenschaften  zu  fragen,  welche  ein  System  von  ni 
Functionen  F^^'-'Fm  der  Veränderlichen  x^"^Xny  Pi'"Pn  gegen- 
über allen  Berührungstransformationen  von  der  Gestalt: 

(1)  £?'  =  je:  +  a(Xy  p),  xl  =  Xi{x,  p),  pl  =  P,(a?,  p) 

(t  =  1  •  •  • ») 

besitzt.  Bei  der  Inangrifhahme  dieser  Frage  werden  wir  sogleich  aui 
den  wichtigen  Begriff  Functionengruppe  geführt,  dessen  Theorie  ii 
diesem  und  im  nächsten  Kapitel  entwickelt  werden  soll.  Auf  Gmnc 
der  gewonnenen  Theorie  werden  wir  dann  in  Kapitel  10  ohne  Schwie 
rigkeit  die  invarianten  Eigenschaften  eines  beliebigen  Functionen 
Systems:  F^{x,  p)  -  -  -  Fm(x,  p)  angeben  können. 

§  47. 
Es  seien  F^^-  -  -  Fm  irgend  welche  Functionen  der  Veränderlichen 
x^' '  -  Xny  Pl*  '  *Pn'  Führen  wir  auf  jF^  •  •  •  Fm  eine  Berührungstrans 
formation  von  der  Gestalt  (1)  aus,  so  erhalten  wir  gewisse  neu< 
Functionen:  0^  •  •  •  9m  der  neuen  Veränderlichen:  a:/  •  •  •  a:/,  jp/  -  •  > p^ 
Wegen  der  Eigenschaften  des  Klammersymbols  wird  zu  gleicher  Zei 
(s.  S.  131): 

Hierin  liegt,   dass  jeder   der  Ausdrücke   {Ff^Fy)^     allen  Berührungs 

transformationen  von  der  Form  (1)  gegenüber  eine  Invariante  de 
Functionensystems:  F^-  -  -  Fm  ist. 


*)  Lie,  Kurzes  Resumd  mehrerer  neuer  Theorien,  Verh.  d.  Ges.  d.  W.  %\ 
Christiania,  3.  Mai  1872;  vgl.  auch  Math.  Ann.  Bd.  VIII,  S.  217;  Bd.  XVI,  S.  626 
Bd.  XXIV. 
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"Was  die  Beschaffenheit  der  Ausdrücke  {F^F^)^    anbetrifft,  so  sind 

zwei    verschiedene  Fälle   denkbar:    Entweder  nämlich  lassen   sich  alle 
(-FJ^J^y)       als  Functionen    von   F^-'-Fm   allein   darstellen    oder   eine 

solch«  Darstellung  ist  nicht  möglich.     Liegt  der  zweite  Fall  vor,   so 
denken  wir  uns  die  Functionen  {F^F^)      zu  den  Functionen  JPj  •  •  •  F,n 

Unzugefügt  und  erhalten  so  ein  neues  Functionensystem:    i'^  •  •    JP,», 

-fT«-f-i  ' ' '  Fq.    Lassen  sich  jetzt  immer  noch  nicht  alle  (JF/i^x)   0, x=i.    9) 

diircli  Fy^"'  Fq  allein  ausdrücken,  so  fügen  wir  alle  Functionen  {FnF^ 

<*  =  1  •••«;  ^  =  m4-i..-9)  zu  F^-'-Fq  hinzu  '  und    erhalten   abermals   ein 

neues  Functionensystem.     In    dieser  Weise  fahren   wir   fort.     Weil  es 

m^a^Ki     blos  2n  von  einander  unabhängige  Functionen  der  Veränderlichen 

^j.    •   •  '^nyPi'''Pn  giebt,  so  müssen  wir  auf  dem  angegebenen  Wege 

sc^lxliesslich   nach    einer    endlichen   Anzahl    von    Operationen    auf  ein 

F'Qxictionensystem:  F^**-Fr  ir'^m)  stossen,  welches  so  beschaffen  ist, 

dö-ss    alle  {FiF^  (.-,  »=i...r)  sich  als  Functionen  von  F^'-Fr  allein 

d darstellen  lassen. 

Es  liegt  daher  nahe  sich  zunächst  auf  die  Betrachtung  solcher 
^^iXÄctionensysteme:  F^- '  -  Fr  zu  beschränken,  für  welche  bereits  alle 
C-'^^ue  JF^)  (/i,  »=i--r)  durch  -Fj  •  •  •  -Fr  allein  ausgedrückt  werden  können, 
^ckmässig  wird  man  dabei  noch  die  Voraussetzung  einführen,  dass 
^  "  Fr  von  einander  unabhängig  sind ;  denn  wären  zum  Beispiel 
^^^^^^F^'"Fi  von  einander  unabhängig  und  P/^-i  •  •  •  FV  Functionen 
F^'"Fi  allein,  so  würden  alle  (2^-Fx)  o,  x  =  i  .m)  sich  durch 
^  "  Fl  allein  ausdrücken  lassen,  so  dass  man  Fi^i  -  -  -  Fr  jedenfalls 
Sehst  ganz  ausser  Betracht  lassen  könnte. 
Wir  denken  uns  demzufolge  r  unabhängige  Functionen  F^'  -  •  Fr 
Xi' ' '  Xn,  Pi'  "  Pn  vorgelegt,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  alle 
Ff)^    sich  als  Functionen  von  F^* '  -  Fr  allein  darstellen  lassen: 

(F^Fy\^  =  W^,{F^  '"Fr)  iM.  v  =  l...r). 

Sind  U{F^  •  •  •  Fr)  und  F(F\  •  •  •  Fr)  irgend  zwei  Functionen  von 
'»•Fr  allein,  so  ergiebt  sich: 

{ur)^p  =  ^  jY~  w^  (^f^^')xp 
fit 

wird  also  (JJV)xp  stets  wieder  eine  Function  von  F^-  •  -  Fr  allein. 

ir  sehen  hieraus,   dass  unter  den   gemachten   Voraussetzungen   der 

^begriff  aller  Functionen  von  F^-  -  *  Fr  die  folgende  charakteristische 

12* 


V 
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Eigenschaft  besitzt:  combinirt  man  irgend  zwei  Functionen ,  welclie 
dem  Inbegriff  angehören,  durch  ElammeroperatioU;  so  erhält  man  stets 
wieder  eine  dem  Inbegriff  angehörige  Function. 

Statt  nun  das  Functionensystem  F^-  •  -  Fr  an  und  fQr  sich  zi 
untersuchen,  werden  wir  uns  zunächst  mit  dem  Inbegriffe  alle 
Functionen  von  F^'  •  -  Fr  beschäftigen.  Wir  bezeichnen  diesen  In 
begriff  von  Functionen  als  eine  Functionengruppe  und  nennen  die» 
Functionengruppe  r-gliedrig^  weil  sie  durch  die  r  von  einander  unab 
hängigen  Functionen:  P^  •  •  •  Fr  bestimmt  ist.     Also: 

Sind  r  unabhängige  Fxmctioneii  F^-Fr  der  Veränderlichen  x^'-'X^ 
Pi'  "Pn  so  beschaffen,  dass  jedes  (Ff^ Fy\p  inyv=-i"-r)  sich  als  Fundia 
von  Fl* '  ' Fr  allein  darstellen  lässt,  so  bestimmen  s^ie  eine  r-gliedrig 
Functionengruppe  in  den  Veränderlichen  x^  -  -  -  Xn^  Pi  '  '  '  Pn^  ^Dies 
Functionengruppe  selbst  besteht  aus  dem  Inbegriff  aller  Fwictianen  roi 
Fl' -Fr*) 

Bestimmen  die  unabhängigen  Functionen:  F^^-'Fr  eine  r-glic 
drige  Functionengruppe,  so  sagen  wir  wohl  auch  kurz:  die  Functionen 
gruppe:  F^  •  •  Fr.  Andererseits  lassen  wir  zuweilen  das  Woi 
„Functionen"  weg  und  reden  einfach  von  „Gruppen"  statt  vo 
,,Functionengruppen",  doch  thun  wir  das  nur  so  lange,  als  nicht  yo 
Transformationsgruppen  die  Rede  ist. 

Wir  stellen  zunächst  einige  naheliegende  Bemerkungen  übe 
Functionengruppen  zusammen. 

Bestimmen  JP^  •  •  •  JPr  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  de 
Veränderlichen  x^- '  -  Xn,  Pi'  -  '  Pn  und  sind  (P^  •  •  •  <l>r  irgend  welch 
unabhängige  Functionen  von  i^^  •  •  •  -Fr,   so  lassen   sich   alle  {^i  9x)^ 

zunächst  durch  F^»  •  Fr  und  demnach  auch  durch  (P^  •  •  •  ä>r  allei 
ausdrücken.  In  Folge  dessen  bestimmen  <Z>j  •  •  •  <Z>r  ihrerseits  eii 
r-gliedrige  Functionengruppe,  aber  augenscheinlich  ebendieselbe  Fun( 
tionengruppe,  welche  F^  -  *  •  Fr  bestimmen.  Die  beiden  Functionei 
Systeme:  F^  "  -  Fr  und  O^  •  •  -  Or  müssen  daher  als  zwei  verschieder 
Darstellungsformen  einer  und  derselben  Functionengruppe  aufgefas 
werden. 

Aus  diesem  Grunde  bemchnen  wir  jedes  System  von  r  unäbhängigi 
Functionen  einer  r-gliedrigen  Functionengruppe  als  eine  Form  der  hetre 
fenden  Gruppe.  Solcher  Formen  kann  die  Gruppe  natürlich  unbegrän 
viele  erhalten. 

Bilden  die  r  unabhängigen  Functionen  F^  -  -  •  Fr  ein  r-gliedrig< 


*)  Lie,   VerhaDdluDgen   der  Ges.  d.  W.    zu  Christiania,    Decbr.    1872    qe 
März  1873. 
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InvolutioDssystem,  so  sind  alle  (Fi  Fx)  ^-  0  und  F^-  "  Fr  bestimmen 
daher  eine  r-gliedrige  Functionengruppe.  Es  ist  klar^  dass  alle 
Functionen  dieser  Gruppe  paarweise  in  Involution  liegen  und  dass 
jede  Form  der  Gruppe  ein  r-gliedriges  Involutionssystem  ist 

Hat  man  s  Functionen  JPj  •  •  •  i^,  der  x,  p^  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  jedes  (FiFx)  (^»  =  i-*)  sich  durch  F^'-^Fg  allein  aus- 
drücken lässty  giebt  es  aber  unter  diesen  s  Functionen  blos  r  von 
einander  unabhängige,  etwa  J'\  "Fr,  während  i^r-fi  •  •  *  -F*  Functionen 
von  Fl  ' ' '  Fr  allein  sind,  so  leuchtet  ein,  dass  F^  -  -  -  Fr  eine  r-glie- 
drige  Functionengruppe  bestimmen,  welcher  auch  i^^-f-i  - "  Fs  an- 
gehören. 

Bestimmen  F^- » '  Fr  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  und  /  un- 
abhängige Functionen  der  jF,  etwa: 

9l  =  SlCF'l  •  •  •  -Fr);    •  •  •    9*  =  g/CF'i  •  •  •  Fr) 

eine  Z-gliedrige,  so  nennen  wir  die  {-gliedrige  Functionengruppe  eine 
Uyitcrgruppe  der  r-gliedrigen. 

Liegen  zwei  Functionengruppen:  F^  -  -  -  Fr  und  W^"  •  ^Fi  in  den 
Veränderlichen  x^-'Xn,  Pi'"Pa  vor,  so  ist  denkbar,  dass  es  Functionen 
von  Xi  '  '  '  Xn,  Pi'  "Ph  giebt,  welche  beiden  Gruppen  gleichzeitig  an- 
gehören. Wir  wollen  annehmen,  dass  es  gerade  h  unabhängige  Func- 
tionen: Xi' ' '  Xh  ^^^  dieser  Beschaffenheit  giebt,  so  dass  also  jede 
Function,  welche  sowohl  der  Gruppe:  F\--  .Fr,  als  der  Gruppe: 
W^  -  -  •  Wi  angehört,  sich  als  Function  von  Xi  * '  *  Z*  allein  darstellen 
lässt.  Dann  gehört  auch  jede  Function  (xxXj)  ^^n  vorgelegten  Functionen- 
gruppen an  und  lässt  sich  in  Folge  dessen  durch  Xi  ' ' '  Xh  allein  aus- 
drücken, das  heisst:  Xi' ' '  Xh  bestimmen  ihrerseits  eine  A-gliedrige 
Functionengruppe.    Dieses  Ergebniss  drücken  wir  folgendermassen  aus: 

Satz  1.  Die  gemeinsamen  Fumtionen  ztceicr  Functionengruppen 
bilden  ihrerseits  eine  Functionengruppe, 

Es  seien  F\  •  •  •  FV  solche  unabhängige  Functionen  von  x^'  -  •  Xn, 
Px  '  ' ' Pnj  welche  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  bestimmen,  welche 
daher  in  Beziehungen  von  der  Form: 

(FuFrl^  =  tV^,{Fi  "'Fr)  (/.,  v=  1  .  .  .  r) 

stehen.  Führt  man  nun  auf  F^"  -  Fr  eine  Berührungstransformation 
von  der  Form: 

(1)  ^'  =  X?  +  Sl(xy  p),  x!  =  Xi[x,  p),  pl  =  P,(a?,  p) 

(<  =  1 . . . ») 
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aus,  so  bekommt  man  r  uDabhängige  FunctioDen  V^  • "  Wr  der  x\  p\ 
welche  wegen  des  Verhaltens  des  Klammers jmbols  in  den  Beziehungen: 

(.1/ ,  »  =  1 .  .  -  r) 

stehen;  zugleich  geht  jede  Function  von  F^-  -  *  Fr  in  dieselbe  Function 
von  Wy* '  -  Wr  über.     Hierin  liegt  der 

Satz  2.     Jede   r-glkdrige  Ftmctionengruppe   in   deti    Vtränderlichai 
Xi' ' '  Xn,  Pi' ' '  Pm   vencandelt  sich  hei  Ausführung    einer  Berührungs- 
transfonnation  von  der  Form: 
(Ij  z'  =  g  +  Sl{x,  p),  xl  =  Xi(x,  p),  p(  =  Pi{x,  p) 

(1  =  1.  -n) 

stets  wieder  in  eine  r-gliedrige  Fundionengruppe,  Sind  F^ {x,}})  •  •  •  Fr{x,  jy) 
soldie  unabhängige  Functionen,  tcelclie  die  ursprüngliche  Functionengrxqype 
bestimmen,  so  gehen  sie  Ijei  Ausführung  der  Berührungsiransformation  (1) 
in  r  unabhängige  Functionen  y^^-Wr  von  a:/  •  •  •  x,',  Pi  -  -  -  Pm  über, 
welche  die  transformirte  Fundionengruppe  bestimmen;  dabei  drückt  sich 
jedes  (Vft^r)^*  ,  gefUiu  so  durch  W^  -  -  •  Wr  aus  tcie  das  entsprechende 
(F.FrX^  durch  F,'- Fr. 

Bilden  die  r  unabhängigen  Functionen  Fi{x,  !>)•••  Fr(x,  p)  ein 
Involutionssystem,  ist  also  jedes  {F^F^     ^^^y  so  bestimmen  sie,  wie 

schon  oben  bemerkt  wurde,  eine  r-gliedrige  Functionengruppe.  Wenden 
wir  auf  diese  Functionengruppe  den  eben  ausgesprochenen  Satz  an, 
so  erkennen  wir,  dass  jedes  r-gliedrige  Involutionssystem  in  den  x,  p 
bei  jeder  Beruhrungstransformation  von  der  Form  (1)  wieder  in  ein 
r-gliedriges  Involutionssystem  übergeht. 

Da  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  den  Veränderlichen 
Xi"'Xn,  Pi"  'Pn  durch  jede  Berührungstransformation  von  der  Form  (!) 
in  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  den  Veränderlichen  a:/---x,', 
Pi  '-'p/  übergeführt  wird,  so  ist  es  ganz  naturgemäss  und  dem  in 
der  Einleitung  Gesagten  entsprechend,  wenn  wir  uns  die  Frage  vor- 
legen: Welche  Eigetischaften  einer  beliebigen  r-gliedrigen  Functionen- 
gruppe bleiben  allen  BeruhrungstransforniatUmeti  von  der  Fonn  (1)  gegen- 
über  invariant? 

Diese  Frage  kann  auch  folgendermassen  ausgesprochen  werden: 
Gegeben  sind  irgend  zwei  r-gliedrige  Functionengruppen,  die  eine  durdi 
r  unabhängige  Fundionen  F^  -  -  -  Fr  von  x^-  -  -  Xn,  Pi'  •  •  Pny  die  andere 
durdi  r  unabMngige  Functionen  O^  -  -  -  Or  von  a:/  •  •  •  x„',  Pi  •  -  -  Pn\ 
gesucht  werden  die  Kriterien  dafür,  ob  die  erste  Functionengruppe  durch 
eine  Beruhrungstransformation  von  der  Form  (1)  in  die  zweite  über- 
geßihrt  werden  lann   oder  nidit.     Dabei   ist  das  „übergeführt  werden** 
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natürlich  so  zu  verstehen  ^  dass  bei  der  fraglichen  Berührungstrans- 
formation der  Inbegriff  aller  Functionen  von  F^-Fr  in  den  Inbegriff 
aller  Functionen  von  0^"-0r  übergehen  soll  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt:  es  soll  durch  die  betreffende  Serührungstransformation  jede 
der  r  Functionen:  F^-'-Fr  in  eine  Function  von  O^^-Or  übergeführt 
tverden. 

Das  eben  aufgestellte  Problem  ist  von  ausserordentlicher  Wichtig- 
keit; wir  werden  in  den  folgenden  Entwickelungen  des  gegenwärtigen 
Kapitels  seine  Erledigung  vorbereiten^  die  Erledigung  selbst  aber  soll 
erst  im  nächsten  Kapitel  gegeben  werden.  Nachher  wenden  wir  uns 
wieder  zu  dem  Probleme,  von  welchem  wir  ausgegangen  sind,  zur 
Untersuchung  der  invarianten  Eigenschaften,  welche  ein  beliebiges 
Functionensystem:  F^{x,  p)  -  >  -  F,n{Xj  }})  gegenüber  allen  Berührungs- 
transformationen von  der  Form  (1)  besitzt 

§48. 

Die  Grundlage  der  Theorie  der  Functionengruppen  bildet  das 
wichtige 

Theorem  19.  Bestimmen  r  unaihängige  Functionen  w^  •  •  •  Ur 
von  x^  ' ' '  Xnj  Pi  ' '  'Pn  ß^wc  r-glicdrigc  Functionengruppe,  so 
bilden  die  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

in  den  unabhängigen  Veränderlichen  Xi"'Xn,  Pi'"l>n  ^in  r-glie- 
driges  vollständiges  System*) 

Um  dasselbe  zu  beweisen,  bemerken  wir  zunächst,  dass  die  r 
eben  geschriebenen  Differentialgleichungen  von  einander  unabhängig 
sind;  wären  sie  es  nämlich  nicht,  so  würden  alle  Determinanten  von 
der  Form: 

yf  ,   ^      ^ 

identisch  verschwinden,  unter  n^^  -  itr  irgend  r  von  den  2n  Veränder- 
lichen Xj  p  verstanden,  folglich  wären  te^ .  •  •  Ur  entgegen  der  Voraus- 
setzung des  Theorems  nicht  von  einander  unabhängig.  Femer 
setzen  wir: 

dann  wird: 


*)  Lie,   Verhandlungen  der  Gea.  d.   W.  zu  Christiania,   Decbr.    1872   und 
März  1873. 
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oder  wegen  der  Jacobischen  Identität: 

AAA,in)  -  AAA,ih)  =  ((«,«,)/). 
Nun  aber  bestehen  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

(2)  (UftiU)  =  Wft  V  («1  "  '  Ur)  Cu,  y  =  1  •  •  •  r); 

es  kommt  also: 


1  •' 


Damit  ist  das  Theorem  bewiesen. 

Wir  denken  uns  nun  in  den  Veränderlichen  ^i  •  •  •  ^'« ,  i^i  •  •  •  p» 
irgend  r  unabhängige  Functionen:  u^  •  •  •  «r  vorgelegt,  die  eine  r-glie 
drige  Functionengruppe  bestimmen.  Das  r-gliedrige  vollständige  System 

(«,/-)=o, ...  («.n=o 

hat  dann  2w  —  r  unabhängige  Lösungen.  Sind  v^  •  •  •  i?2»-r  derartig! 
Lösungen,  so  lässt  sich  jede  beliebige  andere  Lösung  als  Functioi 
von  Vl^  - '  v^n-r  allein  darstellen.  Aus  dem  Poisson'schen  Theoremi 
(s.  S.  173)  folgt  weiter,  dass  zugleich  mit  r^  •  •  •  t2«_r  auch  jedes  (Vj^vJ 
eine  Lösung  des  vollständigen  Systems  ist.  Demnach  sind  alle  (t^xt^^^ 
Functionen  von  Vj  •  •  •  V2n-r  allein  und  Vj  •  •  •  ^2«— r  bestimmen  ihrer 
seits  eine  (2n  —  r)-gliedrige  Functionengruppe. 

Wenden  wir  auf  die  Functionengruppe:  i\  -  -  -  v»»— r  dieselben  Be 
trachtungen  an,  wie  soeben  auf  die  Gruppe:  u^  -  -  •  Ur,  so  kommen  wii 
auf  die  Gruppe:  Mj  •  •  •  w^  zurück;  denn  das  (2n  —  r)-gliedrige  voll 
ständige  System: 

hat  2w  —  {2n  —  r)  =  r  unabhängige  Lösungen  und  zwar  sind  äugen 
scheinlich  Ui  -  •  -  Ur  solche  Lösungen  und  jede  andere  Lösung  eiu< 
Function  von  u^  •  •  •  Ur  allein. 

Diese  Ergebnisse  können  wir  folgendermassen  zusammenfassen 
Theorem  20.  Zu  einer  jeden  r-gliedrigen  Functionengruppe. 
u^  .  •  •  Ur  in  den  Veränderlichen:  rc,  •  •  •  o;«,  Pi'  •  -pn  gehört  eim 
ganz  hestimmte  (2»  —  r)'gliedrige  Functionengruppe,  welche  zt 
der  r-gliedrigen  in  einem  vollständigen  ReciprocitätsverhäU- 
nissc    steht.      Jede    dieser    beiden    Gruppen    wird    von    allen 


FunctioneDgruppen  und  ihre  ausgezeichneten  Functionen.  185 

Functionen  gebildet,  welche  mit  allen  Functionen  der  andern 
Gruppe  in  Involution  liegen*) 

Wir  bezeichnen  in  der  Folge  zwei  solche  Functionengruppen  als 
recipröke  Functionengruppen ,  zuweilen  nennen  wir  auch  jede  von  beiden 
die  Polargruppe  der  andern. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  zwei  recipröke  Functionengruppen 
bei  jeder  Berührungstransformation  von  der  Gestalt: 

is'  =  Aß  +  a.  (x,  p)y  xl  =  Xi{x,  p),  pi  =  Pi(Xy  p) 

(t  =  1  •  •  •  n) 

wieder  in  zwei  recipröke  Functionengruppen  übergehen. 

Ist  die  r-gliedrige  Functionengruppe:  Wi  •  •  •  Wy  insbesondere  ein 
Involutionssystem,  verschwinden  also  alle  (utUx)  identisch,  so  besitzt 
das  r-gliedrige  vollständige  System: 

(Uj)  =  0,    ...    {UrÖ  =  0 

mindestens  r  unabhängige  Lösungen,  denn  ei^ '  •  .  n^  sind  in  diesem 
Falle  Lösungen  des  Systems.  Daraus  folgt,  dass  2n  —  ^^^  ist,  es 
ergiebt  sich  also  für  die  Gliederzahl  r  des  Involutionssystems  die  Be- 
dingung: r  ^n]  das  heisst,  es  gilt  der 

Satz  3.  Ein  Involutimissystetn  in  den  2n  Veränderlichen  x^-  -  Xn, 
2h' '  ' Pn  ^tiMlt  nie  mehr  als  n  unabhängige  Functionen. 

Diesen  Satz  haben  wir  bereits  in  Kapitel  4,  S.  97  (vgl,  auch 
Kap.  7,  S.  176)  gefunden. 

Wir  wollen  noch  bemerken,  dass  das  Theorem  19  sich  vervoll- 
ständigen lässt. 

Man  kann   sich   nämlich    die  Frage    stellen,   unter   welchen   Be-' 
dingungen  r  Gleichungen  von  der  Form: 

ein  r-gliedriges  vollständiges  System  in  den  Veränderlichen  x^'^Xn, 
Pi    •  'Pn  bilden. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  r  Functionen  (Pi{x,  iO  *  *  *  9r(^,  p) 
von  einander  unabhängig  sein  müssen,  denn  wären  sie  es  nichts  so 
sähe  man  wie  oben  ein,  dass  auch  die  Gleichungen:  B^{f)^=0, 
'  ' '  Br  (/ )  =  0  nicht  von  einander  unabhängig  wären.  Sind  nun 
q>i'  '  '  q>r  unabhängige  Functionen,  aber  keine  solchen,  welche  eine 
r-gliedrige    Functionengruppe    bestimmen,    so    giebt    es    unter    den 


^)  Lie,  Verhandlungen  der  Get.  d.  W.  zu  Chriütiania,  1878  und  1878. 
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Functionen  {q>i ^,)^  mindestens  eine  von  tp^' '  •  tpr  unabhängige;  es 
giebt  somit  unter  den  Gleichungen: 

-B.(J5«(/-))  -  BÄ^m)  =  ((9'.9'x)0  =  0 

(I,  x  =  l  .  .  .  r) 

mindestens  eine,  welche  von:  B^f=  0,  •  •  Brf •=  0  unabhängig  ist; 
hieraus  aber  folgt,  dass  die  Gleichungen:  Bif=0,  •  •  •  jBr/*=  0  unter 
der  gemachten  Voraussetzung  kein  r-gliedriges  vollständiges  System 
bilden.  Demnach  erhalten  wir  unter  Berücksichtigung  des  Theo- 
rems 19  den 

Satz  4.     Die  r  Gleichungen: 

hädept  nur  dann  ein  r-gliedriges  vollständiges  System^  wenn  die  r  Functionen 
(Pi  '  •  -  ffr  der  Veränderliclien:  ar^  •  •  •  a;»,  i^i  •  •  .p»  voft  einander  uiioft- 
liängig  sind  und  eine  r-gliedrige  Functimwngruppe  bestimmen. 

Sind  (Pi"'q)r  unabhängige  Functionen  einer  r-gliedrigen  Fonctionen- 
gruppe,  so  bilden  die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

ein  vollständiges  System,  welches  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  gleich- 
zeitig mit  ^  und  %  auch  {fx)  eine  Losung  darstellt. 

Man  kann  sich  nun  die  Aufgabe  stellen,  in  den  Veränderlichen 
^1  •  •  •  ^11,  i>i  •  •    i^ii   alle  vollständigen  Systeme: 

zu  finden,  welche  diese  Eigenschaft  besitzen. 

Sind   u^  ' ' '  Uin-r   ein  System   Losungen   eines   solchen    voUstän- 
'digen  Systems,  so  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

es  bestimmen  daher    die  u  eine  (ßn  —  r)-gliedrige  Functionengruppe* 
Sind  t'i  •  •  •  Vr  unabhängige  Functionen   der  zugehörigen  Polargruppe, 
so  lassen  sich  die  u  nach  S.  184  definiren  als  die  Lösungen  des  voll- 
ständigen Systems: 

welches  in  Folge  dessen  mit  dem  Systeme:  A^f=0,  •••  Arf^^O  äqui- 
valent ist.     Hiermit  haben  wir  den 

Satz  5.     Besitzt   ein  r-gliedriges  vollständiges  System  in  den  Ver'- 

änderlicJien    Xi  -  -  -  Xn,   Pi'  -  Pn    die    Eigenschaft,    dass    der    aus  ßfwei 

Lösungen  ^  und  %  des  Systems  gebildete  Klammerausdruck  (^2)  ^^ 
wieder  eine  Lösung  darstellt,  so  iann  es  die  Form: 
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(v,f)  =  0,  ■••  (»./•)  =  0 

abhalten*);   es  bestimmen  dabei  v^  •  •  •  Vr  eine  r-gliedrige  Functionen- 
gnippe. 

§  49. 

Eine  Functionengruppe  kann  Functionen  enthalten,  welche  aucli 
der  reciproken  Gruppe  angehören  und  daher  beiden  Gruppen  gemein- 
sam sind.  Solche  Functionen  nennen  wir  axisgczoichnetc  Functionen**) 
der  ersten  Gruppe.  In  dieser  Definition  liegt,  dass  die  ausgezeich- 
neten Functionen  einer  Functionengruppe  zugleich  auch  die  aus- 
gezeichneten Functionen  der  reciproken  Gruppe  sind;  zugleich  ergiebt 
sich  aus  Satz  1,  S.  181,  dass  die  ausgezeichneten  Functionen  einer 
Functionengruppe  ihrerseits  eine  Functionengruppe  bilden. 

Analytisch  gesehen  sind  die  ausgezeichneten  Functionen  einer 
r-gliedrigen  Functionengruppe:  u^-  -  -  Ur  diejenigen  Functionen  U  von 
u^  •  •  •  Ur  allein,  welche  das  r-gliedrige  vollständige  System: 

(U,ü)  =  0,    '"    (Urü)  =  0 

in    den  Veränderlichen   Xi'-'Xny  Pi'-'Pn    befriedigen.     Wir  können 
daher  sagen: 

Die  ausgezeichneten  Functionen  einer  Functionengruppe  sind  die- 
jenigen Functionen  der  Gruppe,  weldie  mit  allen  Functionen  der  Gruppe 
in  Involution  liegen. 

Hieraus  folgt,  dass  die  ausgezeichneten  Functionen  einer  Functionen- 
gruppe paarweise  in  Involution  liegen,  dass  also  h  unabhängige  aus- 
gezeichnete Functionen  stets  ein  7i-gliedriges  Involutionssystem  bilden. 

Wird  eine  Functionengruppe  in  den  Veränderlichen  x,  p  durch 
eine  Berührungstransformation  von  der  Form  (1)  in  eine  Functionen- 
gruppe in  den  x^,  p'  übergeführt,  so  verwandelt  sich  offenbar  zu 
gleicher  Zeit  jede  ausgezeichnete  Function  der  ursprünglichen  Functionen- 
gruppe in  eine  ausgezeichnete  Function  der  neuen  Gruppe.  Demnach 
ist  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  ausgezeichneten  Functionen 
einer  Functionengruppe  in  den  x,  p  gegenüber  allen  Berührungstrans- 
formationen  von  der  Gestalt  (1)  invariant. 


*)  Lie,  Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab,  Bd.  9,  Christiania  1884. 
Für  den  Fall  r  =>  1  war  der  erste  Thcil  des  Satzes  5  schon  früher  von  Herrn 
Korkine  aufgestellt  worden. 

**)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Chrietiania,  1872  und  1878. 
Später  wird  gezeigt,  dass  es  naturgemäss  ist,  die  ausgezeichneten  Functionen 
einer  Functionengruppe  als  die  invarianten  Functionen  derselben  zu  bezeichnen. 
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Ist  F{x,p)  eine  ausgezeichnete  Function  der  r-gliedrigen  Functionc 
gruppe:  W|  •  •  •  Wr,  so  gehört  es  nicht  blos  der  Gruppe  w^  •  •  •  Wr  J 
sondern  auch  der  reciproken  Gruppe:  x\'  -  -  Vi^—r,  es  lässt  sich  dal 
sowohl  durch  m^  •  •  •  Ur  als  durch  t\  -  -  -  Vin—r  ausdrücken: 

Mit  andern  Worten:  jeder  ausgezeichneten  Function  der  Gruppe:  Mj-- 
entspricht  eine  Relation  zwischen  den  Functionen  der  beiden  reciprol 
Gruppen:  u^  -  •  -  Ur  und  r^  •  •  v««— r  und  zwar  eine  Relation  von  < 
besonderen  Form  (3).  Sind  F^^x,  p)  •  -  -  F^ix,  p)  unabhängige  a 
gezeichnete  Functionen  der  Gruppe:  t/^  •  •  •  Ur,  so  sind  natürlich  ai 
die  m  ihnen  entsprechenden  Relationen: 

^x(x,  p)  =   C/x(Ui  •  •  •  %lr)  =  Vn{v^  '  •  •  Vin--r) 

(X  =  1  .  •  •  to) 

von  einander  unabhängig. 

Wir  wollen  nun  umgekehrt  annehmen,  dass  die  r  unabhängig 
Functionen:  «j  •  •  Mr  einer  r-gliedrigen  Functionengruppe  mit  c 
2n  —  r  unabhängigen  Functionen:  i\  -  -  -  v^n-r  der  Polargruppe  dui 
gerade  m  unabhängige  Relationen: 

(4)  '-^x(Wi  •  •  •  Kr,    Vi"  V2n-r)  =0  (x  =  1  •  •  •  m) 

verknüpft  sind.  Wir  werden  zeigen,  dass  die  beiden  reciproken  Grupj 
in  diesem  Falle  gerade  m  von  einander  unabhängige  Functionen  gem 
haben,  dass  also  jede  von  ihnen  gerade  m  unabhängige  ausgezeichn 
Functionen  enthält. 

Die  2n  Functionen  u^  •  •  •  Ur,  v^  •  •  •  V2n— r;  unter  denen  es  n£ 
unsrer  Voraussetzung  gerade  2n  —  m  von  einander  unabhängige  gie 
sind  augenscheinlich  so  beschaffen,  dass  sich  jedes  (u,-,  Ux),  (h,*,  t 
(viy  Vx)  durch  sie  allein  ausdrücken  lässt,  sie  gehören  daher  zufol 
einer  auf  S.  181  gemachten  Bemerkung  sämmtlich  einer  gewiss 
(2n  —  m)-gliedrigen  Functionengruppe  an.  Nun  müssen  sich  die 
Gleichungen  (4)  sowohl  nach  m  von  den  u,  als  nach  m  von  den 
auflösen  lassen,  sonst  wären  ja  entweder  die  v  oder  die  u  nicht  v 
einander  unabhängig;  wir  können  daher  annehmen,  dass  eine  A 
lösung  sowohl  nach  «^  •  •  •  u,n  als  nach  v^  •  •  •  v,n  möglich  ist.  Da 
wird  die  (2n  —  m)-gliedrige  Functionengruppe,  welcher  alle  I 
Functionen  t«,  v  angehören,  sowohl  durch  die  2n  —  m  unabhängig 
Functionen:  «^  •  •  •  Ur,  v^-fi  •  •  •  v^n— r  als  durch  die  2n  —  m  una 
hängigen:  tim-\-i  •  •  •  Wr,  t'i  ■  •    V2n— r  bestimmt  sein. 

Zu  der  eben  besprochenen  (2n  —  w)-gliedrigen  Functionengrup 
gehört  eine  w-gliedrige  Polargruppe.  Jede  Function  dieser  Poh 
gruppe  befriedigt  die  Gleichungen: 
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(«1,  /■)  =  0,  •  •  •  («o  n=o 

und  gehört  daher  der  Gruppe:  Vi"'V2n—r  an,  zugleich  aber  befriedigt 
sie  die  Gleichungen: 

gehört  demnach  auch  der  Gruppe:  w^  •  •  •  w^  au.  Damit  ist  bewiesen, 
dass  alle  Functionen  der  in  Rede  stehenden  w-gliedrigen  Polargruppe 
den  beiden  Gruppen:  ti^  •  •  •  Wr  und  v^  •  •  V2n— r  gemeinsam  sind,  dass 
also  jede  dieser  beiden  Gruppen  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
m  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen  enthält  Das  aber  wollten 
wir  beweisen. 

Nunmehr  wissen  wir  Folgendes:  Wenn  die  r-gliedrige  Functionen- 
gruppe:  u^  - »  '  Ur  gerade  m  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen 
enthält,  so  sind  w^  •  •  •  Ur,  Vj  •  •  •  ^2»— r  jedenfalls  durch  m  unabhängige 
Relationen  von  der  besonderen  Form: 

C7x(Wi  •  •  •  Wr)  =   Fx(t;,   •  •  •  Vin-r) 
(x  =  1  •  •  •  m) 

verknüpft.  Sind  andererseits  u^  -  •  -  Ur,  t\  -  •  -  v^n-r  durch  gerade  m 
unabhängige  Relationen  verknüpft,  so  enthält  die  Gruppe  u^'''Ur 
jedenfalls  m  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen.  Wir  erkennen 
daher  sofort,  dass  das  folgende  Theorem  besteht: 

Theorem  21.  Eine  r-gliedrige  Fuuctionengruppe:  «^  •  •  •  w^ 
mit  der  (2n  —  r)-gliedrigen  Polargruppe:  v,  •  •  V2n-r  enthält 
stets  genau  so  viele  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen, 
als  es  unabhängige  Relationen  zwischen  den  2n  Functionen: 
«1  •  •  •  Mr,  Vj  •  •  •  Vin—r  gicbL  Dic  betreffenden  Relationen  lassen 
sich  immer  auf  die  Form: 

TJ»{U^  .  .  .  Mr)  =  Fx(Vi  •  •  •  t;2n-r) 
(x  =  l,  2-..) 

bringen;  sie  sagen  eben  aus,  dass  die  ausgezeichneten  Functionen 
einer  Functionengruppe  zugleich  die  ausgezeichneten  Functionen 
der  reciproJcen  Gruppe  sind*) 

Wieviele  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen  enthält  eine  vor- 
gelegte r-gliedrige  Functionengruppe:  w^  •  •  •  Ur  in  den  Veränderlichen: 

^i  '  "  ^n,  Pi  '  '    Pn'i 

Soll  F(x^'''Xn,  Pi  '  ' '  Pr^  6"iß  ausgezeichnete  Function  der 
Functionengruppe:  %  •  •  •  «r  sein,  so  ist  notli wendig  und  hinreichend, 
dass  es  die  r  Gleichungen: 

*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  März  1873. 
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MF)  =  («.,  F)  =  0,  • . .  MF)  =  (ur,  F)^0 

identisch  befriedigt  und  dass  es  ausserdem  eine  Function  von  u^'-^Ur 
allein  ist.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  ausgezeichneten  Functionen 
der  Gruppe:  u^  -  -  •  Ur  diejenigen  Functionen  ü  von  u^  •  •  -  Ur  sind, 
welche  den  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

**  p    TT  ^  p  YJ 

MU)  =  ^K«x«;)-^^-  =  ^jW.jiUi  •  •■»r)j^  =  0 
1  ■*  1  ^ 


(5) 


(x  =  l 


r) 


in  den  unabhängigen  Veränderlichen  u^»  - » Ur  identisch  genügen. 

Was  die  Gleichungen  (5)  betrifft,  so  kommt  alles  auf  die  Beschaffen- 
heit der  Determinante: 


(6) 


D  = 


(ttiWi) 


(WrWj) 


KWr) 


(UrUr) 


an.  Wir  wollen  voraussetzen,  dass  diese  Determinante  nebst  allen 
ihren  Unterdeterminanten  (r  —  l)-ten,  •  •  •  (r  —  m  +  l)-ten  Grades 
verschwindet,  während  von  den  (r — w)-reihigen  Unterdeterminanten 
jedenfalls  eine,  etwa: 

nicht  identisch  verschwindet. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  die  r  —  m  Gleichungen : 
^i{U)  =  0,  '  • '  Ar-tn{ü)  =  0  von  einander  unabhängig,  während: 
Ar-^jn^i(ü)  •  •  •  Är(U)  sich  in  der  Form: 

(^  =3  1  .  .  •  m) 

darstellen  lassen.  Nun  aber  stehen  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (5) 
nach  S.  184  paarweise  in  den  Beziehungen: 

A,iMU)) - MMU))  =  ^-^"^-(g- •••"-) .  AjiU) 

(^ ,  V  =  1  .  .  .  r); 

denkt  man  sich  hier  auf  der  rechten  Seite  überall  Ar—m+iiU)"'Är{U) 
durch  Ai(U)'''Ar—m{U)  ausgedrückt,  so  erkennt  man  sofort,  dass 
die  r  —  m  Gleichungen:  Aj^(U)  =  0,  •  •  •  Ar^m{U)  =  0  ein  (r  —  m)- 
gliedriges  vollständiges  System  bilden.  Dieses  vollständige  System 
besitzt  gerade  m  unabhängige  Lösungen,  es  ergiebt  sich  also,  dass 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  r  Gleichungen  (5)  gerade 
m    unabhängige    Lösungen    gemein    haben    und    dass    die    vorgelegte 
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Functionengruppe:  tii  *  •  •  Ur  gerade  m  unabhängige  ausgezeichnete 
Functionen  enthält 

Wir  haben  somit  das 

Theorem  22.  Die  r-gliedrige  Functionengruppe  w^  •  •  •  Ur  in 
den  Veränderlichen:  x^-  -  -  Xn,  2h  ' ' '  Pn  enthält  dann  und  nur 
dann  gerade  m  und  nicht  mehr  unabhängige  ausgezeichnete 
Functionen,  wenn  die  Determinante:  27  +  (wi«J  •  •  •  (t/^w^.)  und 
alle  ihre  Unterdeterminanten  (r  —  i)-ten,  •••  {r  —  m-\-'l)-ten 
Grades  identisch  verschwinden^  während  die  ünterdetermi- 
nanten  (r  —  m)'ten  Grades  nicht  alle  identisch  null  sind;  in 
diesem  Falle  reduciren  sich  die  r  linearen  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen: 

*  5i  TT  —     _  5i  TT 

(5)  A^(U)  ^  ^j(u,Uj)  j^  =  ^jw,j{u, . . .  Ur)^^  =  0 

(x  ^  1  •  •  •  r) 

in  den  Veränderlichen  Mj  •  •  •  Wr  auf  ein  (r  —  m)'gliedriges  voll- 
ständiges System,  dessen  Lösungen  die  ausgezeichneten  Func- 
tionen der  Gruppe  u^'  -  -  Ur  sind.*) 

Man  kann  demnach  immer  durch  ausführbare  Operationen  ent- 
scheiden^ wieviele  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen  eine  vor- 
gelegte Functionengruppe  enthält^  dagegen  erfordert  die  Bestimmung 
dieser  ausgezeichneten  Functionen   selbst  im  Allgemeinen  Integration. 

Bemerk enswerth  ist,  dass  eine  Functionengruppe  mit  ungerader 
Gliederzahl  r  stets  mindestens  eine  ausgezeichnete  Function  enthält; 
die  Determinante  D  ist  nämlich  schief^  ist  daher  r  ungerade^  so  ver- 
schwindet sie  stets  identisch  und  die  Gleichungen  (5)  haben  mindestens 
eine  Lösung  gemein. 

Wir  knüpfen  hieran  noch  den 

Satz  6.  Enthält  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  den  Veränder- 
lichen x^  "  '  Xny  Pi  '  "  Pn  r —  1  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen, 
so  liegen  alle  ihre  Functionen  paarweise  in  Involution  und  die  Gruppe 
efithält  nur  ausgezeichnete  Functionen. 

Der  Beweis  ist  sehr  einfach.  Sind  nämlich  f/j  •  •  •  Z7r_i  die 
bewussten  ausgezeichneten  Functionen  und  V  irgend  eine  von  tT^  •  •  • 
Ur—i  unabhängige  Function  der  Gruppe,  so  ist  nach  der  Voraus- 
setzung des  Satzes: 

(t/,C/x)  =  0,    (ü,F)=0 

(.-,  x  =  l...r), 

also  bilden  t/^  •  •  •  ?7r— i,  V  ein  r-gliedriges  Involutionssjstem  und  es 
liegen   wirklich  alle   Functionen  der  Gruppe  paarweise  in  Involution. 

•)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  März  1873. 
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§  50. 

Es  bezeichne  wie  bisher  Wj  •  •  •  Mr  ©ine  r-gliedrige  Functionengruppe 
in  den  Veränderlichen  x^  •  ' '  Xn,  Pi  ' '  '  Pn^  jedoch  wollen  wir  nicht  wie 
bisher  die  Functionen  u^  '  -  •  Ur  selbst  als  bekannt  Voraussetzen,  sondern 
uns  nur  ein  (2«  —  r)-gliedriges  vollständiges  System: 


(7) 


1        ^  ' 


(x  =  1  •  .  .  2n  — r) 


gegeben  denken,  welches  u^  -  -  •  Ur  zu  unabhängigen  Lösungen  hat,  so  dass 
die  Functionengruppe:  ti^  •  '  -  Ur  aus  dem  Inbegriff  aller  Lösungen  des 
vollständigen  Systems  (7)  besteht. 

Zu  der  r-gliedrigen  Functionengruppe:  w^  •  •  •  Ur  gehört,  wie  wir 
wissen,  eine  ganz  bestimmte  (2n  —  r)-gliedrige  Polargruppe:  Vj  •  •  »^2«— n 
welche  aus  dem  Inbegriff  aller  Lösungen  des  r-gliedrigen  vollständigen 
Systems : 

(8)  (ujt;)  =  0,  •  •  •  (urv)  =  0 

besteht.  Bei  den  gemachten  Voraussetzungen  sind  nun  freilich  U|  •  •  •  Ur 
unbekannt;  wir  werden  aber  zeigen,  dass  es  nichtsdestoweniger  stets  mög- 
lich ist,  ohne  Integration  ein  r-gliedriges  vollständiges  System  anzugeben, 
welches  genau  dieselben  Lösungen  besitzt  wie  das  unbekannte  System  (8). 
Unter  Tr^  •  •  •  7t2n  möge  eine  solche  Reihenfolge  der  Veränderlichen: 
Xi  ' ' '  Xn,  Pi  '  '  •  Pn  verstanden  werden,  dass   die   2n  —  r  Gleichungen  (7) 

nach  >j •  •  •  o auflösbar  sind.     Denken  wir  uns  die  betreffende  Auf- 

lösung  ausgeführt  und  die  gefundenen  Werthe  der  genannten  Ableitungen 
von  w  in  (11  v)  eingesetzt,  so   erhalten  wir  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

(9)  («.)  =  B,(v)  .  -^  +  . . .  +  5.(.)  .  -^, 

WO  B^{v)  •  •  •  Br{v)  bekannte  lineare  homogene  Functionen  der  Ableitongen 
von  V  sind. 

Die  Gleichung  (9)  besteht  bei  beliebigem  v  vermöge  der  Gleichungen  (7); 
sie  wird  also  zur  Identität,  wenn  in  ihr  an  Stelle  von  u  eine  Lösung  des 
vollständigen  Systems  (7)  eingesetzt  wird.  Wir  erkennen  somit,  dass  die 
folgenden  r  Identitäten  bestehen: 


(10) 


{UrV)  =  B,(v)~-\ h  Br(v)  •  ^. 


Nun  aber  waren   die  Gleichungen  (7)  nach  -x-   -  ...  ^-  -  auflösbar  und 

es  sind  daher  u^  •  •  •  Ur  nach  Abschn.  I,  Theorem  12,  S.  91  in  Bezog  auf 
die  Veränderlichen  tt^  •  •  •  jt^  von  einander  unabhängig ,  so  dass  die  Deter- 
minante: 
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du^  du. 


2 


+ 


1  -  -r 


—  dn  dn^ 


nicht  identisch  verschwindet.  Folglich  sind  die  Identitäten  (lO)  nach: 
^iCv)  "'Br{v)  auflösbar  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt:  das  System 
der  r  unbekannten  Gleichungen  (8)  ist  äquivalent  mit  dem  Systeme  der  r 
bekannten  Gleichungen: 

(11)  Bi(v)  «0,  . .  •  Br(v)  =  0. 

£s  ist  klar,  dass  die  Gleichungen  (11)  ein  r-gliedriges  vollständiges  System 
von  der  gewünschten  Beschaffenheit  bilden,  dass  also  die  Polargruppe:  r^  •  •  • 
Hm — r  der  Punctionengruppe:  u^  •  -  •  Ur  von  dem  Inbegriffe  aller  Lösungen 
des    vollständigen  Systems  (11)  göbildet  wird. 

Man   kann    die    vorstehenden   Entwickelungen    noch    verallgemeinem, 

ittdein  man  auf  die  Voraussetzung  verzichtet,  dass  r  unabhängige  Lösungen 

"i  •  •  •  i#r  des  (2«  —  r)-gliedrigen  vollständigen  Systems  (7)  eine  r-gliedrige 

l^'unctionengruppe  bestimmen  sollen.    Man  erhält  dann  genau  in  der  vorhin 

auseinandergesetzten  Weise   ein  System  von  r  Gleichungen  (ll),  welches 

ttiiti    dem  Systeme  der  r  unbekannten  Gleichungen  (8)  äquivalent  ist;   nur 

^^T'    Unterschied  gegen  vorhin  tritt  jetzt  ein,   dass   die   r   Gleichungen  (8) 

ön^     ebenso   die  Gleichungen  (ll)  im  Allgemeinen   kein  r-gliedriges   voll- 

6t;2lii^ges  System  bilden,  ja  dass  sie  unter  Umständen  gar  keine  Lösungen 

S'öixiein  haben. 

Wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 

Satz  7.     Ist  in  den  Veränderlichen  x^  -  -  *  Xn^  Pi  -  -  - Pn  ein  (2w  —  tn)- 
^^^ adriges  vollständiges  System: 

^^^^^"^^^^Hegt,  dessen  Lösungeti  unbekannt  sind,  tmd  versteJU  man  unter  M|  •  •  •  w^ 

'*~-^^^^^»^icl  m  unabhängige  Lösungen  di^^es  vollständigen  Systems,  so  kann  man 

*^^*''S'    ohne  Integration  ein  System  von  linear cfi  partiellen  Di/ferentidlgleicJmngen 

Ordnung  angeben,  welches  genau   dieselben  Lösungen  besitzt  wie  das 

4!m  der  unbekannten  Gleichungen: 


V 

f 


\^ 


Kapitel   9. 

ie  kanonischen  Formen  und  die  invarianten  Eigenschaften  der 

Fonctionengruppen. 

Bestimmen  die  r  unabhängigen  Functionen:  «^  •  •  •  Ur  der  Veränder- 
en Xi"Xn,  Pi"Pn  eine  r-gliedrige  Punctionengruppe,  so  besteben 
Nationen  von  der  Gestalt: 


*)  Lie,  Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab,  Bd.  2,  1877. 

Lie,  Theorie  der  Transformatlonsgrupiton.   II.  13 
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(1)  («.«'x)^^,  =  Wi^(u,  •  •  .  Ur) 

(»,  x=  1  .  •  •  r). 

Ersetzt  man  Ui^-Ur  durch  irgend  r  unabhängige  Functionen:  u^--« 
von   t/|  •  •  •  Urj  bringt   man   also  (vgl.   S.  180)   die   Functionengrupp 
Wj  •  •  •  Ur  auf  die  neue  Form:  Ui  •  •  •  Ur,  so  bekommt  man  zwischen  A 
u  ähnliche  Relationen: 

(1')  (U,U^)^  =  tt)/x(Ui--U.) 

(i,  x  =  1  •  .  •  r), 

WO  die  Functionen  auf  der  rechten  Seite  natürlich  im  Allgemein 
andere  sind  als  in  den  Relationen  (1). 

Wir  werden  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  zunächst  die  Relation 
(T)  durch  geeignete  Wahl  der  Functionen  u^  •  •  •  Ur  vereinfachen  u 
werden  zeigen,  dass  sich  die  r-gliedrige  Functionengruppe:  Mj  •  •  • 
auf  eine  gewisse  kanonische  Form:  u^  •  •  •  Ur  bringen  lässt,  für  welc 
jede  der  Functionen  tt),>  in  den  Gleichungen  (1')  einen  der  beid 
Werthe:  0  oder  1  besitzt.  Von  der  kanonischen  Form  ausgehei 
gelangen  wir  leicht  dazu  die  Bedingungen  anzugeben,  unter  welch 
zwei  vorgelegte  r-gliedrige  Functionengruppen  durch  Berührungstrai 
formationen  von  der  Form: 

(2)  e'  =  0  +  £l{x,p),    x/=Xi(x,p),    pl=Pi{x,p) 

in  einander  übergeführt  werden  können;  damit  haben  wir  dann  zugleii 
diejenigen  Eigenschaften  einer  Functionengruppe,  welche  gegenüb 
allen  Berührungstransformationen  von  der  Form  (2)  invariant  bleibe 

§  51. 

Wir  denken  uns  also  in  den  Veränderlichen  x^-  -  '  x^^  Pi'  '  '  1 
eine  r-gliedrige  Functionengruppe:  m^  •  •  •  «r  vorgelegt,  für  welche  d 
Relationen: 

(1)  0'/^*0^;,  =  ?^-'>0'l  ••      Wr) 

(/,  x=l...r) 

bestehen. 

Wären  alle  tVix  identisch  null,  so  wäre  es  nicht  möglich  die  Rj 
lationen  (1)  durch  Einführung  neuer  Functionen  von  Wj  •  •  •  Ur  zu  ve 
einfachen.  Wir  können  uns  daher  auf  den  Fall  beschränken,  das 
nicht  alle  ?/^>  identisch  verschwinden,  dass  also  u^  -  -  Ur  nicht  sämm 
lieh  ausgezeichnete  Functionen  unserer  Functionengruppe  sind. 

Es  sei  demnach  u^  keine  ausgezeichnete  Function  der  Functionei 
gruppe:  w^  •  •  •  Ur.     Dann  verschwindet  der  Ausdruck: 
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dF(u..-u;)         ^  <F 

1  *  1  '^ 

nicht  für  jedes  F  identisch,  es  stellt  somit: 


1 

in  den  Veränderlichen  u^-Ur  eine  lineare  partielle  DiflFerentialgleichung 
dar,  für  deren  Losungen  F{iii  •  •  •  tir)  der  Ausdruck:  (niF)  identisch 
den  Wertn  1  besitzt.     Also  haben  wir  den 

Satz  1.  Ist  tij  l'cine  ausgezeichnete  Function  der  r-gliedrigen 
Functionengmppc  u^  •  •  •  Ur  in  den  Veränderlidien  x^  -  -  -  Xn,  Pi  -  "  Ph, 
so  giebt  es  in  dieser  Gruppe  imfner  Functionen  F(i(i  •  •  •  Wr),  weUhe  die 
Gleichung:  (?<,  F)  =  1  identisch  befriedigen. 

Irgend  eine  derartige  Function  F  denken  wir  uns  bestimmt;  die- 
selbe ist  offenbar  von  u^  unabhängig  und  kann  daher  als  u^  gewählt 
werden,  so  dass  wir  von  jetzt  ab  das  Bestehen  der  Identität: 


i^i^^Xp  =  1 


voraussetzen  können. 


Nunmehr  suchen  wir  alle  Functionen  der  Gruppe:  u^-Ur,  welche 
sowohl  mit  u^  als  mit  u^  in  Involution  liegen,  das  heisst,  wir  suchen 
alle  Functionen  f{Ui  -  -  -  Ur),  welche  den  beiden  linearen  partiellen 
DifiFerentialgleichungen : 


(3) 


(«.a,  =  - 1^  +  «'"WJ"«,  +  •  •  •  +  '^*'(")|(  =  A,in  =  0 


in  den  Veränderlichen  Wj  •  •  •  u,-  identisch  genügen. 

Die  beiden  Gleichungen  (3)  sind  augenscheinlich  von  einander 
unabhängig,  überdies  ergiebt  sich  mit  Benutzung  der  Jacobischen 
Identität: 

=  0, 

folglich  bilden  sie  ein  zweigliedriges  vollständiges  System  in  den  r 
Veränderlichen  u^'-Ur  und  haben  gerade  r — 2  unabhängige  Losungen 
Wi  •  •  •  Wr— 2  gemein. 

Diese  r  —  2  Lösungen  t<i  •  •  •  u'r^^  bestimmen  als  Functionen  von 

13* 
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^1  • '  '  Xn,  Pi  ' ' '  Ph  betrachtet  eine  (r  —  2)-gliedrige  Fuuctiouengruppc 
welche  in  der  Functionengruppe:  k^*  •  •  Ur  als  Untergruppe  enthalte] 
ist.  In  der  That  nach  dem  Paissowschen  Theoreme  (s.  S.  173)  ergieh 
sich,  dass  nicht  blos  tii  •  -  •  Ur—i  sondern  auch  alle  (u/ux)  sowoli 
mit  Ui  als  mit  Mg  ^^  Involution  liegen;  da  nun  jedes  (w/««')  vo 
vornherein  nur  von  u^-'-Ur  abhängt,  so  muss  es  die  beiden  Differential 
gleichungen  (3)  in  den  Veränderlichen  t/i  •  •  •  Ur  befriedigen  und  dahe 
eine  Function  von  u[  •  •  •  Ur-2  allein  sein. 

Endlich  ist  noch  leicht  einzusehen,  dass  die  r  Functionen:  u^^  fi, 
n[ '  •  •  Ur—i  nicht  durch  eine  Relation  verknüpft  sein  können;  wäre 
sie  es  nämlich,  so  müsste  die  betreffende  Relation  nothwendig  t/|  ode 
1^2  enthalten,  sie  liesse  sich  daher  entweder  auf  die  Form: 

oder  auf  die  Form: 

M^  —  ^(Mi,   Mi  •  •  •  Ur-2)  =  0 

bringen,  aber  in  beiden  Fällen  kommt  man  auf  einen  Widerspruc) 
denn  im  ersten  würde  sich  ergeben: 

und  im  zweiten  entsprechend. 

Demnach  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Satz  2.  Ist  tq  ' ' '  Ur  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  den  Va 
änderlichen  aj^  •  •  •  a;„,  Pi  -  -- p»  und  besteht  die  Relation:  (M|Mj)  =  ] 
so  bilden  die  Gleidiungen: 

(«./•)  =  äl-  +  («'«3);^-  +  •  •  •  +  («i«.)g^ = 0 

(«/) /f-  +  («««*3)|f  -I 1-  («8  Mr)  ^  =  0 

in  den  Veränderlichen  u^'-Ur  ein  0iveigliedriges  vollständiges  System  m 
r  —  2  unabMngigen  Losungen:  u[  •  •  •  m^L^.  Diese  Lösungen  bestimme 
als  Functionen  von  x^  -  -  Xn,  Pi'  -  -  Pn  betrachtet  eine  (r  —  2)'gliedru^ 
Unterg^-uppc  der  Fimctionengruppe:  Ui'"Urj  überdies  sind  sie  von  m,,  t 
unabMngig,  es  ist  also:  m^,  u^,  u'i'-'Ur—t  eine  Form  der  r-gliedrigc 
Gruppe:  Mj  •  •  •  Ur. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  kann  man  übrigens  auch  folgende] 
massen  gelangen. 

Es  sei  u^'-Ur  eine  r-gliedrige  Functionengruppe,  für  welche  di 
Relation  («iMg)  =  1  besteht,  v^'"V2n—r  seien  unabhängige  Functionei 
der  zugehörigen  (2w— r)-gliedrigen  Polargruppe.  Dann  sind  m,,  m^ 
Vj  •  •  •  Vs«— r  nicht  durch  eine  Relation   verknüpft;  denn   bestände   ein 
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Relation  von  der  Form:  Wj  =  ;f («ig,  Vj  •  •  •  V2H—r),  so  ergäbe  sich  die 

uu mögliche    Gleichung:    (w^ttg)  =  1  »==  (^ii^)  =  0.      In    Folge    dessen 

bestimmen    die   Functionen:    m^,  Wg,  Vj  •  •  •  v^n—r   eine    (2n  —  r  +  2)- 

g'Iiedrige  Functionengruppe,   deren  Polargruppe  (r  —  2)  -  gliedrig   und 

ofTeiibar  in  der  Functionengruppe:  u^-  -  'Ur  enthalten  ist.     Sind  wi»-« 

ti^ — s  unabhängige  Functionen  dieser  Polargruppe,  so  sieht  man  genau 

wie    oben  ein,  dass  w^,  «g?  ^i  •  •  *  **r— 2   von  einander  unabhängig  sind 

II ud    also  eine  Form  der  r-gliedrigen  Functionengruppe  u^'-Ur  bilden. 

Indem  wir  den  Satz  2  eine  Reihe  von  Malen  hintereinander  an- 
^v enden/ gelangen  wir  leicht  zu  der  auf  S.  194  angekündigten  kanoni- 
.selieii  Form  der  r-gliedrigen  Gruppe:  «^  •  •  •  w^. 

Haben  ur-Ur-i  die  in  dem  Satze  2  auseinandergesetzte  Bedeutung, 
«o     ist: 

Wi,    Wj,   Ui'  "  Ur-2 

®**^^     neue  Form  der  r-gliedrigen  Functionengruppe:  Wj  •  •  •  Wr  und  zwar 
*^*^*^t.^hen  die  Relationen: 

(u^u^)  =  1,    (tijw/)  =  (ujjti/)  =  0 

(x  =  l...r  — 2), 

^^^l^ÄTend:  Wi-«t4^2  ihrerseits  eine  (r  —  2)-gliedrige  Functionengruppe 


Die   Functionengruppe   i«i  •  •  •  11^—2   behandeln   wir  nun   genau   so 

*^       oben  die  ursprüngliche  Gruppe:  Wi  •  •  •  Wr.     Also:  wenn  «i-  -«r— 2 

^*^^^    (r — '2)-gliedriges  Involutionssystem  bilden,  so  wählen  wir  irgend 

**^^^    nicht  ausgezeichnete  Function  der  Gruppe:  tii  •  •  •  «r_-2  aus  —  sie 

^^-^^g^e  M3  genannt  werden  — ,  wir  bestimmen  irgend  eine  Function  « 

^^^^^      «1  •  •  •  Ur—i,  welche  zu  Wg  in  der  Beziehung:  {u^u^)^^l  steht,  end- 

^*^     suchen  wir  r — 4  unabhängige  Functionen  «1  •••«rl-i  der  «',  welche 

^J^^'^^ohl   mit  u.^  als   mit   ti^   in    Involution   liegen.     Dann   bestimmen: 

.  ^    '^    ^'UrL-i  ihrerseits  eine  (r  —  4)-gliedrige  Functionengruppe,  zugleich 

/•  ^     t<3,  U4,  Ui  - '  '  UjLji  eine  neue  Form  der  (r  —  2)-gliedrigen  Gruppe: 


4    • 


^     *    •  •  UjL-a  und  endlich  ist: 


//  // 


Wl,   ^27   *<3»    W47   Wl  •  •  •  W#-4 


«  neue  Form  der  r-gliedrigen  Gruppe:  Mj  •••Mr. 

Bilden:  u'i  -  •    Ur—A  kein  Involutionssystem,  so  können  wir  die  von 

*^^eu  Äestimmtu  Gruppe  wieder  so  behandeln,  wie  soeben  die  Gruppe: 

^*x  •    •  Wr— 2    und    so    weiter.     In    dieser   Weise    fahren    wir    fort   und 

^^langen  schliesslich  zu  einem  (r — 2w)-gliedrigen  Involutionssysteme: 

^c^*) . .  .  mJ^jj^^,   was  übrigens  nach  Satz  3,  S.  185  nicht  eher  eintreten 

^ann,  als  bis  r  —  2w  ^  n  ist. 
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Diese  Ergebnisse  sprechen  wir  foIgeDdermassen  aus: 

Satz  3.  Eine  r-gliedrige  Fundiotiefigruppe:  Wj  •  •  •  Ur  in  den  Ver- 
änderlichen: x^ ' '  '  Xn,  Pi  - ' ' Pn  lässt  sich  stcts  auf  eine  soldie  Form: 

Pl,    Xj,    Pg,    Xg,    •  •  •    Pm,    X,n,    X,„^i    •  •  •    A„j_|_^ 

bringen^  dass  jedes  (P»  X,)  defi  Wcrth  1  besitzt,  wiüiretid  alle  Übrigen 
Ausdrücke:  (PiPx),  (P,Xx),  (X,Xx)  identisch  verschwifiden. 

Die  in  diesem  Satze  angegebene  Form  ist  es,  welche  wir  als 
eine  ianonisdie  Form  der  betreffenden  Functionengruppe  bezeichnen. 
Gruppen,  die  in  kanouisclier  Form  gegeben  sind,  nennen  wir  wohl 
auch  der  Kürze  halber  kanonisdie  Gruppen. 

Aus  den  Entwickelungen,  welche  zu  der  kanonischen  Form  geführt 
haben,  geht  hervor,  dass  die  einzelnen  Functionen  P  und  X  in  der 
kanonischen  Form  einer  vorgelegten  Functionengruppe  keineswegs  voll- 
ständig bestimmt  sind,  dass  also  eine  jede  Functionengruppe  in  un- 
endlich vielen  Weisen  auf  eine  kanonische  Form  gebracht  werden 
kann.  Es  wird  sich  indess  bald  zeigen,  dass  zu  allen  kanonischen 
Formen,  die  eine  Functionengruppe  erhalten  kann,  dieselben  Werthe 
der  Zahlen  q  und  m  gehören. 

Liegt  eine  Functionengruppe  in  kanonischer  Form: 

Pi  •  •  •  P,rt,  X^  •  •  •  X„,_|^ 

vor,  so  lassen  sich  ihre  ausgezeichneten  Functionen  sofort  angeben. 

Ist  nämlich:  n{P^  •  •  •  P,«,  X^  •  •  •  X„^  irgend  eine  Function  der 
Gruppe,  so  bestehen  die  Relationen: 

(P,-77)  =  1^-,  (X./7)  =  -  1-^^       (.  =  !....) 

(X,«+i/7)  =  . . .  =  (X,„4^7I)  =  0. 

Soll  daher  77  eine  atisgezeielmete  Function  sein,  so  darf  es  X^  •  •  •  X«, 
Pi  '  •  '  Pm  niclit  enthalten,  sondern  darf  nur  von  X,„^-i  •  •  •  X^^  ab- 
hängen. Andererseits  ist  aber  jede  Function  von  Xm-^-i  •  •  •  X,„4^  eine 
ausgezeichnete  Function  der  Gruppe,  welche  somit  gerade  q  unabhängige 
ausgezeichnete  Functionen  entMlL 

Hieraus  folgt  nun  zunächst,  dass  zu  aUen  kanofiiscfien  Farmen 
P^  ' ' '  Pjn,  Xi  •  •  •  Xrn  ' ' '  X^-fy  ciuer  bestimmten  Fuficiionetigruppe  die- 
selben  WerÜic  der  Zahlen  q  uml  m  gehören. 

Uusre  Gruppe  ist  {2  m  -j-  g)-gliedrig  und  ausgezeichnete  Functionen 
entliält  sie,  wie  wir  eben  gesehen,  gerade  q  von  einander  unabhängige, 
also  können  wir  schliessen:  die  Differenz  zwischen  der  Gliederzahl  einer 
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FuDctioneugruppe  und  der  Anzahl  ihrer  unabhängigen  ausgezeichneten 
Functionen  ist  stets  eine  gerade  Zahl. 

Eine  (2s  +  l)-gliedrige  Functionengruppe  enthält  daher  stets  eine 
ungerade^  eine  25-gliedrige  stets  eine  gerade  Anzahl  von  unabhängigen 
ausgezeichneten  Functionen. 

Ist  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  der  nichtkanonischen 
Form:  Wj  •  •  •  Ur  gegeben,  so  lässt-sich  nach  S.  191  die  Anzahl  q  ihrer 
unabhängigen  ausgezeichneten  Functionen  ohne  Integration  finden;  die 
Zahl  r  —  q  ist  dann  nach  dem  Obigen  gerade,  etwa  gleich  2m,  man 
kann  daher  von  vornherein  sagen,  dass  jede  kanonische  Form  der 
(iruppe  die  Gestalt: 

-^^IJ    -^i;    -^^2»    ^2)    '  *  *    -^"if    ^«o    ^/«-fl  *  *  •  Xin-\-q 
(P,P.)   =  (P,A\)=(X,X.)£^0      (.MX),      (P,X,):~1 

besitzen  muss.  Die  wirkliche  Aufstellung  einer  solchen  kanonischen 
Form,  also  die  Bestimmung  eines  derartigen  Functionensjstems : 
P,  •  •  •  F,„,  Xi  '  '  '  Xtn-\-ij  erfordert  aber  im  Allgemeinen  Integration. 

Denken  wir  uns  jetzt  überhaupt  2m  +  q  solche  Functionen: 

Pl  •  •  •  Pnif   Xj  •  •  •  X»,4^ 

der  Veränderlichen  Xi  -  -  •  Xn,  2h  ' ' '  Pn  vorgelegt,  welche  in  den  kano- 
nischen Beziehungen: 

(P,Px)  =  (P.  Xx)  =  (A'.Xx)  =  0   (.  *  .),   (-P.X.)  =  1 
stehen. 

Wären   diese  2m  +  q  Functionen  durch  eine  Relation   verknüpft, 

in   welcher  eine  der  2m  Functionen:    P^  •  •  •  P,,,,   X^  •  •  •  X,,,    etwa  Pj 

vorkäme,  so  wäre: 

P,EH0(P,...7^„„  X,  ...X„,^) 
und  es  würde  folgen: 

(PiXO-=i-.(a>xo  -0. 

Das  ist  ein  Widerspruch,  also  kann  eine  Relation  zwischen  den 
Functionen  Pj  •  •  •  X,n-{-q  höchstens  die  Functionen  X^^-i  •  •  •  X„,4^  ent- 
halten.    Damit  haben  wir  den 

Satz  4.  Sielwn  die  2  m  -{-  q  Functionen  P^-  -  -  Pm,  Xj  •  •  •  X^-h 
der   Veränderliclien  x^  -  » -  Xn,  Pi  -  -  'Pn  *w  den  kanotiischefi  Bezieimngefn: 

(P,P.)  =  (P,X.)  =  (X,X,)  =  0    (.  +  x).     (P,X,)=1, 

so  sind  sie  stets  dann,  aber  auef^  nur  dann  von  einander  unahMngig, 
wenn  die  q  Ftuictionen  X,n-\.i  •  •  •  X„t^  es  sind]  ist  diese  Bedingung 
erfüllt,  so  bestimmen  P^-  -  -  P,n,  Xj  •  •  •  X„,4^  eine  (2  m  +  q)'gli€drige 
Functionengruppe,  welche  bereits  die  kanofiische  Form  besitzt. 
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Die  bisherigen  Ergebnisse  des  gegenwärtigen  Paragraphen  fassen 
wir  jetzt  noch  einmal  kurz  zusammen: 

Theorem  23.    Eine  jede  Functionengruppe  in  den  Verändere 
liehen  x^-  •  -  Xn,  Pi-  -  -pn  kann  die  kanonische  Form: 

erhalten,  wo  die  P  und  X  durch  die  Relationen: 

(P,X,)  =  1,  {PiP,)  =  (P,X,)  =  (X,X,)  =  0 

verknüpft  sind;  hier  ist  2m  +  q  die  Glieder  zahl  der  Functionen- 
gruppe und  q  die  Zahl  der  unabhängigen  ausgezeichneten 
Functionen,  die  Differenz  zwischen  diesen  beiden  Zahlen  ist 
daher  immer  eine  gerade  Zahl;  endlich  sind  X„,+i  •  •  •  Xm-h?  w- 
abhängige  ausgezeichnete  Functionen  der  Gruppe  und  die  all- 
gemeinste ausgezeichnete  Function  ist  eine  willkürliche  Function 
von  Xto+i  •  •  •  Xto-h.*) 

Wir  schalten  hier  noch  eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  2,  S.  196  ein. 

Es  sei: 

«*!•••  Wm,    Um^i  -  •  -  Ur 

eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  den  Veränderlichen  jri--jr„,  Pi"'Ph> 
ferner  sei  u^  -  -  *  m,«  eine  m-gliedrige  Untergruppe,  aber  eine  solche,  welche 
keine  ausgezeichnete  Function  enthält,  so  dass  die  Determinante: 


^  =  ^    +  (WiMi)  •  •  •  (M»|i«,/i) 


nicht  identisch  verschwindet.  Bildet  man  nun,  indem  man  unter  U  eine 
Function  von  W|  •  •  •  tir  versteht,  die  m  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen: 

{u,  U)  =  (.,  t,  J  1-^  +  .  .  .  +  (.,  .,)  ^  =  0 


{tlmTJ)  =  {UmU^)  ^  H h  {u„,Ur)  ^=^ 

in  den  Veränderlichen  m^  •  •  •  Ur^  so  erkennt  man  leicht,  dass  diese  Glei- 
chungen von  einander  unabhängig  sind  und  ein  m-gliedriges  vollständiges 
System  mit  gerade  r  —  m  unabhängigen  Lösungen:  u^  •  •  •  Vir^m  bilden. 
Diese  Lösungen:  Uj  •  •  •  Ur— im  bestimmen  offenbar  eine  (r  —  m)-gliedrige 
Functionengruppe,  welche  ebenfalls  in  der  r-gliedrigen:  u^  -  - '  Ur  als  Unter- 
gruppe enthalten  ist;  sie  sind  andererseits  von  u^  ,  '  -  Um  unabhängig,  denn 
bestände  zwischen  Mj  •  •  •  ?!„,,  Uj  •  •  •  U/w.,«  eine  Relation,  so  müsste  dieselbe 
nach  einer  der  Functionen  u^  "  •  u,n^  etwa  nach  u^  auflösbar  sein,  es 
wäre  also: 


*)  Liü,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  März  1873. 
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Ui   —    W(U^  '  •  •  U,„,    Ui  •  •  •  Ur-m)  ^  0  ; 

hieraus  aber  ergäben  sich  m  Identitäten  von  der  Form: 

(Mi^h)  —  ^IT  (*^  "^)  ~" dT  (^•*'^)  =  ^ 

welche  nicht  bestehen  können,  da  die  Determinante  J  von  Null  ver- 
schieden ist. 

Satz  5.  Etitliält  die  r-glicdrigc  Funcfionengruppc:  u^  -  » •  Ur  in  den 
Veränderlichen  x^  -  -  -  Xn,  Pi  -  *  - Pn  eine  m-gliedrige  Untergruppe:  w,  •  •  •  «m, 
welche  keine  ausgeseiehneie  Function  besitzt,  so  enthält  sie  gerade  r  —  m  un- 
abhängige Functionen:  Uj  •  •  •  Ur—m*  tcclche  mit  allen  m  Functionen  Mj  •  •  •  u«, 
in  Involution  liegen^  diese  Functionen:  Uj  •  •  •  VLr—m  bestimmen  Uirerseits 
eine  (r  —  m)-gliedrige  Untergruppe  der  r-gliedrigcn  und  sind  überdies  von 
1*1  •  •  •  W//i  unabhäwjig^  so  dass:  «^  •  •  •  u,«,  u^  •  •  •  Ur— «»  eine  Form  der  Gruppe: 
t<i  •  •  •  Ur  ist. 

Der  Satz  2,  S.  196  ist  ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes,  er  wird 
erhalten,  wenn  man  die  beiden  Voraussetzungen:  m  =  2  und:  (u^u^)  =  1 
hinzufügt. 

§  52. 

Hat  man  in  den  Veränderlichen  x^  -  » *Xn,  Pi  -  -  - Pn  eine  kano- 
nische Functiouengruppe,  deren  Gliederzahl  kleiner  ist  als  2m,  so 
kann  man  immer  grössere  kanonische  Gruppen  angeben,  welche  die 
betre£Pende  Gruppe  umfassen,  insbesondere  kann  man  immer  eine 
2n-gliedrige  Gruppe  von  dieser  Beschaffenheit  finden. 

Es  sei  zunächst: 
(A)  Pi  ' ' '  Pm,  X|  •  •  •  X„i^ 

eine  (2w  +  <2')-gliedrige  kanonische  Gruppe  mit  </ >  0  unabhängigen 
ausgezeichneten  Functionen.  Wir  lassen  eine  der  q  ausgezeichneten 
Functionen  X^^i  •  •  •  Xm^  wog,  etwa  X^j^-i  und  bekommen  so  die 
Gruppe: 

(B)  Pl  '  '  '  Pm,   Xi  •  •  •  Xm,    Xot+2  •  •  •  Xfft^ . 

Die  Polargruppe  dieser  letzteren  enthält  Xm+i  und  kann  daher  auf 
die  Form: 

(C)  Xm+U    U,,    U,'' 

gebracht  werden.  Da  nun  Xm+i  der  Gruppe  (B)  nicht  angehört,  ist 
es  keine  ausgezeichnete  Function  der  Gruppe  (C),  es  giebt  also  (vgl. 
Satz  1,  S.  195)  in  der  Gruppe  (C)  sicher  eine  Function  P,«^-i,  welche 
die  Gleichung:  (Pw-fi  X^+i)  =  1  erfüllt.  Da  dieses  i  w+i  löit  allen 
Functionen  der  Gruppe  (B)  in  Involution  liegt,  so  befriedigen  die 
2m  +  g  +  1  Functionen: 

(D)  ^1  •  •  •  Pm+l,    Xj  •  •  •  Xrn^ 


202  Kapitel  9,  §  62. 

die  kanonischen  Relationen  und  »ind  nach  Satz  4,  S.  199  von  einander 
unabhängig^  weil  X,n^i  •  •  •  X,n^f  von  einander  unabhängig  sind.  Folg- 
lich bestimmen  die  Functionen  (D)  eine  {^m -{- q -\'  l)'g\iedri^e 
Gruppe,  welche  die  ursprüngliche  Gruppe  (Ä)  umfasst  und  ebenfalls 
bereits  in  kanonischer  Form  vorliegt. 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  eben  gemachten  UeberleguDgen 
erhalten  wir  zuletzt  eine  kanonische  Gruppe  von  der  Gestalt: 

also  eine  Gruppe  ohne  ausgezeichnete  Functionen.  Ist  daher  in  den 
Veränderlichen  Xj  •  •  •  a;«,  p^  •  -  •  p^  eine  kanonische  Gruppe  mit  aus- 
gezeichneten Functionen  vorgelegt,  so  lässt  sich  immer  eine  kanonische 
Gruppe  ohne  ausgezeichnete  Functionen  augeben,  in  welcher  die  vor- 
gelegte Gruppe  als  Untergruppe  enthalten  ist. 

Demnach    können  wir    uns   nunmehr   auf  den  Fall    beschränken, 
dass  eine  kanonische  Gruppe  ohne  ausgezeichnete  Functionen,  etwa  die 
2m-gliedrige: 
(E)  -^1  *  •  •  -^w;  X,  •  •  •  Xui 

vorgelegt  ist,  und  können  grössere  kanonische  Gruppen  suchen,  welche 
diese  2m-gliedrige  umfassen. 

Eine  {2m  +  l)-gliedrige  Gruppe  dieser  Art  und  zwar  eine  mit 
einer  ausgezeichneten  Function  erhalten  wir,  wenn  wir  zu  der  vor- 
gelegten eine  beliebige  Function  Xm^i  ihrer  Polargruppe  hinzufügen. 
Aus  dieser  (2m  +  l)-gliedrigeu  Gruppe: 

können  wir  in  der  oben  auseinandergesetzten  Weise  durch  Hinzufügung 
einer  Function  P,„-(.i  eine  (2m  +  2)-gliedrige  kanonische  Gruppe: 

1\  '  '  '  -Pwi+l;    Xj  •  •  •  Xot4-1 

herstellen,  welche  keine  ausgezeichnete  Function  enthält.  Indem  wir 
dieses  Verfahren  mehrmals  hintereinander  anwenden,  bekommen  wir 
schliesslich  eine  2n-gliedrige  kanonische  Gruppe  von  der  gewünschten 
Beschafifenheit.  Zu  einer  solchen  gelangt  man  übrigens  am  schnellsten, 
indem  man  zu  der  vorgelegten  Gruppe  (E)  gleich  ihre  ganze  2(n  —  m)- 
gliedrige  Polargruppe  in  kanonischer  Form: 

■Pf/i-fl   '  '  '  Pnf    X„^i  -  '  '  Xn 

hinzunimmt.     Die  2n- gliedrige  kanonische  Gruppe  lautet  dann: 

Pl'  '  '  Pn)    X,   •  •  •   Xn  . 

Also  haben  wir  den 
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Satz  6.     Ist  Pi  •  •  •  Pw,  Ä\  •  •  •  X„44^  eine  {2  m  +  q)'gliedrlge  Jcmto- 
nische  FunctiotietignqyiHi  in  den  2n  Veränderlichen:  ^i  -  -  -  x^,  p^-  -  -  p^, 
so  ffiebt  es  immer  solche  weitere  Functionen:  P^^-i  •  •  •  P«,  Xn+^+i  •  •  •  X„, 
dassc 

F^   '  '  '  Fny    Xi  •  •  •  X« 

ein^    ^n-gliedrige  kanonisclie  Functione^ujrnppe  bestimpuen. 

Die  in  diesem  Satze  defiuirten  Functionen:   P^  -  -  •  Pn,  X^  •  •  •  X„ 
stehen  in  den  kanonischen  Beziehungen: 

(P.X,)  =  1,  {PiP,)  =  (P.X.)  =  (XiXx)  =  0 

(i,  x=  1     ■  .  n), 

PS     giebt  daher  nach  Theorem  13,  »S.  130  eine  solche  Function  £1  von 
^±    '  '  '  i^Hf  Pi'  •  •  Ph)  dass  die  Gleichungen : 

0'  =  z  +  £l(x,  p),  x!  =  X,(ir,  p)^  p/  =  Pi{x,  p) 

(i  =  1  •  •  •  r) 

^ii3e    Berührungstransformation  bestimmen. 

Aus  dieser  Bemerkung  werden  wir  sogleich  Nutzen  ziehen;  mit 
^^n  letzten  Sätzen  verbunden  erledigt  sie  nämlich  das  Hauptproblem 
^^^5*  der  Theorie  der  Functioneugruppen,  sie  erlaubt  zu  entscheiden, 
^»-»t.^r  welchen  Bedingungen  zwei  r-gliedrige  Functionengruppen  durch 
tihrungstransformationen  von  der  Form  (2)  in  einander  übergeführt 
en  können. 

Wir  denken   uns   also   zwei   r-gliedrige  Functionengruppen   vor- 
lagt, die  eine:  Wj  •  •  •  Ur  in  den  Veränderlichen:  x^-    -  x^y  Pi'-'Pn 
cl  die  andere:  w^  •  -  -  Wr  in  den  Veränderlichen:  yi  •  •  •  y«,  Qi  '  '  '  Qn 
wir  fragen  nach  den  Kriterien  dafür,  ob  es  eine  Berührungstrans- 
vnation  von  der  Form: 

ä  =  ^  +  ^(^,  P)y  Vi  ==  ^«(^,  P)y   Qi  =  M^f  P) 

(1  =s  1  ■  •  •  n) 

l)t,  welche  die  Gruppe:  u^  -  -  '  Ur  in  die  Gruppe:  w^  '    -  tOr  überführt, 
ass  also  die  r  Functionen  u^  '  •  -  Ur   der  Veränderlichen  x,  p  bei 
sführung  der  betre£Penden  Berührungstransformation  in  solche  Func- 
^en  der  y,  q  übergehen,   welche   sich    durch  w^*  -  -  u)r  allein  ans- 
acken lassen. 

Soll  es  eine  Berührungstransformation  (4)  geben,  welche  die  ver- 

^^^gte    Ueberführung    leistet,    so    ist    nothwendig,    dass    die    beiden 

^>nctionengruppen   u^  -  -  -  Ur   und   w^  '  •  *  Wr   gleichviele    unabhängige 

^  V^ggezeichnete  Functionen    enthalten.     Diese   noth wendige  Bedingung 

aber  zugleich  hinreichend. 

In  der  That,  jede  der  beiden  Gruppen  möge  gerade  q  unabhängige 
\isgezeichnete  Functionen  enthalten,  dann  lässt  sich  die  Gruppe  u^  •  •  •  u^ 
^^  eine  kanonische  Form: 
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Pj  •  •  •  P„„  Xj  •  •  •  X«-H       (am4-^  =  r) 
briugen  und  die  Gruppe  w^  -  -  -  Wr  ihrerseits  auf  eine  kanonische  Form: 

Auf  Grund  des  Satzes  6,  S.  203  lassen  sich  ferner  solche  Functionen 
P,  X  von  den  x,  p  und  Q,    Y  von  den  y,  (j  bestimmen,   dass  auch: 

Pi    ..P«,  X,.    .X,     und     Q,-'Q,,  1\'"Y„ 

kanonische  Gruppen  sind.  Endlich  kann  mau  eine  solche  Function  £1 
von  den  x,  p  und  eine  solche  Function  0  von  den  y,  q  finden,  dass 
sowohl  die  Gleichungen: 

s'  =  z  +  £l(x,  p),  xl  =  Xi{x,  p),  pl  =  Pi{x,  p) 

(« =  1  •  • . ») 
als  die  Gleichungen: 

i'  =  ä  +  0(y,  q),  y!  =  Yiiy,  q),  q/  =  Qi{y,  q) 

(i  =  1  •  •  • «) 

eine  Berührungstransformation  darstellen.  Dann  aber  bestimmen  nach 
Seite  132  auch  die  Gleichungen: 

ä  +  0(y,  q)  =  z  +  £l(x,  i>),   Yi{y,  q)  =  Xi{x,  p),  Qi{y,  q)  =  P,(a:,  p) 

(i  =  1  •  •  •  ra) 

eine  Berührungstransformation  und  zwar  eine,  welche  nach  den  J,  j/,  q 
aufgelöst  die  Form  (4)  erhält.  Diese  Berührungstransformation  führt 
Pl  •  •  •  P„„  Xj  •  •  •  X„,+,  in  bezüglich  Qi  •  -  Q,uj  ^i  •  •  •  Y,n-^  über  und 
verwandelt  demnach  die  Functionengruppe:  «j  •  •  •  Ur  in  die  Gruppe: 
Vi  •  •  •  tv.     Damit  ist  unsere  Behauptung  bewiesen  und  wir  haben  das 

Theorem  24.  Eine  r-ylicdrige  Functionengruppe  in  den  Ver- 
änderlichen Xi'''Xnf  Pi'Ph  Uisst  sich  dann  und  nur  dann 
durch  eine  Berührungstransformation  von  der  Form: 

z'  =  ß  +  £l{x,  p),  xl  =  Xi{x^  p),  pl  =  P.(a;,  p) 

(i  =  1 . . . «) 

in  eine  andere  r-gliedrige  Gruppe  in  den  x,  p  überführen,  wenn 
beide  Functionengruppen  gleichviele  unabhängige  ausgezeich- 
nete Functionen  enthalten.*) 

Hieraus  folgt  sogleich  noch  das 

Theorem  25.  Eine  Functionengruppe  in  den  Veränderlichen 
x^'-'Xn,  Pi'-'Pn  besitzt  nur  ztvei  Eigenschaften*) j  welche  bei 
allen  Berührungstransformationen  von  der  Gestalt: 


•)  Lio,    Verhandlungen    der  Ges.  d.  W.    zu  Christiania,    Decbr.   1872    und 
März  1873;  Math.  Ann.  Bd.  VIll. 
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(2)  z'  =  e  +  £l{x,  p),  x{  =  Xiix,  p),  p/  =  P,(a;,  p) 

(i  s=  1  •  •  •  n) 

erhalten  bleiben,  die  erste  Eigenschaft  ist  ihre  Gliederzahl,  die 
zweite  die  Zahl  der  unabhängigen  ausgezeichneten  Functionen, 
ivelche  die  Gruppe  enthält. 

Wir  wollen  zwei  r-gliedrige  Functionengruppen  in  den  Veränder- 
lichen x^  '"Xn,Pi'"Pn  stets  dann  zu  demselben  Typus  von  Functionen- 
gruppen rechnen,  wenn  die  eine  durch  eine  Berührungstransformatiou 
von  der  Gestalt  (2)  in  die  andere  übergeführt  werden  kann;  dagegen 
rechnen  wir  sie  zu  verschiedenen  Typen,  wenn  eine  solche  Ueber- 
führung  nicht  möglich  ist.  Nach  dieser  Definition  erhalten  wir  den 
Inbegriif  aller  r-gliedrigen  Functionengruppen,  welche  ein  und  dem- 
selben Typus  angehören,  wenn  wir  auf  eine  Gruppe  des  betreffenden 
Typus  alle  Berührungstransformationen  von   der  Form  (2)  ausführen. 

Es  erhebt  sich  nun  die  Frage:  Wie  viele  verschiedene  Typen  von 
r-gliedrigen  Functionengruppen  giebt  es  in  den  Veränderlichen:  rrj  •  •  a;«, 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  lässt  sich  auf  Grund  des  Theorems  24 
sofort  geben.  Zwei  r-gliedrige  Functionengruppen  gehören  nämlich 
offenbar  dann  und  nur  dann  zu  demselben  Typus,  wenn  sie  beide 
gleich  viele,  etwa  q  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen  enthalten, 
es  giebt  in  Folge  dessen  soviele  verschiedene  Typen  von  r-gliedrigen 
Functionengruppen,  als  die  Zahl  q  verschiedene  Werthe  haben  kann. 
Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  (/  <  r  und  <  n  sein  muss,  und  dass  r  —  q 
stets  eine  gerade  Zahl  ist  Man  sieht  also,  dass  die  Zahl  der  be- 
treffenden Typen  endlich  und  <C  r  ist  Da  die  Zahl  r  selbst  nicht 
grösser  als  2n  sein  kann,  so  erhellt  zugleich,  dass  es  überhaupt  in 
den  Veränderlichen  x^  -  •  Xn,  Pi  -  '  'Pn  blos  eine  endliche  Anzahl  Typen 
von  Functionengruppen  giebt. 

Ist:  Wi  •  •  •  «r  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  mit  der  kano- 
nischen Form: 

und  sind  Pm-\-i  ' ' '  Pn,  X„,-|.^i  •  •  •  X^,  solche  Functionen,  dass:  P^"»  Pn, 
Xi  •  •  •  Xn  eine  2n-gliedrige  kanonische  Functionengruppe  bestimmen, 
so  ist  es  oft  empfehlenswerth  durch  eine  Berührungstransformation 
von  der  Form: 

z'  =.  z  +  Sl{x,  p),  x/  =  Xi(x,  /)),  p/  =  Pi{x,  p) 

(1  =  1...») 

die  P,  X  an  Stelle  der|7,  x  als  neue  Veränderliche  einzuführen.  Wir 
nennen  diese  neuen  Veränderlichen  Jcanonisclie  Veränderliche, 
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Wir  sahen  auf  S.  198,  dass  jede  r-gliedrige  Functionengnippe: 
Hy  ' ' '  Hr  in  r^  "  '  Xny  Pi  ' ' ' Pm  iH  uneDdlicfa  vielen  Weisen  auf  eine 
kanonische  Form  gr^bracht  werden  kann. 

Es  seien: 

und: 

zwei  Terschiedene  kanonische  Formen  derselben  r-gliedrigen  Functionen- 
gnippe: N,  '  •  •  Nr  und  zwar  sei  die  erste  Form  in  den  Veiunderlicben : 
j", --x,,  j>, — j).  geschrieben,  die  zweite  in  x,' •  •  •  x,\  Pi'''Pm'' 
Erinnern  wir  uns  nun  der  Entwickelungen ,  welche  wir  beim  Beweise 
des  Theorems  24.  S.  20i  benutzt  haben,  so  sehen  wir,  dass  es  eine 
BerGhruugstransformation  Ton  der  Form: 

r'  =  r  +  i^v-r,  pK  xi  =  Yi  X,  |>\  p'  =  iT.tx,  jh 

,.  =  1--   «^ 

giebt«  welche  jedes  P,  in  das  entsprechende  $,  und  jedes  X,  in  das 
entsprechende  il:«  überf&hrt;  bei  dieser  Beruhrungstransformation  geht 
offenbar  jede  Function  Ton  H^-ti.  wieder  in  eine  Function  tou  u^'-Mr 
über,  mit  andern  Worten:  die  Fnnclionengruppe  geht  in  sich  selbst 
über.     Also: 

5inf|i|y:  M^  •  *  N^  im  lim  VnufhitHici^t»  Xj  •  •  •  x,,  j^  — j».  n.-nHrtrf-  so 
^fiM  fs  twwrr  rim^  Bniikntmff>im9i!!{\Tmmat4*.m  rem  der  G*:f4alt  .  2  ,  nriche 
%w  Gmppr:  m^  -  •  •  m.  immriamt  lä^  NJh/  die  eine  iamomistk  Form  im 
die  amtiere  Oberfmkrt 

Zum  Schlnsä«  i&Ti^  civb  der  Sa;?  aaun^ftlLn  we;^«^: 

Sltl  7.      Ulli    «MM    «•    iien     V^r^imp^'^im    r.  •■•r,.    /j-    -/.,    rime 

IVc    Beweis,     weki-er     keiiH^rl^fi     S<Lw>rijk*::cii     i*ri-i*:«.     unter- 
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Erledigung  eines  allgemeinen  Transformationsproblems. 

Wir  kehren  zur  Behandlung  des  allgemeinen  Problems  zurück, 
l)ei  dessen  Inangriffnahme  wir  seinerzeit  (Kap.  8;  S.  178  ff.)  auf  den 
Begriff  „Functionengruppe*^  geführt  wurden.  Jetzt,  wo  wir  die  Theorie 
der  Functionengruppeu  entwickelt  haben,  wird  uns  die  Erledigung  des 
Problems  ohne  Schwierigkeit  gelingen. 

Das  Problem,  um  welches  es  sich  handelt,  kann  folgendermassen 
ausgesprochen  werden: 

In  den  Veränderlichen  Xi  -  •  -  Xn,  Pi  -  -  -  Pn  sind  r  Functionen 
ü,  •  •  •  Ur  vorgelegt  und  in  den  Veränderlichen  t/i  •  •  •  J/n,  Qi  '  ' '  Qn  f 
Functionen:  Fj  •  •  •  Vr,  es  soll  angegeben  werden,  unter  welchen  Be- 
dingungen eine  Berührungstransformation  von  der  Gestalt: 

(0  ä  =  ^  +  ^i^y  P)y  Vi  =  n,{x,  p),  qi  =  Ki{x,  p) 

(i  =  1  •  •  • ») 

existiert,  welche   U^  -  -  *  Ur  bezüglich  in   V^  -  • '  Vr  überführt. 

Zunächst  werden  wir  dieses  Problem  für  einen  besonderen  Fall 
erledigen,  sodann  aber  in  voller  Allgemeinheit. 

§  53. 

Der  besondere  Fall,  auf  dessen  Betrachtung  wir  uns  vorerst  be- 
sichränken,  ist  der,  dass  die  Functionen  f/,  •  •  •  f/^  von  einander  unab- 
hängig sind  und  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 

C2)  {Uilh)  =  £lu{U,  '  "  Ur) 

(,• ,  X  =  1  .  •  .  r) 

5=^tehen,  mit  andern  Worten:   f/^  ••  •  Ur  sollen  eine  r-gliedrige  Function^^n- 
^uppe  bestimmen. 

Soll  es  nun  unter  diesen  Voraussetzungen  eine  Berührungs- 
^ransformation  (1)  geben,  welche  f/j  •  •  Ur  in  bezüglich  F,  •  •  •  F, 
fiberführt,  so  müssen  Vi  -  -  -  Vr  natürlich  vor  allen  Dingen  ebenfalls 
von  einander  unabhängig  sein.  Ferner  haben  wir  früher  (Kap.  8, 
S.  182)  gesehen,  dass  die  Gleichungen  (2)  bei  jeder  Berührungstrans- 
formation (1),  welche  U^-  •  -  Ur  in  F^  •  •  •  Vr  überRihrt,  die  folgende 
Gestalt  annehmen: 
(2')  (^<F«)^,  =  Ä<x(F....F.) 

Mithin  ergiebt  sich,    dass   die   r   unabhängigen  Functionen    V^-  -  Vr 
ihrerseits  auch  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  bestimmen   müssen, 
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und  zwar  derart^   dass  jedes  {ViVx)      sich  geradeso  durch    F^  •  •  •  F 
ausdrückt  wie  (UiUx)      durch  U^  -  --  Ur. 

Damit  sind  gewisse  Bedingungen  gefunden^  welche  für  die  Existen 
einer  Berührungstransformation  (1)  von  der  verlangten  Beschaffenhe 
nothwendig  sind;  wir  werden  zeigen,  dass  diese  nothwendigen  6( 
dingungen  zugleich  hinreichend  sind. 

Die  beiden  Functionensysteme:  f/j  •  •  •  Ur  und  V^-  *  *  Yr  möge 
die  angegebenen  Bedingungen  erfüllen,  das  heisst,  es  mögen  sowol 
f/j  •  •  C/r,  als  V^'  * '  Vr  von  einander  unabhängig  sein  und  es  möge 
mit  den  Relationen  (2)  zugleich  die  Relationen  (2')  bestehen. 

Nach  den  Regeln  des  vorigen  Kapitels  können  wir  die  Gruppe 
l\  ' '  '  Ur  auf  eine  kanonische  Form: 

bringen.     Diese  kanonische  Form  sei  durch  die  r  von  einander  unal 
hilngigen  Relationen: 

X,  =  0,(C7,  .  .  .   Ur),    Px  =   ^.{U,  '"Ur) 
(i  =  1  •  •  •  m ;   X  =  1  •  •  •  m  -f-  9) 

bestimmt.     Ferner  denken  wir  uns  die  r  Functionen: 

r;  =  a>,(F,  •  •  •  f.),  Q.  =  »p-«(f,  •  •  •  f,) 

(t  sss  1  •  •  •  i/i ;   X  =  1  •  •  •  m  -|-  9) 

berechnet,   welche    selbstverständlich   von    einander   unabhängig  sind 
Unter   den    gemachten   Voraussetzungen    werden   nun   die  Ausdrücke 

iQ<Q>\,,  (QiY^X,,  iY,Y^\, 

genau  dieselben  Functionen  von   F^  •  •  •  Vr,  welche  die  entsprechende] 
Ausdrücke: 

(^.■P4p.  (^'^'xXp,  (x>x.U 

von  Ui  •  ' '  Ur  sind;  berücksichtigen  wir  daher,  dass  die  P  und  die  J 
in  den  kanonischen  Beziehungen: 

stehen,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  zwischen  den  Q  und  den   Y  die 
selben  kanonischen  Beziehungen: 

(Qi  Q-X,  =  (Ö.  Y'X-,  =  ( ^  ^'"Xo  ""^^  ^  '■  *  '>•  (<?••  H,  ^  1 

stattfinden.    Folglich  ist  das  System  der  r  von  einander  unabhängige 
Functionen:  Qi  '  -  -  Qm,  Yi  '  ' '  Ym-^,  eine  kanonische  Form  der  Gruppe 

F,  .  .  .    Vr. 

Jetzt  erinnern  wir  uns  der  Entwickelungen  auf  S.  203  f.  Aus  dene: 
geht  hervor,  dass  es  eine  Berühruugstransformation  von  der  Form  (1 
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flieht,  welche  die  Functionen:  Xj  •  •  •  X,„,  P|  •  •  •  P^^  bezüglich  in: 
Fj  •  •  •  y„,  Qi  '  • '  Q,n+q  überführt.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  diese 
Berührungstransformation  auch  U^-  -  -  Ur  bezüglich  in  Fi  •  •  Fr  ver- 
wandelt, zugleich  verwandelt  sie  natürlich  die  durch  Ui  *  -  -  Ur  be- 
stimmte Functioneugruppe  in  diejenige,  welche  durch  V^-  -  Vr  be- 
stimmt ist. 

Demnach  gilt  das 

Theorem  26.  Bestimmen  die  r  unabhängigen  Functionen: 
?7i  •  •  •  Ur  der  Veränderlichen:  x^  -  -  -  Xn,  Pi  • '  'Pn  eine  r-glicdrigc 
Functionengruppe  und  die  r  unabhängigen  Functionen:  Ui*U,. 
der  Veränderlichen:  x^  "X^,  Pi  -"Pn  ebenfalls  eine  r-gliedrigc 
Functionengruppe^  so  giebt  es  dann  und  nur  dann  eine  Be- 
rührungstransformation: 

(3)  /  =  z  +  aix,  p),  xl  =  Xiix,  p),  p!  =  P,{x,  p) 

welche  U^"  •  Ur  in  bezüglich  Uj  •  •  •  Ur  überführt,  wenn  jedes 
(UfUx)  •  •  sich  durch  Uj  •  •  •  Ur  genau  so  ausdrückt,  wie  das  ent- 

sprechende  {JJiU^^    durch  Ui'-'Ur. 

Bestimmen  also  die  r  unabhängigen  Functionen:  ^^  •  •  •  Ur  von 
Xi'-'Xn,  Pi"'Pn  eine  r-gliedrige  Functionengruppe,  so  ist  das  Be- 
stehen der  Relationen: 

(i,  X  =  1  .  •  .  r) 

die  einzige  Eigenschaft  des  Functionensystems:  f/j  •••  Urj  welche  gegen- 
über allen  Berührungstransformationen  von  der  Form  (3)  invariant 
bleibt 

§  54. 

Nunmehr  wollen  wir  annehmen,  dass  die  beiden  Functionen- 
systeme:  U^»  -  -  Ur  und  F|  •  •  •  Vr,  welche  wir  uns  in  der  Einleitung 
des  Kapitels  gegeben  dachten,  vollständig  beliebig  sind,  und  wollen 
untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  es  eine  Berührungstrans- 
formation (1)  giebt,  welche   f/|  . . .  f/r  in  bezüglich   Vi..,Vr  überführt. 

unter  den  r  Functionen:  U^...Ur  gebe  es  gerade  m  von  einander 
unabhängige,  etwa:  f/j . ..  Z/,,,,  während  f/m+i  *  •  -  Ur  sich  als  Functionen 
von  Ui  , . ,  Um  allein  ausdrücken  lassen: 

Um^^=    Wf,(U^...   Um)         (M^l'-r-m). 

Zur  Existenz  einer  Berührungstransformation  von  der  verlangten  Be- 
schaffenheit ist  dann  offenbar  noth wendig,  dass  auch  V^ . . .  Vm  von 
einander  unabhängig  sind  und  dass  V„t^i  ,  . .  Vr  sich  durch  Fj . . .  Vm 

Lie,  Theorie  der  Truisfonn»Uonsgmppeii.   IL  14 
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genau  so  ausdrücken  lassen,  wie  oben  Üm+i  -  -  -  Ur  durch  U^-  -  -  Um, 
das  heisst  es  muss  sein: 

Sind  diese  Bedingungen  erfQlIt,  so  braucht  man  blos  noch  zu  unter- 
suchen, ob  es  eine  Berührungstransformation  (1)  giebt,  welche  L\''  Um 
bezüglich  in  F^  •  •  •  V,n  überführt,  denn  bei  einer  solchen  Berührungs- 
trausformation  verwandeln  sich  i/m+i  -  -  -  Ur  augenscheinlich  von  selbst 
in   F„,+i  '"  Vr. 

Damit  ist  der  Fall,  dass  C/^  •  •  •  Ur  nicht  von  einander  unabhängig 
sind,  auf  den  Fall  eines  Functionensystems  zurückgeführt,  welches  aus 
von  einander  unabhängigen  Functionen  besteht,  wir  können  daher  ohne 
die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  zu  beeinträchtigen,  von  vornherein 
die  Annahme  machen,  dass  27^  •  •  •  Ur  von  einander  unabhängig  sind, 
Fj  •  •  •  Vr  müssen  es  dann  natürlich  auch  sein. 

Von  jetzt  ab  nehmen  wir  an,  dass  sowohl  Ui  •  •  Ur  als  auch 
Fl  •  •  •  Vr  von  einander  unabhängig  sind. 

Wir    bilden    die    sämmtlichen    Ausdrücke    {UtUx)       und    wählen 

unter  ihnen  so  viele  als  möglich  aus,  welche  von  U^-  -  •  Ur  und  unter 
einander  unabhängig  sind;  die  so  gefundenen  Functionen  bezeichnen 
wir  mit:    f/r+i  •  •  •  K,.     Ferner  bilden  wir  alle  Ausdrücke:   {UiUx)     , 

{Ui  Ux)      und  wählen  unter  ihnen  so  viele  als  möglich  aus,  welche 

sowohl  von  Ui  '  '  '  Ur,  U^i  •  -  -  U'r^  als  unter  einander  unab- 
hängig sind,  sie  mögen:  Ur[^i  •  -  -  Ur^  heissen.  Ebenso  wählen  wir 
unter  den  Ausdrücken:  (UiUJ')j  {U/UJ'),  {Ui' Ux')  so  viele  als  mög- 
lich aus,  welche  von  Z7i  •  •  •  U'r[  und  unter  einander  unabhängig  sind, 
und  bezeichnen  sie  mit:  Z/r^+i  •  •  •  Ur[\  In  entsprechender  Weise  ge- 
langen wir  zu  gewissen  Functionen:  C/^^i.^--  f/^*^  welche  von  f/,  •••  f/^i 
und  unter  einander  unabhängig  sind,  imd  so  weiter. 

Die  eben  definirten  ganzen  Zahlen:  r^,  r^  •  •  •  genügen  den  Be- 
dingungen: 

^1  ^  ^^  ^2  >  ^u  •    •  ^A+i  >n,  "  ', 

ist  aber  einmal  ein  n+i  =  r*,  so  sind  augenscheinlich  auch  ^^+2, 
^4-3  •  •  •  alle  gleich  r*.  Nun  sind  die  Zahlen  r^ ,  r^  •  •  •  andrerseits  alle 
<  2n,  denn  es  giebt  ja  nicht  mehr  als  2n  von  einander  unabhängige 
Functionen  der  Veränderlichen  ^i  - '  -  ^h,  Pi  -  -  -  Pn-  In  Folge  dessen 
muss  es  eine  endliche  ganze  Zahl  Z>0  geben,  so  beschaffen,  dass 
zwar  für  h  <Cl  jedes  r^-i-i  grösser  ist  als  r>i,  dass  aber  r<_|_i,  r/^^,  •  •  • 
sämmtlich  gleich  r/  sind. 
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Diese   Zahl    l    denken    wir   uns   bestimmt    und    die    Functionen: 
U\^'-'  Cry^  alle  gebildet.     Dann  sind: 

unabhängige  Functionen  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  sich  die  Aus- 
drücke: 


(4) 


WUJI,  '  ■  iu;uii^)^^ 


(f/Wf/W) 


xp 


sammtlich  als  Functionen  von  U.  *  -  •  Z7^'^  allein  darstellen  lassen.    Mit 

andern  Worten:    Z/^  •  •  •  Uj!^  bestimmen  eine  r^-gliedrige   Functionen- 

gruppe,  welcher  alle  r  Functionen  Ui  •  -  -  Ur  angehören,  und  zwar  ist 
das  augenscheinlich  die  kleinste  Functionengruppe  von  dieser  Be- 
schaffenheit. 

Soll  nun  eine  Berührungstransformation  (1)  die  Functionen: 
Z7|  •  •  •  Ur  bezüglich  in  V^  •  >  Vr  überführen,  so  muss  sie  zu  gleicher 
Zeit:    U'      -  -  -  U\   U'\.  •  •  •  Z7^'^  in  gewisse  Functionen:    V\_.  •  •  •  F' 

r-f-I  r, '         r,-|-l  r^  <=>  r-f-l  r» 

F.",  j  •  •  •  V^^^  von  y^' '  *  y^y  Qi' ' '  Q^   verwandeln.     Diese  Functionen: 

Vr-^i  •  •  •  sind  vollkommen  bestimmt  und  leicht  angebbar.  Es  sind  ja 
ü^i  ' ' '  U'r^   gewisse  rj  —  r  unter  den  Ausdrücken  (C/i  f/x)  A   bei  der 

beireffenden    Berührungstransformation    geht   aber   jedes    {Di  Ux)  _   in 

das    entsprechende:    (F,-  Fx)       über;    folglich    sind    die     Functionen: 

F/-I-1  •  •  •  Vr^,  in  welche  f/^fi  •  •  •  C^r,  übergehen,  einfach  diejenigen 
rj  —  r  unter  den  Ausdrücken  {ViVx)    ,   welche  jenen  r^  —  r  von  den 

Ausdrücken  ([/,  t/'x)       entsprechen.     Ferner  sind   Ur[-^i  •  -  -  Ur[  gewisse 

r^  —  r^  unter  den  Ausdrücken:  (UiUx)    ,  {Ui  U»)  „,   die  Functionen 

Vr[^i  '  ' '  V'r[  sind  natürlich  die  i\  —  r^  entsprechenden  unter  den 
Ausdrücken:    (F,  F«')    ,  {VI  Vx)    .     Genau  in  derselben  Weise  lassen 

sich   F", ,  •  •  •  F^'^  finden. 

r,+l  ri 

Sind  F' . ,  •  •  •  F^'^  sammtlich  berechnet,  so  ist  offenbar  blos  noch 

ZU  untersuchen,  ob  es  eine  Berührungstransformation  (1)  giebt,  welcln» 
l\"  Ur^  U'^i'"  Uj!^  ^^  ^1'"  Vry  V'r^i  "  '  Vf^  Überführt. 

Die  Durchführung  dieser  Untersuchung  ist  sehr  leicht.  Da  näm- 
U^'"  U^'^  von  einander  unabhängig  sind  und  eine  r/-gliedrige  Functionen- 

14* 
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gnippe  bestÜBmen.  so  k^im  es  eine  BeröLiruicT^trin^formadon  tod 
ürr  Teriangten  Besdi4ffviih«':t  nur  dann  g\r*c<fi.  wrni.  a&th    F.  -    -  F^-" 

« 

T«>&  einan^ier  aubkingig  «ind  cn*i  eine  r.-gäedrige  FGaeti*>neogFap}»e 
b<^stimmen.  Zs  diesen  Bedingungen  trin  eodlick  nach  TQ<e«:>rem  2tj, 
S.  :^r<9  noch  die  weiten^  hinzu,  das?  die  Funetioofec: 


'Ol 


vr  FF 


,  r-  r- 

sich    dmch    F^  •  -  -  F^-*    genaa    so   aasdracken    müssen,    wie    die   ent- 

«preehenden    Fnnetioiien   (4     dnrth    F,  -  •  -  C^  \     Damh    sind    die  Be- 

dingongen  gefonden,  vekbe  zur  Eiisteiu  eioer  B<»ühning>tnn<for- 
madon  Ton  der  Terlangten  BesehadTenkeit  nothwendig  und  hin- 
reichend sind. 

Aus  den  Entwiekelcngm  des  gt^genviitigen  Puxgnphes  erhalten 
wir  Zunächst  das 

Tkeoiva  27.    SimJ  in   dfm  Vträmd^rlifk^m:   x-  -    •  x,,  p-      -p, 

li<i^m:  x/  —  x,".  Pi  -  -  •  p%  injfnd  r  Fnui:i\H-fm:  II. ---IL,  5t> 
koKm  mam  sUfs  dmrfk  Dif'f^remtiaii': mfm  mmd  E^imimafiimem 
fmtscifidemf  oh  es  eim^  Bernkrmm*jstramsfx:'rmafi*:m  rem  d<r 
Giiialt: 

x'  =  ^  +  Ä  X.  p^.  Xi*  =  X'x.  p  ,  jp^'  =  P.  r,  p 

•jiVftf.  9ri\<hK   fi  •  •     ^'  h<2m^liKk  im  IL  •      IL  %}irf^krt^ 

Die  obenstehenden  ELuiwiekehmgen  bestimmen  ür-erües  Alle  Eigen- 
schaften eines  beliebiiien  FnnetionecsTstems:  U.  r.  p  f^  x,  i*K 
wekfce  gegenüber  allen  BenIhr::i:gsiTansfc*rTtL.*ticnef:  \.z.  der  Form  \Z^ 
inTanant  bleiben. 


Li-».  lUtk.  AaiL  Bd.  TEL 
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Kapitel   11. 

mogene  Funotionengrnppen  und  ihre  ausgezeichneten  Fnnctionen. 

In  diesem  und  in  dem  nächsten  Kapitel  beschränken  wir  uns  auf 

Betrachtung  solcher  Functionen  von  x^*  -  -  x^j  p^-  •  ^pnj  welche  in 

I    p  homogen  sind,  oder,  wie  wir  uns  kürzer  ausdrücken  wollen: 

'    betrachten   blos  homogene  Functionen.     Dementsprechend  bringen 

auch  blos  homogene  Berührungstransformationen  in  Anwendung, 
st  aber  sind  die  Entwickelungen  dieses  und  des  nächsten  Kapitels 
len  der  drei  vorhergehenden  vollkommen  parallel. 

Sind  H^*'^  und  H^*^  homogene  Functionen  von  bezüglich  i-ter  und 
er  Ordnung  in  den  p,  so  werden  offenbar  alle  einzelnen  Glieder  des 
sdrucks: 

mogene  Functionen  (i  +  x  —  l)-ter  Ordnung  und  der  ganze  Ausdruck 
C02f(«))  in  Folge  dessen  ebenfalls.  Nimmt  man  daher  m  homogene 
:ictionen  H^  -  >  -  n,n,  so  erhält  man  aus  denselben  auch  bei  beliebig 

wiederholten  Klammeroperationen  {HiHt),  {{HiHx)Bj)  u.  s.  w.  stets 
•    homogene  Functionen.    Dieser  Umstand  bietet  die  natürliche  Ver- 
fassung zur  Einführung  des  Begriffs:  homogene  Functionengruppe. 
Eine  r-gliedrige  Fmictionengruppe  in  den  VeränderlicJien:  x^  - » » Xny 

"Pn  soll  homogen  Jieissen,  sobald  sie  r  unabJiäfigige  Functionen  ent- 
^,  welche  in  den  p  homogen  sind. 

Aus  dieser  Definition  erhellt  unmittel  bar  ^  dass  eine  homogene 
Kictionengruppe  in  x^-  -  -  Xn,  Pi'  '  'Pn  bei  jeder  homogenen  Be- 
^rungstransformation  in  diesen  Veränderlichen  wieder  in  eine  homo- 
ae  Functionengruppe  übergeht. 

§  55. 

Es   seien   r  unabhängige   homogene   Functionen   E^-  -  *  Hr  einer 

gliedrigen    homogenen    Functionengruppe    vorgelegt    und    zwar    sei 

les  Hx  homogen  von  der  Ordnung  6'x;  so  dass  also  die  Gleichungen: 

stehen.  Bedeutet  dann  F  eine  beliebige  Function  von  den  jff,  so 
idet  man: 

-c^      BF    .     ^dF     ^     dB,        ^     ^    ^F 


^  P'  a«T  =  ««  ^^  (x  =  1  •  •  •  r) 
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wo    der   Ausdruck    rechter   Hand   nur    von   U^    -  -  Hr   abhängt.     Das 

heissty  es  gilt  der 

Satz  1.     Enthält  eine  Jwmogene  Functioticmgruppe  in  den   Veränder- 

lidicn  x^- ' '  Xn,  Pi-  *  'Ph  die  Function  F(x,  p),  so  cntliält  sie  stets  auch 

die  Function: 

dF    .  i        rF 

Diese    wichtige    Eigenschaft    ist    für    die    homogenen    Gruppen 
charakt^ristiscli.     Ist   nämlich    eine   r-gliedrige   Functionengruppe   K^ 

'  • '  Kr  SO  beschaffen,  dass  mit  0{Ki  •  •  •  Kr)  stets  auch  ^  pt— —  der 

(iruppe  angehört,  so  enthält  sie  r  unabhängige  homogene  Functionen 
und  ist  daher  homogen. 

Der  Beweis  hierfür  ist  sehr  einfach.     Unter  der  gemachten  Vor- 
aussetzung befriedigen  die  Functionen  K  Relationen  von  der  Form: 

2jP'li:  =  •^^(^i  •  •  •  ^^)         0  =  1   ..r). 

Wären  hier  alle  Slj  gleich  Null,  so  wären  schon  die  iQ  homogen  und 
zwar  alle  von  der  nullten  Ordnung.  Verschwinden  dagegen  nicht  alle 
52,,  so  stellt  die  Gleichung: 

1  '^«  1  J 

eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  den  r  Veränderlichen 
A\  •  •  •  Kr  dar;  irgend  r—  1  unabhängige  Losungen  N^  -  •  •  Nr—i  dieser 
iileichung  sind  dann  ebensoviele  unabhängige  homogene  Functionen 
nuUter  Onlnung  der  Gruppe.  Um  endlich  eine  r-te  von  ^'j  •  •  •  AV— i 
unabhängige,  homogene  Function  der  Gruppe  zu  finden,  braucht  man 
nur  irgend  eine  Lösung  der  Differentialgleichung: 

cFiK  '  •  '  K\        v^  f'F 


2^cn^  _:.-.)  __2fl,.Ä-...^o 


aufzusuchen:  jede  solche  Losung  ist  homogen  von  erster  Ordnung  in 
den  />,  sie  gehört  der  Gruppe  aui  und  ist  ausserdem  offenbar  von  -V^-- 
Xw-i  unabhängig.     I>amit  ist  die  Richtigkeit  der  oben  ausgesprochenen 
Behauptung  erwiesen. 

Aus  den  ani^^steIIten  Ueberleuunsren  folirt  zugleich,  dass  eine 
r-glie^lrige  homogene  Functionengruppe  stets  mindesten^  r  — 1  unab- 
hängige homogene  Functionen  uullter  Ordnung  enthält. 

Enthält  die  Grupi^e  r  svdche  Functionen,  etwa:  3\--   ^V.  s*-»  sind 
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augeuscheinlich  ihre  SHiumtlichen  Functionen  homogen  von  nuUter 
Ordnung.  Nun  werden  die  Ausdrücke  (NiN^t)  homogen  von  ( — l)-ter 
Ordnung,  sie  sind  aber  andrerseits  Functionen  der  Gruppe  und  müssen 
daher  von  nullter  Ordnung  sein.  Das  ist  nur  möglich,  wenn  alle 
(NiNx)  identisch  verschwinden,  wenn  also  alle  Functionen  der  Gruppe 
paarweise  in  Involution  liegen. 

Enthält  die  Gruppe  blos  r — 1  unabhängige  homogene  Functionen 
nullter  Ordnung,  etwa:  N^  - ->  Nr^iy  so  kann  man  nach  dem  Obigen 
stets  eine  von  N^  -  *  -  Nr—i  unabhängige  Function  erster  Ordnung  H 
finden,  welche  der  Gruppe  angehört.  Dann  ist:  j^Tj  •  •  •  Nr—i,  U  eine 
Form  der  Gruppe.  Unter  Umständen  kann  es  jedoch  bequemer  sein, 
die  Gruppe  auf  die  Form: 

II,  =  N,H,    •  •       //._!  =  Nr-iH,       Hr=H 

zu  bringen,  wo  alle  r  Functionen  homogen  von  erster  Ordnung  sind. 

Die  vorstehenden  einzelnen  Ergebnisse  wollen  wir  jetzt  im  Zu- 
sammenhange noch  einmal  aussprechen: 

Theorem  28.  Eine  Functionengruppe  in  den  Veränderlichen: 
Xi  •  •  x„j  2h  ' '  ' Pn  ist  dann  und  nur  dann  homogen,  wenn  immer 
zugleich  mit  der  Function:  Fipc^'-Xn,  Pi*"Pn)  auch  die  Function: 

dF    ,  i        dF 

der  Gruppe  angehört.  Enthält  eine  r-gliedrige  homogene 
Functionengruppe  r  unahhängige  homogene  Functionen  von 
nullter  Ordnung  in  den  p,  so  sind  alle  ihre  Functionen  homogen 
von  nullter  Ordnung  und  liegen  ausserdem  paarweise  in  In- 
volution; in  jedem  andern  Falle  kann  die  Gruppe  eine  Form 
erhalten,  in  der  ausser  einer  Function  von  erster  nur  solche 
von  nullter  Ordnung  auftreten*) 

Hierzu  fügen  wir  den 

Satz  2.  Die  gemeinsameti  Functionen  von  swei  homogenen  Functionen- 
gruppen Irilden  ihrerseits  eine  homogene  Fwwtianetigruppe. 

In  der  That,  sind  K^-'Kr  und  L^"L,n  zwei  homogene  Functionen- 
gruppen, so  bilden  die  gemeinsamen  Functionen  beider  Gruppen  nach 
Kap.  8,  Satz  1,  S.  181  jedenfalls  eine  Functionengruppe  g.  Ist  nun  ^ 
irgend  eine  Function  von  g,  so  gehört  die  Function: 


stets  sowohl  der  Gruppe:  K^  •  • '  Kr  als  der  Gruppe:  L^  -  - '  Lm  an  und 


*)  Lie,  Verhandlungen   der  Ges.   d.  W.  zu  Chrititiania,   1872,   1873;  Math. 
Ann.,  Bd.  Vlll. 


iaz  :n   FoLz-r  -iesä^it   witdei  eine  F&ceüvo   von  ^i.     DemiLafh  ist  die 

va».*-:^*w?i.>vüi  ÜTec  PLka  ii^->?n 

k^'i  F^r-i^ic-ai  Tia  r,  -  -  -  x».  ^    •    3   FTai&:cen  rm   x,     •  •  x,  , 


5,  5. 


p 


b:rat>2«B  Tia  —  l''-':er  Orinriiv?  zzri  all*  P,  in-ftr-zwi  ria  ers^^r  •l^nin-ng 
a  ÜB  j.  £L*T»ij  :o*^  nAdi  n3«i  ljir«^<£ci^r^tn  -lär  5*-:e  loo.  ojls«  ä 
■=11-;  'l'i&sifcs^e  LS*.  wr>Le  ohne  Beseiriririrr  zitki  X:l11  ^icä^m  wenien 
kATLn.     AI*:: 

r , .   j  -  •  ■  ■  jr ,    *T*ui    ii?    *mz^^>m   B^r^rgmKCrvi^fyrw^skmiem   ^jm   der 

X-  •  •  '  X»  .  .  -  . 

Bei  Uctri^Gchcng  der  Lvmogefi<?>n  F::iKU*>Deiign;pF<iL  i»t  der  fol- 
ZrizÄK  Satz  Ton  ZTOäsem  X:;;xen: 

j-.     -j.^  toll!]  isit:  f=K  ümK.  Lr.^yntwj   >.r  'iV-^t^/^**  ivnw.Kiin  Di^tmämi' 

.  rK    .  ,        rAT 


Um  derselben  zu  beweisen,  setzen  vir: 
«iukr.  er^ieb;  sich: 
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Ist  nun  H  homogen  von  der  m-ten  Ordnung,  so  sind  die  Differential- 
quotienten von  H  nach  den  pi  und  Xi  homogen  von  der  (wi  —  l)-teu 
bez.  in-ten  Ordnung,  was  durch  die  Gleichungen: 

T>Tr  TT         T>^^  /  *\^^^  -rt^  S  dH         ' 

ausgedrückt  wird.     Also  folgt: 

BAf—  ABf=  (m  —  1)  {Hf) 
oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 

(^)      i/^'-Sr  -  (^'  -S^'-^,)  =  (»» -  ^)  (^^)- 

Ersetzen  wir  endlich  hier  f  durch  irgend  eine  Losung  K  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung:  {Uf)  =  0,  so  verschwinden 
zwei  Glieder  identisch  und  wir  bekommen: 

womit  der  Satz  bewiesen  ist 

Es  sei  nun  H^  -  -  Hr  eine  r-gliedrige  homogene  Functionen- 
gruppe  und  zwar  seien  der  Einfachheit  wegen  die  r  Functionen  i/j 
'  '  '  Hr  sämmtlich  homogen  gewählt. 

Die  (2m  —  r)-gliedrige  Polargruppe:  üTj  •  •  •  K^n—r  der  Grujjpe: 
H^' ' '  Hr  wird  von  allen  Functionen  gebildet,  welche  das  r-gliedrige 
vollständige  System: 

(2)  {HJ)  =  0,  . .  •  {Hrf)  =  0 

in  den  Veränderlichen  x^-  -  -  Xny  Pi'  -  •  Pn  befriedigen.  Nach  dem  eben 
bewiesenen  Satze  ist  aber  mit  K  zugleich  stets  auch    ^^i>»3—  eine 

Lösung  des  vollständigen  Systems  (2),  folglich  (Theorem  28,  S.  215) 
ist  die  Gruppe  Ä^  •  •  •  K^n—r  ihrerseits  homogen. 

Wir  haben  somit  das 

Theorem  29.  Die  Polargruppe  einer  homogenen  Functionen- 
gruppe  ist  ebenfalls  homogen,*) 

Die  r  +  1  Gleichungen: 

(3)  iHJ)^0,...{H,f)  =  0,    ^Pij^^^O 

definiren  den  Inbegriff  aller  Functionen  von  nullter  Ordnung,  welche 


*)  Lie,   Verhandlungen  der  Ges.    d.  W.  zu  Christiania  1878;  Math.   Ann. 
Bd.  VIll. 
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es  in  der  Gruppe:  K^-  *  -  K^n—r  giebt.     Dabei  sind  zwei  Fälle  denk 
Einmal  kann    ^^ Pi  J-  =  0  eine  Folge  der  übrigen  r  Gleichungen 

sein;  das  tritt  offenbar  stets  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  ^= 
Functionen  der  Gruppe  K^*"K^n—r  homogen  von  der  nullten  Ordnen 
sind.  Im  zweiten  Falle  bilden  die  obigen  r  +  1  Gleichungen 
(r+ l)-gliedriges  vollständiges  System  mit  2n  —  r — 1  unabhängig 
Lösungen,  dann  enthält  die  Gruppe:  K^^K^n-r  nur  2w  —  r — 1  un_j 
hängige  Functionen  nuUter  Ordnung. 

Ist  V  eine  ausgezeichnete  Function  der  Gruppe  H^  -  -  -  Hr,  so  i 
auch   ^^Pi-^—   eine   ausgezeichnete  Function,   denn    ^Pi^~    gehö 

ebenso  wie  U  sowohl  der  Gruppe  H^'-Hr  als  der  Gruppe  K^-'K^n-^ 
an.     Wir  schliessen  daraus: 

Satz  4.  Die  amgemcJmeten  Functionen  einer  homogenen  Gruf^ 
bilden  ihrerseits  eine  homogene  Gruppe, 

Dieser  Satz  ist  offenbar  ein  besonderer  Fall  des  Satzes  2,  S.  215 

Die  ausgezeichneten  Functionen  einer  Functionengruppe  liegen 
wie  wir  wissen,  paarweise  in  Involution.  Bei  den  ausgezeichnete! 
Functionen  einer  homogenen  Functionengruppe  sind  nun  zwei  Fäll« 
zu  unterscheiden,  denn  diese  ausgezeichneten  Functionen  sind  entwede 
alle  oder  nicht  alle  homogen  von  nuUter  Ordnung. 

Es  fragt  sich,  woran  man  bei  einer  vorgelegten  homogene] 
Functionengruppe  erkennt,  welcher  von  diesen  beiden  Fällen  eintriti 

Ist  eine  r-gliedrige  homogene  Functionengruppe  vorgelegt,  si 
denken  wir  uns  in  derselben  r  unabhängige  Functionen:  H^  •  •  •  JB 
ausgewählt,  welche  sämmtlich  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnunj 
sind.  Das  lässt  sich  nach  S.  214 f.  immer  erreichen,  ausgenomme: 
wenn  alle  Functionen  der  Gruppe  von  der  nullten  Ordnung  sind;  i: 
diesem  Falle  aber  liegen  alle  Functionen  der  Gruppe  paarweise  i 
Involution,  die  Gruppe  besteht  daher  aus  lauter  ausgezeichnete 
Functionen  nullter  Ordnung,  so  dass  unsere  ganze  Frage  von  von 
herein  erledigt  ist. 

Also  H^-'Hr  sind  sämmtlich  homogen  von  der  ersten  Ordnung 
Die  ausgezeichneten  Functionen  der  Gruppe:  H^-^Hr  sind  nun  nac 
S.  191  die  gemeinsamen  Losungen  der  r  linearen  partiellen  Differentia 
gleichungen: 

(4)  (H.HO^ff  +■■■  +  i.H.Iir)^  =  0 

1  '' 

(x  =  l.    -r) 

in   den   r  Veränderlichen   H^*  -  -  Ilr-     Es   giebt   ausserdem    gerade   f 
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uuabliäugige  ausgezeichnete  Functionen,  wenn  von  der  Determinante: 

alle  (r  —  m  +  l)-reihigen  Unterdeteriuinauten  identisch  verschwinden, 
während  nicht  alle  (r  —  w) -reihigen  dies  thun.  Die  ausgezeichneten 
Functionen  nuUter  Ordnung  unsrer  Gruppe  genügen  ausser  den  obigen 
Gleichungen  auch  noch  der  folgenden: 


n  ^ r 


2 


du       '^„  du      „ 


1  1 

und  sind  dadurch  als  homogen  von  nullter  Ordnung  deiinirt.  Ist  diese 
Gleichung  eine  Folge  von  (4),  so  sind  alle  ausgezeichneten  Functionen 
unsrer  Gruppe  von  der  nullten  Ordnung;  andernfalls  enthält  die  Gruppe 
blos  m  —  1  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen  nullter  Ordimng. 
um  die  gestellte  Frage  erledigen  zu  können,  braucht  man  also 
nur  die  Matrix: 

•  •  • 

(HrH,)       ■       (HrHr) 
Hl  Hr 

aufzustellen  und  zu  untersuchen,  ob  alle  (r  —  m+ 1)*  reihigen  Deter- 
minanten derselben  verschwinden  oder  nicht. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  5.  Sind  H^-  •  •  Hr  unabluinffige  Iwmogem  Functionen  erster 
Ordnung  einer  r-gliedrigen  hofnogeneti  Ftmctionengruppe  in  den  Veränder- 
Hellen:  x^  -  -  -  x^,  Pi  -  -  * Pny  so  kann  nian  durch  Deferfninantefibilduiig 
nicht  blos  die  Zahl  der  unahhängigen  ausgczeicimeten  Functionen  dieser 
Gruppe  finden  y  sondern  auch  die  ZaJd  der  unahhängigen  ausgezeichneten 
Functionen  niUlter  Ordnung. 

Weiss  man  von  einer  vorgelegten  r-gliedrigen  Functioneugruppe : 
i(i  •  '  '  Ur,  dass  sie  homogen  ist,  kennt  man  aber  noch  nicht  r  unabhängige 
homogene  Functionen  erster  Ordnung  dieser  Gruppe,  so  kann  man  gleich- 
wohl stets  ohne  Integration  entscheiden,  wieviele  unabhängige  ausgcxcichnete 
Functionen  nullter  Ordnung  diese  Gruppe  enthält.  Man  bestimmt  nämlich 
zunächst  nach  8.  191  die  Anzahl  m  aller  miabhängigen  ausgezeichneten 
Functionen  der  Gruppe.  Sodann  bildet  man  ein  (2w  —  r)-gliedriges  voll- 
ständiges System: 

1  *  1  * 

(x  =  1  .  .  .  2fi  — r), 

welches  u^  »  -  -  Ur  zu  unabhängigen  Lösungen  hat,  endlich  stellt  man  das 
System  der  linearen  pai'iiellen  Differentialgleichungen: 
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A(f)  =  0,    ■  •  •    A^^rif)  =  0,       («i/-)  =  0,    .  •  •    (Urf)  =  0 

auf  und  untersucht,  ob  dasselbe  die  Gleichung: 

nach  sich  zieht.  Ist  das  der  Fall,  so  sind  alle  ausgezeichneten  Functionen 
der  Gruppe:  w^  •  •  •  tir  homogen  von  nullter  Ordnung,  ist  es  nicht  der  Fall, 
so  enthält  die  Gruppe  blos  m  —  1  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen 
von  dieser  Beschafifenheit. 


Kapitel   12. 

Die  kanonisohen  Formen  und  die  invarianten  Eigenschaften  der 
homogenen  Functionengrappen.     Erledigung  eines  allgemeinen 

Transformationsproblems. 

Wir  erledigen  in  diesem  Kapitel  die  Frage,  was  fttr  Eigenschaften 
einer  homogenen  Functionengruppe  gegenüber  allen  homogenen  Be- 
rührungstransformationen invariant  bleiben.  Zu  diesem  Behufe  ent- 
wickeln wir  zunächst  eine  Theorie  der  kanonischen  Formen  homogener 
Functionengruppen. 

Schliesslich  soll  noch  gezeigt  werden,  wie  sich  das  in  Kapitel  10 
bebandelte  Transformationsproblem  erledigen  lässt,  wenn  man  sich  auf 
homogene  Berührungstransformationen  in  den  Veränderlichen:  x^"*Xn, 
Pi  ' ' '  Pn  beschränkt.  Dadurch  werden  wir  in  den  Stand  gesetzt ,  das 
allgemeine  Transformationsproblem  zu  erledigen,  von  welchem  wir  in 
der  Einleitung  des  gegenwärtigen  Abschnitts  ausgingen. 

§  57. 

In  Kap.  9  sahen  wir,  dass  jede  Functionengruppe,  sie  mochte  nun 
homogen  sein  oder  nicht,  eine  kanonische  Form:  Pi  •  •  •  Pmf  Xj  •  •  •  X^ 
erhalten  kann,  für  welche  die  kanonischen  Relationen: 

(P,X,)  -  1,      (PiP.)  =  (P.X.)  =  (X,Xx)  =  0 

identisch  bestehen.  Eine  Jiomogene  Functionengruppe  kann  nun  auf 
eine  noch  speciellere  kanonische  Form  gebracht  werden,  es  ist  nämlich, 
wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  bei  einer  solchen  Gruppe  stets  möglich 
zu  erreichen,  dass  die  P,-  homogen  von  erster,  die  X,  homogen  von 
nullter  Ordnung  in  den  p  werden. 

Wir  denken  uns  in  den  Veränderlichen  x^-  -  *  Xn,  Pi  -  -  -  Pn  irgend 
r  unabhängige  Functionen:  Ui^-Ur  vorgelegt,  welche  eine  r-gliedrige 
homogene  Functionengruppe  bestimmen. 
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Betrachten  wir  zunächst  den  besonderen  Fall,  dass  Mj  •  •  •  tir  ein 
r-gliedriges  Involutionssystem  bilden.  Sind  dann  die  Functionen: 
ti|  -  •  •  Ur  alle  homogen  von  nullter  Ordnung  in  den  py  so  setzen  wir 
einfach:  Xi=iei,  •••  Xr  ^^  Ur  und  haben  damit  bereits  die  Gruppe 
auf  eine  kanonische  Form  gebracht.  Sind  dagegen  u^  » -  -Ur  nicht 
sämmtlich  homogen  von  nullter  Ordnung,  so  können  wir  nach  S.  215 
r  solche  unabhängige  Functionen:  H^'-'Hr  von  Wj-'-Wr  finden,  welche 
in  p,-'Pr  homogen  von  erster  Ordnung  sind;  dann  ist:  P^  =  H„ 
"  '  Pf  =  Hr  eine  kanonische  Form  der  Gruppe:  w^  •  •  •  «r. 

Damit  ist  der  Fall  erledigt,  dass  «i  •  •  •  Mr  ein  r-gliedriges  In- 
volutionssystem bilden,  wir  können  daher  von  jetzt  ab  voraussetzen, 
dass  die  r  Functionen:  t/j  •  •  •  tir  nicht  alle  paarweise  in  Involution 
liegen.  Dadurch  ist  es  dem  Theorem  28,  S.  215  zufolge  ausgeschlossen, 
dass  ti|  •  •  •  Ur  sämmtlich  homogen  von  nullter  Ordnung  sind,  und  es 
muss  deshalb  nach  diesem  selben  Theoreme  möglich  sein,  die  Gruppe: 
Ui  - '  '  Ur  auf  eine  Form:  2Vj  •  •  •  JV^-i,  H  zu  bringen,  in  welcher  N^ 
•  •  •  Nr—i  homogen  von  nullter  Ordnung  in  den  p  sind,  während  H 
homogen  von  erster  Ordnung  ist. 

Die  Form:  JV^  •  •  •  Nr^i,  H  der  Gruppe:  i/j  •  •  •  Ur  legen  wir  im 
Folgenden  zu  Grunde.  Wir  bemerken  noch,  dass  die  Relationen: 
(WiWx)  =  Wix{u^  '  '  '  Ur)  für  diese  Form:  N^-  -  -  Nr—\,  II  der  Gruppe 
folgende  Gestalt  annehmen: 


(1) 


(J^«i^,)  =  ''^^B--^'^^ 


(x,i=l  ...r-1). 

Die  Ausdrücke:  {N^H)  und  II{NxNj)  werden  nämlich  alle  homogen 
von  nullter  Ordnung  in  den  p^  sie  müssen  sich  daher  als  Functionen 
von  Ni  ' ' '  Nr—i  allein  darstellen  lassen. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sind  jedenfalls  N^"-  Nr—i 
nicht  sämmtlich  ausgezeichnete  Functionen  unsrer  Gruppe.  (Vgl. 
Satz  6,  S.  191.)  Ist  demnach  etwa  N^  keine  ausgezeichnete  Function, 
so  lässt  sich  immer  eine  Function: 

F=H,Sl{N,'''Nr-i) 

von  erster  Ordnung  angeben,  welche  zu  N^  in  der  Beziehung:  (FNi)t:Zz  1 
steht.     Für  i^  ergiebt  sich  nämlich  die  Bedingungsgleichung: 

welche  bei  Benutzung  der  Gleichungen  (1)  die  Form: 
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(2)  y;<Pn(N, . . .  Nr-{)§§-  =  1  +  t,{N, . . .  Nr^{) .  Ä 

1  * 

annimmt.  Hier  verschwinden  die  Coefficienten:  ^u  •  •  •  9r— 1. 1,  ti 
nicht  sämmtlich,  also  stellt  (2)  in  den  Veränderlichen  N^  -  - '  Nr^i 
eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  dar,  welche  Losungen  besitzt. 
Jede  Lösung  dieser  Differentialgleichung  liefert  mit  H  multiplicirt  eine 
Function  F  von  der  verlangten  Beschaffenheit. 

Auf  der  andern  Seite  können  wir  uns  jedoch  auch  die  Function 
erster  Ordnung  H  so  gewählt  denken,  dass  sie  keine  ausgezeichnete 
Function  unsrer  Gruppe  ist,  dann  giebt  es  immer  Functionen  nullter 
Ordnung:  O^N^  •  •  •  ^r— i),  welche  der  Bedingung: 

1 
genügen.     Diese  Bedingung  ist  nämlich  gleichbedeutend  mit  der  Dif- 
ferentialgleichung : 


1 


und  da  unter  der  gemachten  Voraussetzung  ^j-Vr-i  nicht  sämmtlich 
verschwinden,   so   besitzt  diese  Differentialgleichung  immer  Lösungen. 

Somit  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Satz  1.  Liegen  die  Functionen  einer  homogenen  Functionengruppe 
in  den  Veränderlichen:  x^  -  -  •  Xn,  Pi  - '  pn  nicht  paarweise  in  Involution^ 
so  lassen  sich  in  der  Gruppe  stets  ztvei  unabluingige  Functionen:  P  und 
X  finden,  welche  in  der  Beziehung:  (PX)  :zz  l  stellen  und  von  denen 
die  erste  hotjwgen  von  erster  Ordnung  in  den  p  ist,  die  zweite  dagegen 
hmnogen  von  nullter  Ordnung.  Dabei  lann  nach  IJelicben  für  P  oder 
für  X  irgend  eine  nicht  ausgczeichwte  Function  der  Gruppe  geiväJiU 
werden,  vorausgesetzt  nur,  dass  sie  homogen  von  der  richtigen  Ordnung  ist. 

Es  seien  jetzt  P^  und  Xj  zwei  solche  Functionen  der  homogenen 
(iriippe:  N^'"2fr—ij  H,  welche  die  im  vorstehenden  Satze  angegebenen 
Eigenschaften  besitzen,  und  es  sei:  1\,  X,,  N[-"Nr—'ä  ^'ine  Form  unsrer 
Gruppe.  Wegen  des  Bestehens  der  Relation:  (l\Xi)  =  1  können  wir 
dann  den  Satz  2  in  Kap.  D,  S.  196  anwenden  und  erkennen  so,  dass 
unsre  Gruppe  r  —  2  Functionen:  ui  •  •  •  Ur—2  enthält,  welche  die  fol- 
gende Beschaffenheit  haben:  sie  sind  von  einander  und  von  P^  und  Xj 
unabhängig,  sie  liegen  sowohl  mit  P,  als  mit  X,  in  Involution,  sie 
bestimmen  endlich  ihrerseits  eine  (r  —  2)-gliedrige  Functionengruppe, 
welche  in  der  r-gliedrigen  als  Untergruppe  enthalten  ist.    Damit  haben 
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r  zugleich  eine  neue  Form:  P^,  X^,  ui-^Ur^^  unsrer  r-gliedrigen 
fsozjQOgenen  Gruppe  gefunden. 

Es  lasst  sich  nachweisen,  dass  die  (r  —  2)-gliedrige  Functionen- 
I^x-u3>pe:  ui-'-u^^  wiederum  homogen  ist.     In  der  That  es  sei:  v^-' 

tr^„ r  die  zu   unsrer  r-gliedrigen  Gruppe  gehörige  (2n — T)-gliedrige 

£-*<:> largruppe,  welche  nach  Theorem  29,  S.  217  ebenfalls  homogen  ist. 
O  ^  X3n  bestimmen :  P^ ,  X^ ,  t\  -  -  - 1;2«— r  eine  (2w  —  r  +  2)  -  gliedrige 
h*^  MJL  Tictionengruppe  (vgl.  Kap.  9,  S.  196  f.)  und  zwar  offenbar  eine  homo- 
^^^?ime  Gruppe.  Die  (r  —  2) -gliedrige  Polargruppe  dieser  homogenen 
CI-v  Y*Tippe  ist  wieder  homogen,  sie  ist  aber  augenscheinlich  nichts  anderes 
£^l£«     eben  die  Gruppe:  «i  •  •  •  u'r—^. 

Demnach  kann  jede  r- gliedrige  homogene  Functionengruppe,  deren 
I'"^*i»ictionen  nicht  paarweise  in  Involution  liegen,  auf  die  Form: 

Pi,  Xi,  Ml  ••    mA-ä 

(p,x,)  =  i,  (p,u;)  =  (Ä>;)  =  o 

(X  =  1  ...  r  —  2) 

15^  bracht  werden,  wo  Pj  homogen  von  erster,  X^  homogen  von  nullter 

^^'"döung  ist  und  wo  Mi«-Wr— 2  ihrerseits  eine  (r  —  2) -gliedrige  honio- 

^«lie    Functionengruppe  bestimmen. 

Bilden   Wi  •  •  •  w^2   ein    (r  —  2)  -  gliedriges   Involutionssystera ,    so 

*^*^nix  die  von  ihnen  bestimmte  Gruppe  nach  S.  221  leicht  auf  eine 
■^«J-nonische  Form  gebracht  werden.  Andernfalls  behandeln  wir  die 
^^^^^I>pe:  «1  •  •  fi^2  genau  so  wie  vorhin  die  Gruppe:  iV^  •  •  •  Nr^i,  //, 
^u.ia      leisst,  wir  bringen  sie  auf  die  Form: 

P-wr  n  // 

s,    Ag,   Ui    ••  •  «r_4 

(p,  X,)  =  1 ,  (/', «;)  =  (X «;-)  =  0 , 

^^       JPj  homogen  von  erster,  A^  homogen  von  nullter  Ordnung  ist  und 

^-^  •      u'i  '    '  u'r-^  eine   (r  —  4) -gliedrige  homogene  Gruppe   bestimmen. 

^*     diese  Weise  fortfahrend,  müssen  wir  schliesslich  zu  einer  (r  —  2m)- 

r    **^  fingen  homogenen  Gruppe   gelangen,   deren   Functionen   paarweise 

»  Tivolution  liegen.     Diese  Gruppe,   welche  von  den  ausgezeichneten 

^  ^*  *^  ctionen  unsrer  r-gliedrigen  Gruppe  gebildet  wird  (vgl.  Theorem  23, 

*     -«^(X)),  bringen  wir  dann  nach  Anleitung  von  S.  221  auf  eine  kano- 

"^^^^lie  Form. 


^  Pör  homogene  Functionengruppen  erhält  daher  das  Theorem  23, 

--siOO  die  folgende  speciellere  Form: 

Theorem  30.     Jede  r-gliedrigc  homogene  Functionengruppe 
^      den  Veränderlichen:  x^-x,,,  p^-'p^  lässt  sich  auf  die  Form: 

P^         '  P„^,       Xj  •  •  •  X„„        U^"   U^  (2m  -f  a  =  r) 
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bringen;  darin  sind  die  Pi  und  X,  homogene  Functionen  von 
bezüglich  erster  und  nulltcr  Ordnung  und  stehen  in  den  kano- 
nischen Beziehungen: 

(i^Px)  «  (P,X.)  =  (X,Xx)  =  0  (.  t  X),    (P,X,)  =  1 

(i,  x  =  l  ..  -m); 

ferner  liegen  f/j- •  Ug  unter  einander  und  mit  den  2m  Functionen: 
Pi"Pmy  X^-'-Xm  in  Involution  und  bestimmen  eine  q-gliedrige 
homogene  Functionengru2)pe,  welche  aus  den  ausgezeichneten 
Functionen  der  r-gliedrigen  Gruppe  besteht  Jenachdem  die 
ausgezeichneten  Functionen:  f /j  •  •  •  Ug  sämmtlich  homogen  von 
nullter  Ordnung  sind  oder  nicht,  kann  die  r-glirdrige  Gruppe 
auf  die  erste  oder  auf  die  zweite  der  beiden  kanonischen  Formen: 

Pl  •  •  •  Pmf       Xj  •  •  •  Xm,       Xm-f-1  *  '  •  X„,^^ 

und: 

Pl  •  *  •  Pm,       Pm-fl  •  •  •  -P/n-H?       X^  •  •  •  X,« 

gebracht  werden,  wo  Xm-^i - -- Xm-{^j  homogen  von  nullter  Ordnung 
sind  und  Pm-^i-*-Pm-\-q  homogen  von  erster.*) 

Wenn  wir  im  Folgenden  von  einer  kanonischen  Form  einer  homo- 
genen Fiinctionengruppe  sprechen,  so  meinen  wir  stets  diejenige  der 
beiden  eben  definirten  kanonischen  Formen,  welche  die  Gruppe  erhalten 
kann.  Eine  homogene  Gruppe,  welche  bereits  in  kanonischer  Form 
vorliegt,  nennen  wir  eine  „kanonische  homogene  Gruppe"  oder  auch, 
wenn  kein  Missverstandniss  zu  befürchten  ist,  kurz:  eine  „kanonische 
Gruppe". 

§  58. 

Ist  eine  homogene  Gruppe,  welche  nur  ausgezeichnete  Functionen 
nullter  Ordnung  enthält,  in  kanonischer  Form:  Pj  •  •  •  Pm,  X^  •  •  •  Xm-\-g 
vorgelegt,  so  kann  man  immer  eine  solche  Function  Pm-\-i  von  erster 
Ordnung  finden,  dass  P^'-Pm+i,  Xi"X;„4^  eine  kanonische  Gruppe 
ist,  welche  die  ursprüngliche  umfasst 

Nämlich  die  Polargruppe  der  homogenen  Gruppe:  P,  •  •  •  P^, 
Xj  •  •  •  X,ny  Xot+2  •  •  •  Xot+7  ist  homogen  und  enthält  X^+i  aber  nicht 
als  ausgezeichnete  Function.  Nach  dem  Satze  1,  S.  222  des  vorigen 
Paragraphen  enthält  daher  diese  Polargruppe  sicher  eine  Function 
Pmr\-i  von  erster  Ordnung,  welche  der  Bedingung:  (P„,^-i  X;„_|_i)  =  1 
genügt;  es  ist  klar,  dass  dieses  Pm-\-i  all©  gestellten  Forderungen 
erfüllt. 


*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  März  1873. 
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Wenden  wir  dieses  Verfahren  im  Ganzen  q-iml  hinter  einander 

ufj,    80  erhalten  wir  eine  kanonische  homogene  Gruppe:  Pj  •  •  •  J*„,4^, 

-X\  •  •  •  Xm-H    ohne   ausgezeichnete   Functionen.      Zu    dieser  fügen   wir 

ihre    homogene    Polargruppe    in    kanonischer   Form:    P„t-{-q-j-i  •  •  •  Pn, 

-X",j,-|-,^i  •  •  •  X„  hinzu  und  bekommen  so  eine  2«-gliedrige  kanonische 

homogene  Gruppe:  Pi  •  •  •  Pn^  X^  •  •  •  X«,  in  welcher  die  ursprüngliche 

»^-gliedrige  steckt.     Also: 

Satz  2.  Jede  liomogene  Ftinctionengruppe  in  den  Veränderlichen: 
^Tx  •  •  •  ^»;  Pi  ' ' ' Pnj  weldie  die  kanonisdie  Form: 

Pl  •  •  •  Pm^       Xj  •  •  •  X;n,       Xm-j-l  •  '  *  Xm-j-^ 

besitzt,    ist   in   einer   ^n-glicdrigen   kanonischen   homogenen   Functionen- 
ir^^tppe:  P^'  • '  Pny  Xi  •  •  •  X„  entlidlten. 

Kennen  wir  daher  zum  Beispiel  n  unabhängige  Functionen: 
-X\  •  •  -  X,  von  nullter  Ordnung,  welche  paarweise  in  Involution  liegen, 
so  lassen  sich  stets  n  von  einander  und  von  X^  •  •  •  X»  unabhängige 
^^unctionen  erster  Ordnung:  Pi  •  •  •  P»  finden,  welche  zusammen  mit 
Jon  X  die  kanonischen  Relationen  befriedigen.  Dieses  Ergebniss  ist 
"öS  echon  von  früher  her  bekannt  (s.  S.  137),  damals  fanden  wir  über- 
J*^s,  dass  diese  n  Functionen:  P^-*Pn  eindeutig  bestimmt  sind  und 
da.s8    die  2n  Functionen:  X^  •  •  •  X„,  P^-  -  -  Pn  die  Gleichung: 

luer^tiisch  befriedigen. 

Enthalten  zwei  homogene  Functionengruppen  von  gleicher  Glieder- 
^^hl  beide  nur  ausgezeichnete  Functionen  nullter  Ordnung,  deren  aber 
J?'^icj:li viele  unabhängige,  so  können  sie  bezüglich  auf  die  kanonischen 
*'or"i:jien: 

Pi  •  •  •  Pmj       X,   •  •  •  X„,J^ 

und  -  1  7         1  -rv 

Ql-  "   Qm,        ^1  •  •  •    Ym-\-q 

^^■^^acht  werden,  wo  die  P/,  X,  etwa  in  oc^-  -  -  ^n,  Pi*    - Pn,  die  ^,-,  Yi 

[^^S^jfen  in  yi-'-y»,  Qi"'Qn  geschrieben  sein  mögen.    Nach  dem  vor- 

^'^      aufgestellten  Satze   giebt  es  nun  stets  solche  weitere  Functionen: 

»^— -^.1  •  •  •  Pn,    X„,^^i  •"  Xn    und     Qm^i      '      Qn ,     i^m-H+1         '    "^n,    daSS: 

P,  •  •  •  Pji,     X.  •  •  •  Xm 

Ql  *  '  '   Qnf        Fl  •  •  •    Yn 

^^derum    kanonische   homogene   Gruppen    sind.     Ein    früherer    Satz 
^^-    139)  zeigt  ausserdem,  dass  die  Gleichungen: 

Xi=Yi,    Pi=Qi        (.=.1...*) 

^^tie   homogene   Berührungstransformation    bestimmen.     Es    ist    klar, 

Lie,  Theorie  der  Tranefarmationsgmppen.   IL  15 


226  Kapitel  12,  §§  58,  59,  60. 

dass  diese  Berührungstrausformaticu  die  homogene  Gruppe:  P^-"! 
Xj  •  •  •  Xm^  in  die  Gruppe:  Qi    -  ■  Qm,  I^i  •  *  •  Ym-^  überführt 

Folglich  erhalten  wir  das 

Theorem  31.     Haben  zwei  homogene  Functionengruppen 
den  Veränderlichen:  x^-'-Xny  Pi-'Pn  gleiche  Gliederzahl  wi 
enthalten  sie  beide  nur   ausgezeichnete  Functionen  nullt 
Ordnung,  deren  aber  gleichviele  von  einander  unabhängige, 
giebt   es  stets  homogene  Berührung stransformationen,    weh 
die  eine  Functionengruppe  in  die  andere  überführen. 

§  59. 

Bei  den  homogenen  Functionengruppen,  deren  ausgezeichn 
Functionen  nicht  alle  von  nullter  Ordnung  sind,  können  wir  uns  je 
kürzer  fassen. 

Die  kanonische  Form  einer  solchen  Gruppe  war:  P^  •  •  •  P^r 
Xi'-'Xjn.  Die  homogene  Polargruppe  der  homogenen  Grupj 
P^'-Pm,  Pm+i"'Pm-{^f  X^  •  •  •  X„»  enthält  Pm-\-i,  aber  nicht 
ausgezeichnete  Function,  es  giebt  daher  (vgl.  Satz  1,  S.  222)  in  die 
Polargruppe  eine  Function  nullter  Ordnung:  X^+i,  welche  die  G 
chimg:  (Pto-|-iXto4.i)  =  1  befriedigt.  Damit  ist  eine  kanonische  hör 
gene  Gruppe:  Pi  •  •  •  Pm-\-q,  X^  •  •  •  X,;»+i  gefunden,  in  welcher 
ursprüngliche  Gruppe  steckt.  Eine  q-msAige  Wiederholung  die 
Ueberleguugen  liefert  eine  Gruppe:  P^—Pm-f^,  X^  •  •  •  Xm-^^  ol 
ausgezeichnete  Functionen,  fügt  man  wie  oben  zu  dieser  ihre  hoi 
gene  Polargruppe  in  kanonischer  Form  hinzu,  so  bekommt  man  e 
2n-gliedrige  kanonische  Gruppe:  Pi  •  •  •  Pn,  X^  •  •  •  X»-     Also: 

Satz  3.  Jede  homogene  Functionengruppe  in  den  Veränderlich 
^1' ' '  ^ny  Pi  ' '  'Pny  wclcJie  dic  kanomscJic  Form: 

Pl  •  •  •  Pmy       Pto+1  •  •  •  -Pm-f^;       Xj  •  •  •  X,„ 

besitzt,   ist  in   einer   2n'gliedrigen  Icanonisdien   Iwitwgenen  Functioi 
gruppe:  Pj  •  •  •  P«,  X^  •  •  •  X„  enthalten. 

Durch  Betrachtungen  ganz  ähnlich  denen,  welche  uns  zu  c] 
obenstehenden  Theoreme  31,  führten,  erhalten  wir  das 

Theorem  32.  Haben  zwei  homogene  Functionengruppen 
den  Veränderlichen:  x^  -  •  •  x^,  Pi'  -  - Pn  gleiche  Gliederzahl  u 
enthalten  sie  beide  gleichviele  unabhängige  ausgezeichn 
Functionen  und  sind  endlich  diese  ausgezeichneten  Functior 
bei  Jceiner  der  beiden  Gruppen  sämmtlich  von  nullter  Ordnu 
so  giebt  es  stets  homogene  Bcrührungstransformationcn,  weh 
die  eine  Functionengruppe  in  die  andere  überführen. 
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Aus  den  beiden  Theoremen  31  und  32  folgt  sofort  das 

Theorem  33.  Eine  homogene  Functionengruppe  in  den  Ver- 
änderlichen x^'-'Xny  Pi'-'Pn  besitzt  nur  drei  Eigenschaften y 
welche  hei  allen  homogenen  Berührungstransformationen  in 
diesen  Veränderlichen  erhalten  bleiben,  nämlich  erstens  ihre 
Gliederzahl  r,  zweitens  die  Zahl  q  der  in  ihr  enthaltenen  un- 
abhängigen ausgezeichneten  Functionen  und  drittens  die  Zahl  q 
der  unabhängigen  ausgezeichneten  Functionen  nullter  Ordnung; 
diese  letzte  Zahl  q   ist  stets  entiveder  gleich  q  oder  gleich  q  —  1.*) 

Zwei  r-gliedrige  homogene  Gruppen  in  den  Veränderlichen: 
^1  •  •  •  ^»7  Ih' '  'Pn  wollen  wir  zu  demselben  Typus  homogener  Func- 
tianengruppen  rechnen,  wenn  die  eine  durch  eine  homogene  Berührungs- 
transformation in  diesen  Veränderlichen  in  die  andere  übergeführt 
werden  kann,  dagegen  rechnen  wir  sie  zu  verschiedenen  Typen, 
wenn  eine  solche  Ueberführung  nicht  möglich  ist.  Die  Zahl  der 
Typen  von  r-gliedrigen  homogenen  Gruppen  ist  natürlich  endlich, 
denn  sie  hängt  ab  von  der  Zahl  aller  möglichen  Werthsy steme :  g,  q' 
und  diese  Zahl  ist  endlich,  da  g  <  r  sein  muss  und  für  q'  nur  die 
beiden  Möglichkeiten:  q=q  und  q=q — 1  zu  berücksichtigen 
sind.  Selbstverständlich  giebt  es  überhaupt  in  den  Veränderlichen 
^i  '  '  '  ^n,  Pi  '  '  '  Pn  blos  eine  endliche  Zahl  verschiedener  Typen 
von  homogenen  Functionengruppen. 

§  60. 

Jetzt  wollen  wir  das  allgemeine  Transformationsproblem^  welches 
in  Kapitel  10  behandelt  worden  ist,  unter  der  besonderen  Voraus- 
setzung erledigen,  dass  nur  homogene  Berührungstransformationen  be- 
rücksichtigt werden.  Wir  denken  uns  also  r  Functionen:  U^-  •  Ur 
von  x^'^'Xn,  Pi'"Pn  gegeben  und  r  Functionen:  V^-'-Vr  von 
Vi  "  'Vrif  Qi'  *  'Qh  und  fragen  nach  den  Kriterien  für  die  Existenz 
einer  homogenen  Berührungstransformation: 

(3)  yi  =  ni(x,p),   qi  =  Ki(Xyp) 

welche   U^"  '  Ur  bezüglich  in  V^-  *  *  Vr  überführt. 

Zunächst  wollen  wir  den  besonderen  Fall  betrachten,  dass  U^"  Ur 
von  einander  unabhängig  sind  und  eine  r-gliedrige  homogene  Func- 
tionengruppe bestimmen,  so  dass  Relationen  von  der  Gestalt: 


*)  Lie,  Verhandlungen  der  Gres.  d.  W.  zn  Christiania,  März  1873. 

15* 


i4* 


1  i_  a  =  1  •  ■  -  ^  - 


.,«=1 

Soll  es  unter  diesen  Vormns&etzimgeB  eine  homogene  Berülunncrs* 
inzfiEformation  •  3 .  geben .  welche  l\  -  •  •  U-  in  Fj  •  -  -  F.  Tervmndelt^ 
«c*  meinen  ror  ailen  Dingen  mach  F.  -  •  -  F.  Ton  eüiAz^ier  cn^bhängig 
sein.  Denken  wir  cn^  ferner  die  betreffmde  Berühi^ing^tnuisfonnadon 
Aui  «iie  äleieh&n<^rn  i-l»  masgefohit.  so  erhalten  wir  mit  Berüeksich- 
tigong  der  Seiten  131  und  13S  die  Gleichen^«!: 


(^ 


^■\ 
j« 


^      .F 

>•  'iw  — -  =  IT, .  F, 


.  f; 


li,  «  =  ;---  r*. 

Soll  es  diher  eine  homogene  Berüimins?trut5xV*rmation  von  der  rer- 
langten  BeschajOTenheit  geben,  so  müssen  F.  —  F,  ihrerseits  auch  eine 
r>gli«*irige  homogene  Fcnetionengrupf«  K*stznimen  und  xwar  müssen 
die  ReiatfoEen  -b    identiseh  erfüllt  sein. 

Die  nothwendisen  Bedin:nniren.  wekhe  sieh  hiermit  ersehen  haben, 
sind  aiieh  hinreiehend. 

Nehmen  wir  nimüeh  an.  djkss  die  aitge^^ebenen  EWxüa^nuDgen 
erfüllt  sind-  Wir  bringen  die  r-güedrige  honiv^gene  Grcpjv:  l\-  l- 
aiif  eine  kanonische  Form:  X  •  X«.  P-'  •  Pj«  welche  durvh  die 
Gleichung«: 

dednirt  sein  mas.     Ofenhar  sind  dann: 

r,  =  ^,^^F.  -    .  F.i         ,  =  :      n 

V.  =  r  i  F.  -    -  F.\       V  =:      i 

unabhÄngice  Functionen  der  Gr-f  pe:  F.  -  -  F.  ;:ii:c  stehec  in  den 
kai>:-*ds<he&  Bezieh un^!en.  xu^leiv^h  wenien  c:e  Y  hom:o?rie  F^ur.etionen 
ii^ll^c-r  <J»ninung  ron  den  ^  iind  die  V  tvc:oge!2e  F-iK'i:c-&r::  erster 
önir~rg-  denn  <s  ist: 

|sT7-='>.  ^fs  —  =P: 

als»:   wird  icck: 

=  V 


5'  ----  '    ff 
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Hieraus    schliesseii  wir,   dass:    Fj  •  •  •  Ym,    Qi'  - '  Qh   eine    kanonische 

Form   der  homogenen  Functionengruppe:    V^  '  -  -  Vr   ist.     Nun   lassen 

sieh  nach  S.  225  und  226  2«  —  r  solche  Functionen  X,  F  der  x,  p 

und  2n  —  r  solche  Functionen   F,  Q  der  y,  q  finden,  dass  X^  •  •  •  X», 

Pi  •  •  •  P».  und    Fl  •  •  •  F„,    öl  •  •  •  öii    zwei    2n-gliedrige    kanonische 

homogene    Functionengruppen    werden.      Folglich    bestimmen    die    2n 

Gleichungen: 

Yi  =  Xi,  Qi  =  Pi      (.-1...«) 

eine  homogene  Berührungstransformation  und  zwar  offenbar  eine, 
welche  f/j  •  •  •  Ur  bezüglich  in  Fj  •  •.  •  Vr  überführt.  Unsere  Behaup- 
tung ist  somit  bewiesen  und  wir  haben  das 

Theorem  34.  Bestimmen  die  r  unabhängigen  Functionen 
Uy  •  •  •  Ur  der  Veränderlichen:  x^  •  •  •  x^,  Pi  -  - ' Pn  d^c  r-gliedrige 
homogene  Functionengruppe  und  die  r  unabhängigen  Functionen: 
U^  •  •  •  Ur  der  Veränderlichen:  a:/  •  •  •  Xn,  Pi  "  -pn  ebenfalls  eine 
r-gliedrige  homogene  Functionengruppe,  so  giebt  es  dann  und 
nur  dann  eine  homogene  Berührungstransformation: 

xl  =  Xi{x,  p),  pl  =  Pi{x,  p)      (i=i . . .  *.), 

ivelche  f/^  •  •  •  Ur  in  bezüglich  U^  •  •  •  Ur  überführt,  wenn  jeder 
der  Ausdrücke: 

sich  genau  so  durch  U^  •  •  •  Ur  ausdrückt,  wie  der  entsprechende 
der  Ausdrücke: 

^  O    TJ 

(^•^4p»        2^'d^         O'.x^l.r) 

durch  U^'"  Ur*) 

Sind  die  Functionen  f/^  •  •  •  Ur  selbst  schon  homogen  in  den  p, 
so  müssen  es  U^  •  •  •  Ur  natürlich  in  den  p'  sein  und  zwar  muss  jedes 
U,  von   derselben   Ordnung  homogen   sein  wie  das  entsprechende  Ui. 

Aus  dem  Theorem  34  ergiebt  sich  ferner:  Bestimmen  die  r  un- 
abhängigen Functionen  U^^-Ur  der  Veränderlichen:  x^-^Xn,  Py'"Pn 
eine  r-gliedrige  homogene  Functionengruppe,  so  ist  das  Bestehen  der 
Relationen  (4)  die  einzige  Eigenschaft  des  Functionensystems:  ü^  •  •  •  Ur, 
welche  bei  allen  homogenen  Berührungstransformationen  in  den  Ver- 
änderlichen x^"  '  Xny  Pi'  —Pn  erhalten  bleibt. 

Nunmehr  soll  der  allgemeine  Fall  behandelt  werden,  dass  die  vor- 


*)  Lie,  Mathematische  Annalen,  Bd.  VIII. 
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gelegten  Functioneu  i\'  •  *  Ur  uud  Tj  •  •  •  Vr  gauz  beliebig  sind,  do 
wollen  wir  wenigstens  die  Voraussetzung  machen,  dass  U^  *  -  -  Ur  y^ 
einander  unabhängig  sind,  eine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  i 
das  nicht  (vgl.  S.  210). 

Sollen  L\"'  Ur  durch  eine  homogene  BerQhrungstransformation  ( 
in  V^-  •  -  Vr  übergehen,  so  müssen  natürlich  auch  V^  -  •  -  Vr  v 
einander  unabhängig  sein,  ausserdem  niuss  sich  aber  bei  der  l 
treffenden  Berührungstransformation  jedes  {UiUx\  in  (F,  K,)  u 
jedes: 


m: 


3ij:r  H f-  5« 


dV, 


verwandeln.  Diese  Ueberlegung,  sowie  die  Erinnerung  au  die  Ei 
Wickelungen  der  Seiten  210  ff.  veranlassen  uns  folgendermassen  zu  v 
fahren.     Wir  bilden  die  sämmtlichen  Ausdrücke: 

(6)  (o;^.),^,   %v.^^ 

1  ' 

und  wählen  unter  ihnen  so  viele  als  möglich  aus,  welche  von  U^"- 
und  unter  einander  unabhängig  sind,  die  gefundenen  Functionen 
zeichnen   wir   mit:    f/i^+i  •  •  •  Lv,.     Femer  bilden    wir   alle  Ausdrüc! 


(7) 


c  u: 


iUiU^X,,  {u;u:x^,  ^Pr^'- 


und  wählen  unter  ihnen  so  viele  als  möglich  aus,  welche  sowohl  i 
Ui'  "  Ur,  U'r-\.i  •  '  Ur,  als  Unter  einander  unabhängig  sind,  sie  mog 
Ur[^i  ' ' '  Ur[  heissen.  In  entsprechender  Weise  bekommen  wir  j 
wisse  Functioneu:  f/r»4-i  •  *  *  Ur['  und  so  weiter.  Schliesslich  müsi 
wir  zu  einem  Systeme  von  ri>  r  unabhängigen  Functionen: 

gelangen,  welches  so  beschaffen  ist,  dass  die  Ausdrücke: 


(8) 


du. 


at/'" 


xp 


(U}"  Uf) 


xp 
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sicli  sämmtlich  als  Functionen  von:   U.  -  -  -  U^^^  allein  darstellen  lassen, 

mit  andern  Worten:  wir  müssen  zu  einer  r/ - gliedrigen  homogenen 
Functionengruppe:    U^-'-U^^^'  gelangen^    welche    die    r    Functionen: 

Ui  ' ' '  Ur  umfasst,    und    zwar    gelangen    wir   augenscheinlich    zu    der 
kleinsten  homogenen  Functionengruppe  von  dieser  Beschafifenheit. 
Nunmehr  suchen  wir  unter  den  Ausdrücken: 

(6')  (v,r.x„  i?2.ax 

1  ' 

diejenigen  auf,  welche  den  mit:  tC+i  -  •  -  U'r^  bezeichneten  unter  den 
Ausdrücken  (6)  entsprechen  und  nennen  sie  bezüglich:  V'rJ^i  •  •  •  Vr^, 
Ebenso  suchen  wir  unter  den  Ausdrücken: 

(7')  (f;f«v  (f/f/)^,,  ^ä'l^ 

diejenigen  aut^  welche  den  mit:  K[-fi  • '  '  U'r\  bezeichneten  unter  den 
Ausdrücken  (7)  entsprechen,  und  nennen  sie:  Vr[^\  •  •  •  Vr['  In  ähn- 
licher Weise  bilden  wir  die  Functionen:   Kl+i  *  •  •  Vl^K 

Wenn  eine  homogene  Berührungstransformation  U^-  -  -  Ur  in  be- 
züglich: V^- ' '  Vr  tiberführt,  so  verwandelt  sie  zu  gleicher  Zeit  auch: 
i[,r     .  . .  Ulf)  in   bezüglich:    V.i  •  •  •  F^'^;   es  kommt  in   Folge  dessen 

nur  darauf  an  zu  entscheiden,  ob  es  eine  homogene  Berührungs- 
transformation giebt,  welche  U^-  -  -  Uj!^  in  bezüglich  Fj  •  •  •  FJ'^  über- 
führt. Diese  Frage  ist  aber  sehr  leicht  zu  beantworten:  Eine  homo- 
gene Berührungstransformation  von  der  verlangten  Beschafifenheit  giebt 
es  dann  und  nur  dann,  wenn  F^  •  •  •  F^'^  von  einander  unabhängig  sind 

und  eine  rrgüedrige  homogene  Functionengruppe  bestimmen  und  wenn 
sich  ausserdem  (s.  Theorem  34,  S.  229)  jede  der  Functionen: 

^    ar,     ^    dvf  ^    dvf 

(f;f;)^^,    .   .    (f;;f(o)^^ 


(8') 


(F(OF<'0 


99 


genau   in  derselben   Weise  durch    Fj  •  •  •  F<'^  ausdrückt,   wie   die    ent- 
sprechende der  Functionen  (8)  durch:    f/^  •  •  •  UlfK 
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Wir  konuen  jetzt  sagen: 

Theorem  35.    Smd  in  den  Veränderlichen:  Xj  •  •  •  j;«,  p^  •  •  *p,^^ 
irgend  r  Functionen:    U^-  -  •  Ur  vorgelegt  und  in  den  Veränder  ^"^ 
liehen:   x^  '  -  -  x/,  Pi-'Pn     irgend  r  Functionen:   Ui  •  •  •  Ur,  s^^  - 
hann   man    stets    durch   Differentiationen    und  Eliminationei^ 
entscheiden,  ob  es  eine  homogene  Berührungstransformation: 

x{  =  Xi{x,  p),  pl  =  Pi(x,  p)      (.  =  1 . . . ») 

giebt,  welche  U^*  -  -  Ur  bezüglich  in  U^  •  •  ■  Ur  überführt*) 

Ueberdies  liefern  die  vorstehenden  Entwickelungen  alle  EigeiKU 
Schäften  eines  beliebigen  Functionensystenis:  Uiix,  JP)  *  *  *  Urix,  pj^ 
welche  gegenüber  allen  homogenen  Berührungstransformationen  in  dev.  ^ 
Veränderlichen  x,  p  invariant  bleiben-,  doch  wollen  wir  uns  uich  ^ 
mit  Auseinandersetzungen  über  diesen  Punkt  aufhalten. 

§  61. 

Jetzt  sind  wir  endlich  im  Stande  das  in  der  Einleitung  des  gegen- 
wärtigen   Abschnitts   aufgestellte   allgemeine   Transformationsproblenm 
zu  erledigen. 

Wir   denken    uns   m  Functionen:   JP\  •  •  •  F^   der  Veränderlichen: 
Zj  x^' ' '  Xnj  Pi' '  '  Pn  vorgelegt  und  m  Functionen:  5i  •  •  •  %m  der  Ver- 
änderlichen: z'y  a?i'  •  •  •  Xn  y  Pi  •  • ' Pn'i  es  soll  entschieden  werden,  ob  e^ 
eine  Berührungstransformation  von  der  Gestalt: 

(9)  z'  =  Z{z,  X,  p),  xl  =  Xi{z,  X,  p\  pl  =  Fi{z,  X,  p) 

(j  E=  1  . . .  n) 

giebt,  bei  welcher  JP\  •  •  •  F^  bezüglich  in  5i  * ' '  S»»  übergehen. 

Um  die  gestellte  Frage  zu  beantworten,  führen  wir  (vgl.  S.  139  ff.) 
an  Stelle  der  Veränderlichen:  z,  x^- -  •  Xn,  Pi  •  - '  Pn  die  homogenen 
Veräuderlichen:  y^  •  •  •  j/n+i,  Qi'  -  *  Qn-\-i  ein,  indem  wir  setzen: 

^  =  yn4-i,  «i  =  yii  •••  a?«  =  y« 

Pl  =  Z 7    '"  Pn= 

3n-f  1  ffü+l 

und  dementsprechend: 

0'  =  yUu   ^l    =  Vi,    '"    ^n    =  Vn 


5n+l  ^«-fl 


*)  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  VIU. 
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Alles  kommt  dann   darauf  an^  zu  entscheiden,  ob  es  eine  homogene 
Beröhrungstransformation : 

y/  =  Yy(if,  q),  q/=  Q,{y,  q)       (r=i...,  +  i) 

giebt,  welche  die  m  Functionen: 

bezüglich  in: 

er    (    *  f  '  ^1  ^«1         .        . 

\  ^n-f  1  2»-f-l  / 

Überführt.     Das  aber  haben  wir  vorhin  entscheiden  gelernt.     Also: 

Theorem  36.  Sind  in  den  Veränderlichen:  z^  ^i"'^n,  Pi'"Pn 
irgend  ir^  Functionen:  I\  '  -  -  Fm  vorgelegt  und  in  den  Veränder- 
lichen: z\  x^  '  * '  Xn\  Pi  ' '  *Pn  irgend  m  Functionen:  fji  •  •  •  fjm, 
so  hann  man  stets  durch  Differentiationen  und  Eliminationen 
entscheiden,  oh  es  eine  Berührungstransformation  von  der  Form: 

(9)  /  =  Z(0,  X,  jp),  x/  =  X,(0,  X,  p),  pl  =  Pi{z,  X,  p) 

(i  =  1  •  •  • ») 

giebt,  welche  F^-  -  -  Fm  bezüglich  in  5i  *  *  *  5'«  überführt. 

OSenbar  lassen  sich  auch  alle  Eigenschaften  eines  beliebigen 
Functionensystems:  F^^z,  x,  p)  -  '  -  F„i(z,  x,  p)  angeben,  welche  gegen- 
über allen  Berührungstransformationen  von  der  Gestalt  (9)  invariant 
bleiben. 


Kapitel    13. 

Die  Zusammensetzung  einer  Functionengruppe. 

Durch  das  gegenwärtige  Kapitel  wird  die  Theorie  der  Fuiictionen- 
gruppen  nach  einer  wesentlichen  Richtung  hin  vervollständigt  und 
zwar  im  ersten  Paragraphen  des  Kapitels  die  Theorie  beliebiger 
Functionengruppen,  im  zweiten  Paragraphen  die  Theorie  der  homo- 
genen Functionengruppen. 

§  62. 

Sind  9i  •  •  •  9r  unabhängige  Functionen  einer  r-glicdrigen  Fuilc- 
tionengruppe  in  den  Veränderlichen:  a?i  •  •  ■  a;»,  jp,  •  •  -jp»,  so  bestehen, 
wie  wir  wissen,  Relationen  von  der  Gestalt: 

(1)  (9, 9^)^^  =  Sli^  (91  •  •  •  9r)       ('.  X - 1  •  •  •  r) . 


iS4  £jdCL£i  zi.  I  «L 

Va     »8     £13:      jekäl      EL      *A^3Jti^^      -ä 


iJ»  von:   o*  FxiKÖ[HEi££  Ä,    Sa-  Vf»iai5*r!5ti*^  v-        v-  oe   Glei- 


3-      -=  I 

iTiiiikXtör^   Flik^:«»«!   irer   Arru«a:'S*   ä>£.  *»:•  *iri*njEf*a:  wir,   smss 

i  Ä.     — '  ~  Ä.        -  —  iL  .   -^  •  = 


?• 


&  rli  öfOLiUi^ä.  ins 
Ifsaätm  «  /"iM«  äsGws  /«äair'iM»  f><»  ihr  fiwm: 


=  Ä.  »- -      «. 


<       1=1 
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tionen:  (pi(Xy  J>)  •  •  •  9r(^',  p)  giebt,  welche  eine  r-gliedrige  Functioueu- 
gruppe  bestimmen  und  dabei  gerade  in  den  Beziehungen: 

(4)  {(pi  9x)^^  =  Wix  (9l  •  •  •  9r)  («,  X  =  1  . . .  r) 

stehen. 

Diese  Frage  soll  im  Folgenden  beantwortet  werden. 

Eine  r-gliedrige  Functionengruppe  von  der  verlangten  Beschaffen- 
heit kann  es  dem  obigen  Satze  1  zufolge  jedenfalls  nur  dann  geben^ 
wenn  die  Functionen  Wix  der  Grössen  q>i' '  •  (fr  sowohl  den  Glei- 
chungen: 

(5)  WiH'{'  Wxi  =  0         (»,  x  =  l...r) 

als  den  Gleichungen: 

(^)  2r  r^>  W.  +  ''''  d^.  +  "^^^  WJ  =  ^ 

(I,  x,/=l.       r) 

identisch  genügen.  Diese  für  die  Existenz  einer  solchen  Functionen- 
gruppe nothwendigen  Bedingungen  sind  nun  aber  auch  hinreichend, 
das  werden  wir  jetzt  beweisen. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  r^  gegebenen  Functionen  Wix  der 
Grössen  9i  •  •  •  9r  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  identisch  erfüllen. 

Wäre  es  schon  bewiesen,  dass  in  einer  geeigneten  Anzahl  2n 
von  Veränderlichen:  x^-  -  -  Xn,  Pi' ' '  Pn  «ine  r-gliedrige  Functionen- 
gruppe: q>i(x,  p)  ' '  '  ^r{Xy  p)  existirt,  für  welche  die  Relationen  (4) 
bestehen,  so  würden  wir  für  zwei  beliebige  Functionen  F  und  O  von 
9i  •  •  •  9r  die  Gleichung: 


(7) 


1  ...r 


(^<^)'p=5:§':i^(9'.-9'«). 


i,   X 


erhalten.  Wissen  wir  dagegen  noch  nichts  darüber,  ob  eine  solche 
Functionengruppe:  (pi(x,  jp)  •  •  •  ^r(x,  p)  wirklich  vorhanden  ist,  und 
in  diesem  Falle  befinden  wir  uns  vorläufig  noch,  so  hat  das  Symbol: 

{F{fp^ . . .  q>r)j     0{q>i '  •  •  q>r))^p 

überhaupt  gar  keinen  Sinn.  Unter  allen  Umständen  behält  nun  aber 
der  Ausdruck,  welcher  in  der  zweiten  Zeile  der  Formel  (7)  geschrieben 
ist,  einen  Sinn;  wir  führen  daher  für  diesen  Ausdruck  ein  neues  Symbol 
ein,  indem  wir  setzen: 

(8)  ^'«'.•«(9'x---9'0||^  =  |i^<»|. 

*.  X 
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In  diesem  Symbol:  |  |  ist  das  alte  Symbol:  (  )xp  als  ein  besonderi 
Fall  enthalten;  wenn  mau  nämlich  r  gleich  2n  wählt,  ffir  q>i'  "fpi 
bezuglich:  Pi'  '•  Pmy  x^-  - '  Xh  schreibt  und  endlich  alle  tr,-x   ausser: 

W^m  +  1.   1  =  *^»  +  «»  2  =  •  •  •  =  ICin,  »  =  —   1 

gleich  Null   setzt,  so  sind   die  Gleichungen  (5)  und  (6)  identisch 
iüllt,  und  wenn  U  und  V  beliebige  Functionen  von  z^*  •  -  x^j  Pi'  "1 
bezeichnen,  so  wird: 

Das  neue  Symbol:  |  {  besitzt  die  charakteristischen  Eigenschaft 
des  alten  Symbols:  (),j,. 

Vor  allen  Dingen  gilt  wegen:  tCix-\-  tCxt^O  die  Identität: 

(9)  \F0\-\-\0F  =0, 

welche   unter    Anderm    zeigt,   dass   der   Ausdruck    jjpl^'    immer   vi 
schwindet.     Ferner   hat   der    Ausdruck:    |9)i9>x|    offenbar   den    We 
iCix  und  der  Ausdruck: 


r  « 

*-       IX 


^!    "^^j  r. 


in  Folge  dessen  den  Werth:  ||9>i9>x|9>>|;  da  aber  die  Function 
fCx  (9>i  -  *  *  9>r)  die  Gleichungen  (6)  identisch  erfüllen,  so  besteht  au 
noch  die  Identität: 

(10)  Ik.V'^lv^l  +  I>x9>l9.|  +  |l9>g>.>i«|  =  0 

für  beliebige  Zahlen  i,  x,  j  der  Reihe:  1,  2  •  •  •  r. 

Die  Vermuthung  liegt  sehr  nahe,  dass  eine  Identität  Yon  di 
Form    auch  für    drei    beliebige   Functionen:   1^,   0,   !?  von   9)1  ••  •  ^Pr 

besteht     Um    die  Richtigkeit    dieser   Vermuthung   zu   beweisen,    v 
fahren  wir  folgendermassen. 

Aus  den  beiden  Identitäten: 

cF 


V,F|=2:9>.<P»I-^ 


1 

r 


1 

ergiebt  sich  in  bekannter  Weise: 


\fpiUp^F\\  —  \fp,\fpiF  \  z:^  ^  {|9i>«y,.|  —  |g)«>.9r  I)  ^• 


r- 
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also  mit  Berücksichtigung  von  (10): 

(11)  i<p.i9x-f'ii  -  kxiv.j'ii = iivivAn- 

Ebenso  erhält  man  aus  den  Identitäten: 


<Pi^\=^r\<Pi<pr\-^- 


1 

die  folgende: 

\q»\FO\\  -  |F|<p,ö.||  ~  ^{|9>.l-fVil  -  \t'Wi9A\\  II 


deren  rechte  Seite  wegen  (11)  die  Form: 

1 
annimmt-,  es  ist  mithin: 

(12)  W^Fn  -  \F\q>iO\\  =  \WJ<'\0\. 

Endlich  bekommen  wir  aus: 


J''^\---2\F'P'\Z 


1 

r 


d^ 


1 

die  Identität: 

|i''i*'F||  -  l^lF'i'll  -2}\\F\Oq>r\\  -  \^\Fg>A\ 

und   wenn   wir   hier  die   roclite  Seite   mit  Hülfe   von  (12)   umformen: 

(13)  l^l^'^ll  -  l<^|F'^ll  =^  lli^^l^l 
oder  was  dasselbe  ist: 

(14)  ll^^l'^l  +  |1<2>^|F|  +  ||»JP'i?'|<P|  -:.-0. 

Damit  ist  unsere  Vcrmuthung  bestätigt  und  wir  haben  den 

Satz  2.     Sind  die  r^  Functionen:  Wix  der  Veränderlichen:  g>i-  -  •  q)r 
so  bescliaffen,  dass  die  Gleichungen: 

t^ix(9l  •  •  •  9r)  +  «^xt(9l  •  •  •  9r)  =  0 


(15) 


^^  f         (^^i^  ^*^*.  ^*^»v  1 


(i,  x,y=al..  .r) 

identisch  erfüllt  sind,  und  seist  man: 
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cF    c^ 


50  erfüllen  drei  beliebige  Functionen:  F,  0,  W  der  q)»  stets  die  IdentUi 

(14)  IF0[  W\  +  \0^\F\  +  II  ^F^  0\  ^  0. 

Die  Identität  (14)  ist  offenbar  eine  Verallgemeinerung  der  Jaco 
sehen  Identität 

Nach   diesen  Vorbereitungen  nehmen  wir  die  Beantwortung 
auf  S.  234  f.  gestellten  Frage  in  Angriff.    Wir  denken  uns  also  r*  sol 
Functionen  tdx  von  9i  •  •  •  9r  vorgelegt,  welche  die  Gleichungen  ( 
identisch  erfüllen,  und  fragen,  ob  es  eine  r-gliedrige  Functionengrup 
9i(x,  p)  '  •  '  fpri^i  p)  giebt,  für  welche  gerade  die  Relationen: 

bestehen.  Um  diese  Frage  zu  beantworten,  gehen  wir  folgendermas  2^»  ^n 
zu  Werke:  Wir  suchen  r  =  2w  +  fy  solche  unabhängige  Function  «^n: 
Pi  •  •  •  Pm-\-q)  Xj  •  •  •  X,n  von  g>i  • '  •  9r  zu  bestimmen,  dass  RelatioKs.  -«en 
von  der  Gestalt: 

]P,x,|  =  i,   !P,Px|  =  ;P,-x.i  =  |x,x,|  =  o 

stattfinden;  ist  uns  das  gelungen,   so  werden  wir  ohne  Weiteres 
r-gliedrige   Functionengruppe   von   der   verlangten   Beschaffenheit 
geben  können;  wir  werden  also  finden,  dass  unsere  Frage  mit  ja.         s&ti 
beantworten  ist. 

Verschwinden   alle   Ausdrücke    l^/^xj    identisch,   so   können 
sofort  2m  -\-  q  =  r  unabhängige  Functionen:  Pj  •  •  •  Pm-{^f  X^  -    • 
von    der   gewünschten   Beschaffenheit    angeben;    wir    setzen    einfi 
g?!  ==  Pj,  •••  (p^=Pr,   dann    sind    die    Relationen:    |P,Px|  =  0 
selbst  erfüllt;   die  Zahl  m  ist  in  diesem  Falle  gleich  Null  und  q 

Von  jetzt  ab  wollen  wir  voraussetzen,  dass  nicht  alle  |9>i9x|  identm 
verschwinden,  insbesondere  seien  nicht  alle  i^i^xl  identisch  null. 

Wir  setzen  zunächst:  P^  =  (p^  und  suchen  eine  Function  F 
9i  •  *  •  9'-;  welche  der  Bedingung: 

genügt.     Unter  den   Lösungen  dieser  linearen   partiellen  Differeni^- 
gleichung    für   F  wählen   wir   irgend    eine   aus   und   nennen   sie 
Dass  dieses  X^  von   P^    unabhängig   ist,    folgt   aus    dem    identiscl' 
Bestehen  der  Relation:  |PiX|l  =  1. 

Nunmehr  bilden  wir  die   beiden   linearen   partiellen  Differenfci^^" 
gleich  ungen: 
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\PJ\=yl\F^q> 


vf 

— 

0 

0. 

(16) 

1 

Dieselben  sind  von  einander  unabhängig,  denn  sie  haben  nicht  alle 
Lösungen  gemein,  wie  man  schon  durch  Einsetzung  von  X^  an  Stelle 
von  f  erkennen  kann;  sie  bilden  überdies  ein  zweigliedriges  voll- 
ständiges System;  mit  Benutzung  der  Identität  (14)   bekommen   wir 

nämlich: 

|P,|X,/1|-|X.|P/||  =  |1P.Z,|/-|=|1/-|  =  0. 

Hieraus  folgt,  dass  es  gerade  r  —  2  unabhängige  Functionen:  9i'--9r-2 

von  9i  •  *  •  g>r  giebt,  welche  die  beiden  Gleichungen  (16)  befriedigen. 

Diese  Functionen   91  •  •  •  ^r— 2  sind  von  P^  und  X^  unabhängig;  denn 

wäre  etwa: 

Pi .—  Ä(Xi,  91' . . .  9,'L-2), 

so  ergäbe  sich  die  widersinnige  Gleichung:  |PiXi!  =  1  =  \F^Sl\  =  0. 
Wenn  91  -^r— 2  gefunden  sind,  so  berechnen  wir  die  Ausdrücke: 
l^iV*'!«  Verschwinden  dieselben  sämmtlich,  so  setzen  wir:  P^  =  9/, 
•  •  •  Pr— 1  =  9r_2  und  haben  damit  schon  das  gewünschte  Functionen- 
system:  Pj«-P„,4^,  Xi-X^;  die  Zahl  m  ist  gleich  1  und  q  gleich 
r'-2.  Verschwinden  dagegen  nicht  alle  1 9/9*1?  ^^  natürlich  nur 
eintreten  kann,  wenn  r>3  ist,  so  können  wir  annehmen,  dass  zum 
Beispiel  nicht  alle:  |9i'9x  j  gleich  Null  sind;  wir  setzen  dann:  Pj,  =  9^' 
und  bilden  die  Gleichungen: 

(16-)  |P./-|  =  0,     |X/|  =  0,    |P,/-|  =  1. 

Um  eine  Function  f  von  9i  •  •  •  9r  zu  finden,  welche  diese  Be- 
dingungen erfüllt,  suchen  wir  zuerst  eine  Function  W  von  9i  •  •  •  9r 
und  fy  welche  die  Gleichungen: 


(17) 


^,(W^)  =  |P,H^|  +  ^  =  0. 


befriedigt.  Diese  drei  linearen  partiellen  Differentialgleichungen,  welche 
augenscheinlich  von  einander  unabhängig  sind,  bilden  ein  dreigliedriges 
vollständiges  System  in  den  Veränderlichen:  9i  •  •  •  9r,  /",  denn  es  er- 
giebt  sich  mit  Benutzung  der  Identität  (14): 

A {A, ( W))  -  A, (A, (  W))  ..    II\X,\  W\  -  1 1  TKI  -.  0 

MM^V))-AMx{.W))~\\F,F,\W\^.\OW\^^0 

AiM  HO)  -  MM "'))  -  lix,p,|  >K|  - 10  w\  -  0. 


(18) 
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Wären  nun  die  Losungen  des  dreigliedrigen  vollständigen  Systems  (1 

alle  frei  von  f,  enthielte  also  das  System  (17)  die  Gleichung:  -07  = 

so  würden  die   beiden  Gleichungen:   IPiTf^l^sO  und   |XiTr|=0  d 
Gleichung:  |P2H^|  =  0  nach  sich  ziehen  und  es  würden  in  Folge  dessc* 
die  Ausdrücke:  IP^^^x'l  gegen  die  Voraussetzung  sämmtlich  verschwinde 
Wir  schliessen  hieraus,  das  das  vollständige  System  (17)  jedenfalls  ei 
Losung  W{(p^  *  •  •  9r,  f)  besitzt,  welche  das  /*  wirklich  enthält;  sei 
wir  aber  diese  Losung  gleich  einer  Constanten: 

H^(9i  •  •  •  9r,  f)  =  const 

und   denken   uns   die  eben   geschriebene  Gleichung  nach  f  aufgel^ 
so   bekommen   wir   bekanntlich   eine  Lösung  f  der  Gleichungen   (1 

Wir   denken   uns   auf  dem   angegebenen  Wege  eine  Losung 
Gleichungen  (16')    bestimmt    und    nennen   dieselbe:    X^\    dann    si 
Pi,  X|,  P2;  ^2  offenbar  von  einander  unabhängig  und  stehen  in  A. 
ge w  unschten  Beziehungen : 

|P,X.|  =  |P,X,|  =  1, 
P,P,|  =  1P.X,|  =  |X,X,|  =  0. 

Jetzt  stellen  wir  die  vier  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

(19)  IP/HO,     |X,/-|  =  0,     |P,/-|  =  0,    |X./-|=0 

in    den  Veränderlichen    9^  *  •  •  9r    äuf.     Keine    dieser  Gleichungen 
eine  Folge  der  übrigen,  was  mau  sofort  erkennt,  wenn  man  in  ih 
dem  f  der  Reihe  nach  die  Werthe:   Xj,  P^,  X2,  Pj   ertheilt     Fe 
ergiebt  sich  durch  Benutzung  der  Identität  (14)  und  der  Relationen  (L 
dass  die  Gleichungen  (19)  ein  viergliedriges  vollständiges  System  bild 
Dieses  vollständige  System  besitzt  gerade  r  —  4  unabhängige  Losung 
^r'-y/Li,  welche  offenbar  auch  von  P^,  X^,  Pj,  Xg  unabhängig  si 

Wie  man  jetzt  weiter  zu  verfahren  hat  ist  klar  und  braucht  ni 
erst  auseinandergesetzt   zu   werden.     Genug,   es   gelingt  in   der  Tl 
schliesslich  2m  +  (7  =  r  solche  unabhängige  Functionen:  P^'-'P^ 
Xj  •  •  •  X,n  von  9i  '  •  •  9r  7M  bcstimnion,  welche  die  Relationen: 

(20)  |P,P,l  =  |P,Xx|  =  |X,X,|  =  0  0-  +  X),    |P,X,|  =  1 

O,  X  =  1  .  .  .  r) 

identisch  befriedigen. 

Sind   Pi'P;,,4wy,  Xj-'X;«  als  Functionen  von   flPi-'-flPr  bestimi:»^^^ 
so  können  wir  auch  umgekehrt:   9i  •  •  •  ^>r  als  Functionen  von:  P^  - 
Pm-\-qy  X^'"Xm  darstclleu.     Verstehen  wir  dann  unter  F  und  9  z'V^  ^^ 
beliebige  Functionen  von  q>i  *    -  (pr,  so  erhalten  wir: 
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F0..  =  2j  \P'P'\tp;  dP^-^Z  '^•■^'läx,  dX  + 


t,   X  t«  X 


oder  wegen  der  Relationen  (20): 


1 
lusbesondere  wird: 


l9,9x!  =  w.xC9i •  •  •  90  =  ^'"bp"  ax —  äi"  Fp  7 ' 

wofür  wir  auch  schreiben  können: 

indem  wir  neben  Pj-'-Pm-f^,  X^-'-X,«,  noch  irgend  welche  in  q>x"'q>f 
nicht  vorkommende  Grössen:  Pot+^+i-'-P»,  X^+i-'-X»  als  unabhängige 
Veränderliche  einführen.  Bei  diesen  Festsetzungen  bestimmen  9i(X,P) 
'"(pr{X,  P)  offenbar  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  den  Ver- 
änderlichen Xi--X|,,  Pi"'Pn  und  zwar  eine  Functionengruppe,  welche 
den  auf  S.  238  gestellten  Anforderungen  genügt. 

Damit  ist  nebenbei  bemerkt  überhaupt  jede  r-gliedrige  Functionen- 
gruppe in  2w  Veränderlichen:  X^'-X»,  P^-'-Fn  gefunden,  welche  die 
verlangte  Beschaffenheit  hat.  Sind  nämlich:  il^i'  •  -  ilfr  solche  unab- 
hängige Functionen  von  X/'-'X»',  P^'---Pn,  welche  die  Relationen: 

identisch  erfüllen,  so  giebt  es  nach  Theorem  26,  S.  209  stets  eine 
Berührungstransformation  von  der  Form: 

z' ^  z  +  si(x,  P),    x/=Ä.(x,  P),  Pi'=ni(x,p) 

welche:  ^^(X,  P)"'q>r(X,P)  bezüglich  in:  ^i(X',  P')---*r(X',  P') 
verwandelt.  Führt  man  andrerseits  auf  die  Functionengruppe:  9i(X,  P) 
•  •  •  9r(X,  P)  eine  beliebige  Berühmngstransformation  von  der  an- 
gegebenen Form  aus,  so  erhält  man  natürlich  stets  wieder  eine 
Functionengruppe  von  derselben  Beschaffenheit. 

Wir  erhalten  somit  das 

Theorem  37.  Soll  es  wenigstens  für  gewisse  Werthe  von  n 
in  den  2w  Veränderlichen:  x^-  -  -  x„y  Pi'  -  -  Pn  eine  r-gliedrige 
Functionengruppe  geben,  die  r  solche  unabhängige  Functionen: 

Lie,  Theorie  der  Transforinationagpruppexi.   II.  16 
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q>i(x,  p)-"Vr{x,  p)  enthält,  für  welche  Relationen  von  der  Gestalt 

mit  vorgeschriebenen  Functionen  tc^  bestehen,  so  ist  nothwendii^ 
und  hinreichend,  dass  die  Functionen  Wix  der  Grössen  tp^" 
die  Gleichungen: 


(22) 


r 

2 


dw 


ClC 


xj 


(i,  X,  y=l  .  .  .r) 


Bit 


w 


rx 


dtp 


£-    =0 


sämmtlich  identisch  befriedigen.    Sind  diese  Bedingungen  e^ 
füllt  und  hat  man  in  den  2n  Veränderlichen:  0:^  •  •  •  x»,  ft  •  •  • 
eine  r-gliedrige  Functioncngruppe:  fPi(Xy  p)'"q)r(jc,p)f  für  welci 
die  Relationen  (21)  bestehen,  so  findet  man  alle  anderen  de 
artigen  Functionengruppen  in  2n  Veränderlichen,  indem  m( 
auf:  ^lix,  p)  ' '  •  q>r{x,  p)  die  allgemeinste  Berührungstransfo 
mation  von  der  Form: 

/^z  +  Sl(x,p),    Xi=Si{x,p),    p{  =  ni(x,p) 

(»  =  1  •  •  •  n) 

ausführt.*) 

Sind  r*  FunctioDen  Wix{q>i"'fpr)  vorgelegt,  welche  die  Gleichung 
(21)  identisch  erfiillen,  so  kann  man  im  Allgemeinen  nur  durch  In 
gration  eine  r-gliedrige  Function engruppe:  ^i(pc,  p)'"q>r(Xj  p)  find 
für  welche  die  Relationen  (21)  bestehen,  und  zwar  zeigen  die  obig 
Entwickelungen,  dass  jedenfalls  nur  die  Integration  von  linearen  p 
tielleu    Differentialgleichungen    erster   Ordnung   erforderlich   ist    od 
was  auf  dasselbe  hinauskommt:  die  Integration  simultaner  Systeme 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen.   Dagegen  kann  man  ohne  Integrati 
die  ganzen  Zahlen  m  und  q  finden,  welche  in  der  kanonischen  Fo: 
Pi««-P„,_l^,  Xi'"X,n  der  unbekannten  Functionengruppe:  9>i(5P, |))- 
q>r{x,  p)  auftreten. 

Die  Zahl  q   ist  nämlich  offenbar  die  Anzahl  der  unabhängig 
ausgezeichneten  Functionen,  welche  die  Functionengruppe:  9>i(^,l>)^ 
q>r{x,  p)  enthält.     Man  findet  daher    nach  S.  191   die  Zahl   q   dur* 
Untersuchung  der  Determinante:  2^  +  (9i9i)  ' '  *  isPr^r)  oder,  was 
dasselbe  hinauskommt,  durch  Untersuchung  der  Determinante: 

Wtt{(p)      •       Wir{l^) 

.  •  • 

Wrl{q>)       •       U)rr{^) 


rr- 


Ute 


r- 


•  • 


*)  Lie,  VerhaDdlungen  der  Ges.  d.  W.  za  Christiania  1888. 
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Verschwindet  diese  Determinante  nebst  allen  ihren  Unterdeterminanten 
(r  —  l)-ten,  •  •  •  (r  —  A  +  l)-ten  Grades  identisch,  ohne  dass  alle 
Unterdeterminanten  (r — A)-ten  Grades  verschwinden,  so  ist  q  gleich  Ä. 
Hat  man  q  bestimmt,  so  findet  man  m  aus  der  Gleichung:  2m  =  r  —  q. 
Noch  ist  zu  bemerken,  dass  man  ohne  Integration  auch  die  kleinste 
Zahl  2n  von  Veränderlichen  x^-'-Xn^  Pi'-pn  angeben  kann,  in  welchen 
es  eine  r-gliedrige  Functionengruppe:  <Pi{x,  p)  •  -  *  g>r(Xyp)  giebt,  für 
welche  die  vorgelegten  Relationen  (21)  bestehen.  Es  leuchtet  ein, 
dass  diese  kleinste  Zahl  2n  den  Werth  2(m  -j*  i)  besitzt;  in 
2n  =  2(m  +  S)  Veränderlichen:  x^-  • »  Xny  Pi-  -  -  Pn  giebt  es  nämlich 
offenbar  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  von  der  betreffenden 
Beschaffenheit,  in  2n  <  2(m  +  q)  giebt  es  aber  keine  solche  Func- 
tionengruppe, denn  eine  (2m  +  g)  -  gliedrige  Functionengruppe  in 
2n  <  2(m  +  q)  Veränderlichen:  x^"  >  Xn,  Pi  -  •  •  Pn  kann  (vgl.  S.  176, 
Satz  5)  niemals  eine  kanonische  Form  von  der  Gestalt: 

besitzen. 

Die  Entwickelungen,  welche  zu  dem  Theoreme  37,  S.  241  gefühi-t 
haben,  lassen  sich  zum  Theil  etwas  anders  gestalten. 

Wir  versetzen  uns  wieder  auf  den  Standpunkt  zurück,  welchen  wir 
auf  S.  238  nach  dem  Satze  2  einnahmen.  Wie  damals  denken  wir  uns  r^ 
solche  Functionen  Wix  von  q>i'"q>r  vorgelegt,  welche  die  Gleichungen  (15) 
identisch  befriedigen  und  suchen  nun  r  =»  2  m  -f-  /;  solche  unabhängige 
Functionen:  Pi  -  -  -  J^m-H,  Ä^  •  •  •  Z,«  zu  finden,  dass  Relationen  von  der 
Gestalt: 

|P,Z,|  =  1,     |l^-P«|  =  |P,Xx|  =  |X,Xx|  =  0 
bestehen. 

Zunächst  verfahren  wii*  genau  so  wie  früher;  wenn  nicht  alle  |9t9x| 
identisch  verschwinden,  so  bestimmen  wir  wie  auf  S.  238  f.  r  solche  unab- 
hängige Functionen:  P^,  X^,  9i-«9^_2  von  deu  9,  dass  die  Gleichungen: 

(23)  |P,XJ  =  1,    |p,9,;|=o,    \x,q>;\  =  o 

(x  =  l-..r  — 2) 

identisch   erfüllt  sind.     Nunmehr   aber  bilden  vdr   die   beiden  Identitäten 
(vgl.  Satz  2,  S.  237): 

ll9>/9x'|Pi|  +  ||9x'Pi|9/|  +  IIA9/I  Wl  =  0 

IkiVl^il  +  llW^ik/l  +  ll^iWIvx'l  =  0, 

welche  wegen  der  Belationen  (23)  die  Form: 

||9,V|P,|  =  0,     ||9,*V|Xi|  =  0 

erhalten.  Hieraus  geht  hervor,  dass  mit  ^/•••^/..s  zugleich  auch  jedes 
q>iq>x[  eine  Lösung  des  zweigliedrigen  vollständigen  Systems:  iP^fl^^^O, 
^if\  =  ^  ^st,  und  da  jede  Lösung  dieses  vollständigen  Systems  sich  als 

16* 
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eine  Function  von  q>i  •  • '  q>'r^2  allein  darstellen  lässt,  so  ergiebt  sich,  dass 
Relationen  von  der  Form: 

(24)  I q>i'q>x  \  =  w,x(q>i  •  •  •  g>'r-2)  ('»  x  =  i  •  • .  r -  2) 

bestehen. 

Sind   nicht  alle   Wix  identisch  null,   insbesondere  etwa  nicht  alle  »rix, 

so  setzen  wir:  P«  =  q>i  und  suchen  eine  Function  F  von  g)i  •  •  •  9r— 2> 
welche  die  Bedingung  erfüllt: 

1 

Ist  F{(p['*»q>r-.'i)  eine  Lösung  dieser  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
iu  den  Veränderlichen  ^i-'-^r— 2i  so  setzen  wir:  X^  =  i^X^i  *  *  *  ^^r—a)  ""^^ 
bilden  nunmehr  die  beiden  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 


(25) 


in  den  Veränderlichen  q>["'q>'r—2-  Die  Gleichungen  (25)  sind  offenbar  von 
einander  unabhängig,  ausserdem  bilden  sie  ein  zweigliedriges  vollständiges 
System,  denn  es  ergiebt  sich: 

\P»\^»f\\-\X,\Af\\  =  \\P,X,\f\-\lfir^O, 


it  it 


sie  haben  demnach  gerade  r  —  4  unabhängige  Lösungen:  tp\'**tpr—\  gemein. 
Man  erkennt  überdies  leicht,  dass  Pj,  Xj,  91'*  ••9^^1.4  unabhängige  Functionen 
von  g)i*--9r— 2  sind  und  dass  jedes  \fpifp%\  sich  als  eine  Function  von 
tp\'  •  •  ^>r—JL  allein  darstellen  lässt. 

Das  Functionensystem:  91'*  •  *  9>r^  behandeln  wir  nun  genau  so,  wie 
vorhin  das  Functionensystem:  91  •  •  •  g>r— 2  und  indem  wir  so  fortfahren, 
gelangen  wir  schliesslich  zu  r  solchen  unabhängigen  Functionen:  Pi  •  •  • 
P„,-l-^,  Xj  •  •  •  Xm  der  ^>,  welche  in  den  gewünschten  Beziehungen: 


lP,X.-i  =  l,     |P,Px|==|P,Xx|  =  |X,Xx|  =  0 
stehen.     Das  weitere  ist  dann  wie  auf  S.  240  f. 

§  63. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  behandelte  allgemeine  Problem 
weilen  wir  jetzt  etwas  specialisiren.  Wir  wollen  nämlich  untersuchen^ 
unter  welchen  Bedingungen  es  möglich  ist^  die  Zahl  n  so  zu  wählen^ 
dass  es  in  den  Veränderlichen:  x^-  -  *  Xn,  Pi  •  •  P«  eine  r-gliedrige 
homogene  Functionengruppe  giebt,  welche  die  folgenden  Eigenschaften 
besitzt:  sie  soll  r  unabhängige  Functionen:  \"hr  enthalten,  welche 
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in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind,  und  diese  r  Functionen 
sollen  vorgelegte  Relationen  von  der  Form: 

(26)  (Ä.Ax)^  =  ^UK  '  '  '  Ar)  (.-,  X  =  1  .  .  .  r) 

erfüllen. 

Soll  es  eine  Functionengruppe  von  der  verlangten  BeschaiFenheit 
gebeu;  so  müssen  die  Functionen  Wix  dem  Satze  1^  S.  234  zufolge  die 
Gleichun$];en: 

tVixQh  •  •  •  Ar)  +  WxiQh  . . .  A^)  =  0 


dto.,,  dw^t  dtOj. 


/97\  ^c^  cto.^  CW^f  o\ 


0 


identisch  befriedigen.  Zu  diesen  Bedingungen  tritt  jetzt  augenschein- 
lich noch  die  hinzU;  dass  die  Win  homogene  Functionen  erster  Ordnung 
von  hl  ' ' '  hr  sein  müssen. 

Sind  die  angegebenen  Bedingungen  erfüllt;  so  können  wir  uns 
nach  dem  Theoreme  37  immer,  etwa  in  den  Veränderlichen:  x^^-Xn, 
Pi"'Pn  eine  r-gliedrige  Functionengruppe:  ^i{x,  p)"*(pr{Xy  p)  gegeben 
denken,  für  welche  die  Relationen: 

(28)  (9» 9x)ay  =  ^^Vx (9l  •  •  •  9r)  (.',  X  =  1  .  .  .  r) 

bestehen.  Allerdings  brauchen  hier  9>j  •  •  *  9>r  keineswegs  homogen 
von  erster  Ordnung  in  den  p  zu  sein,  aber  es  lässt  sich  nachweisen, 
dass  es  stets  eine  Berührungstransformation  von  der  Gestalt: 

(29)  ss'  =  z  +  Slix,p),    x!  =  Si{x,p),    pl  =  ni{x,p) 

giebt,  bei  deren  Ausführung  <Pi{x,  p)'"g>r(Xf  p)  in  solche  Functionen: 
U^'^Ur  von  Xi'-'Xny  Pi"'Pn  übergehen,  welche  in  den  jj'  homogen 
von  erster  Ordnung  sind.  Diese  Functionen:  H^'-Hr  stehen  dann  in 
den  Beziehungen: 

und  bestimmen  daher  eine  r-gliedrige  homogene  Functionengruppe 
von  der  verlangten  Beschaffenheit. 

Will  man  das  Vorhandensein  einer  derartigen  Berührungstrans- 
formatiou  (29)  nachweisen,  so  genügt  es,  die  Functionengruppe: 
9i{^)  P)  ' ' '  9r{x  ^  p)  auf  eine  solche  kanonische  Form:  P^*  *  -  P^, 
Xj^-'-Xq  (TO+9=r,  m>o)  ZU  bringen,  dass  die  Pt  homogen  von  erster, 
die  X,-  homogen  von  nullter  Ordnung  in  (pi'"g>r  werden.  Ist  nämlich 
eine  derartige  kanonische  Form  gefunden,  so  lassen  sich  9)1  •••^r  als 
Functionen  von:  P^  •  •  •  P^,  X^  •  •  •  JSQ  darstellen  und  zwar  werden  sie 
offenbar  homogen  von  erster  Ordnung  in   P^  '  -  -  Pm>     Fügt  man  nun 
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zu:  Pi  •  •  •  Pm,  Xi' ' '  Xq  solche  Functionen:  P^+i  •  •  •  Pn,  X^^i  •  •  •  X, 
der  X,  p  hinzu,  dass  Pi'"Pnj  Xj^'"Xn  eine  2n-gliedrige  kanonische 
Gruppe  wirdy  so  giebt  es  nach  Theorem  13^  S.  130  eine  Berührungs- 
transformation  von  der  Form: 

0'  =  ^  +  £l{x,p)j    Xi'  =  Xi(x,p),    Pi=^Pi(Xjp) 

und  diese  führt  augenscheinlich:  <Pt(x,  p)  - "  <Pr(x,  p)  in  gewisse 
Functionen:  jff ^  •  •  •  JBr  von  a:/-  •  •  Xn\  Pi  - '  -pn  über,  welche  in  den  jp' 
homogen  von  erster  Ordnung  sind. 

Es  bleibt  uns  also  nur  noch  übrig,  eine  solche  kanonische  Form: 
Pi' ' '  Pm,  Xi' '  -  Xq  (m+g=r,  m>o)  der  Functioueugruppe:  <Pi{x,  p)-- 
g>r{^,p)  zu  bestimmen,  dass  die  P  homogene  Functionen  erster 
Ordnung  von  g>i'  -  •  (pr  werden  und  die  X  homogene  Functionen 
nullter  Ordnung.     Das  wollen  wir  jetzt  thun. 

Verschwänden  in  den  Gleichungen  (28)  alle  t(^ix(9i***9>r)  identisch, 
so  könnten  wir  setzen:  P|  =  y^,  ••  •  Pr  =  9r  und  hätten  daher  schon 
eine  kanonische  Form  von  der  verlangten  Beschaffenheit.  Wir  wollen 
daher  annehmen,  dass  nicht  alle  Wix  und  dass  insbesondere  nicht  alle 
u;ix  gleich  Null  sind. 

unter  den  gemachten  Voraussetzungen  können  wir  9^  als  die 
Function  P^  wählen  und  müssen  nun  zunächst  eine  Function  f  von 
den  Grössen: 

jJL  =  t;i,  .  .  .  ^  =  v^i 

bestimmen,  welche  zu:  P^  =  y^  in  der  Beziehung:  {^>if)^  =  1  stehi 
Für  f  erhalten  wir  auf  diese  Weise  die  Bedingung: 

(30)  ^^^^i^^)^W,-h 

deren  Coefficienten  (91  Vx)  offenbar  homogen  von  nullter  Ordnung  in 
9,  •  •  •  9r  und  daher  Functionen  von:  Vj  •  •  •  Vr^\  allein  sind.  In  Folge 
dessen  ist  (30)  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
in  den  Veränderlichen:  v^'"Vr^i.  Irgend  eine  Losung  dieser  Differential- 
gleichung wählen  wir  als  X^. 

Nunmehr  bilden  wir  in  den  Veränderlichen:  9i  ■  *  *  9r  die  beiden 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 


(31) 


dF 


(X,F)^2;(X,F)I^^  =  0, 
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welche  offenbar  von  einander  unabhängig  sind^  und  zeigen  in  der 
bekannten  Weise,  dass  sie  ein  zweigliedriges  vollständiges  System 
bilden,  dessen  r  —  2  unabhängige  Lösungen  von  P^  und  X^  unab- 
hängig sind  und  eine  (r  —  2)-gliedrige  Functionengruppe  in  x^'-'Xny 
Pi  ' ' '  Pn  bestimmen. 

Wären  alle  r  —  2  unabhängigen  Losungen:  jP^-'J^V— 2  dieses  voll- 
ständigen Systems  homogen  von  nuUter  Ordnung  in  den  9,  so  würden 
die  (FiFx)  homogene  Functionen  (— l)-ter  Ordnung  von  9>i"*9>r,  sie 
müssten  also,  da  sie  sich  durch  JF\  •  •  •  jPr^a  allein  ausdrücken  lassen, 
sämmtlich  identisch  verschwinden.  Wir  würden  in  diesem  Falle  setzen: 
X2  =  jPi,  •••  Xr-i  =  jPr-2  uud  CS  wärc!  P^,  X^ ,  X,  •  •  •  X,w.i  eine 
solche  kanonische  Form  unsrer  r-gliedrigen  Functionengruppe,  wie 
wir  sie  suchen. 

Sind  dagegen  nicht  alle  Lösungen  des  vollständigen  Systems  (31) 
homogen  von  nuUter  Ordnung  in  den  9,  so  bilden  die  Gleichungen  (31) 
zusammen  mit: 

(32)  9>i-ä^  H h  9>r^  =0 

ein  dreigliedriges  vollständiges  System,  was  man  sehr  leicht  daraus 
erkennt,  dass  die  (Pi9x)  homogene  Functionen  erster,  die  (X^^^x)  solche 
nullter  Ordnung  von  9>i  •  •  •  9>r  sind.  Es  seien  nun:  ^g  •  •  •  ^,^2  unab- 
hängige Lösungen  dieses  dreigliedrigen  vollständigen  Systems,  femer 
sei  9/  eine  Function  von  9i  •  •  •  9>r,  welche  die  Gleichungen  (31)  und 
ausserdem  noch  die  Gleichung: 

(33)  .  ''ilf +  ---+9''-|f=^ 

befriedigt  —  dass  es  eine  solche  Function  g)^  giebt^  sieht  man  eben- 
falls sehr  leicht  ein  — ,  dann  ist: 

9>if  92  =  *29i'>  •  •  •  9'r-i  =  tr-%g>i 

eine  Form  der  besprochenen  (r  —  2)-gliedrigen  Functionengruppe.  In 
den  Relationen: 

welche  zu  dieser  Form  der  betreffenden  Gruppe  gehören,  sind  die  wtx 
homogene  Functionen  erster  Ordnung  von  y/  •  •  •  9^%,  das  folgt  aus 
dem  Umstände,  dass  jedes  g)/  und  ebenso  jedes  (g>ig>x)  homogen  von 
erster  Ordnung  in  g)^"  *  g>r  isi 

Behandeln  wir  jetzt  die  (r  —  2)  -  gliedrige  Gruppe:  g>i  •  -  •  g>'r^2 
ebenso,  wie  bisher  die  r- gliedrige:  g>i'  ''g>r  und  fahren  wir  in  dieser 
Weise  fort,   so  erhalten  wir  schliesslich  die  gewünschte  kanonische 
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Form:  Pj  •  •  •  P„,,  X^  —  X^  unsrer  r -  gliedrigeD  Grappe,  wo  i 
homogen  von  erster  Ordnung  in  den  ip  sind  und  die  X  homogei 
nullter  Ordnung. 

Nach  S.  245  f.  ist  nunmehr  bewiesen,  dass  es  unter  den  Vc 
Setzungen,  welche  wir  über  die  Functionen  tCt«  gemacht  haben, 
eine  r-gliedrige  homogene  Functionengruppe   giebt,  welche  r  i 
hängige  Functionen:  hi(x,p)'-'hr{x,p)  enthält,  die  in  den  Beziehu: 

stehen  und  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind. 

Hat  man  in  den  Veränderlichen  ar,  •••x«,  Pi-pn  eine  r-glic 
Functionengruppe:  Ai(x,  /))•••  Kip^t  P)  ^^^  dieser  Beschaffenheit 
fQhrt  man  auf  A,--/ir  irgend  eine  homogene  Beruhrungstransform; 

(34)  x/  =  Si (Xy  p),    Pi'  =  77.  (x,  p)         (. = 1 . . . ») 

in  diesen  Veränderlichen  aus,  so  erhält   man  naturlich   in  x^' • 
Pi'"'Pm'  t  unabhängige  Functionen  Siix\  p')    -  •  Hr(x\  p'),  n 
in  den  p'  homogen  von  erster  Ordnung  sind  und  in  den  Beziehu 

stehen.  Sind  andrerseits  H^(x\  p')"'Ur(x\  p')  irgend  r  unabha 
Functionen  von  der  eben  geschilderten  Beschaffenheit,  so  giebt  es 
Theorem  34,  S.  22Q  immer  eine  homogene  Berührungstransfom 
(34),  welche  Ai(j:,  !>)•••  K{x^  p)  bezüglich  in  U^{x'j  p')  •  •  •  Hr{? 
überführt 

Es  gilt  demnach  das 

Theorem  38.  Soll  es  tcenigstens  für  gewisse  Werthe  t 
in  den  2w  Veränderlichen  Xi  •  •  •  x,,  Pi  •  •  -p«  eine  r-glid 
homogene  Functionengruppe  geben,  die  r  solche  unabhä^ 
Functionen:  hJx,p)'"hr(Xyp)  enthält,  welche  in  den  p  hon 
von  erster  Ordnung  sind  und  welche  in  Beziehungen  vof 
Gestalt: 

(26;  (*i*x)^  =  «Ox(Ai  •  •  •  hr)  0.  x=  1  .  .  -  r) 

stehen,  mit  vorgeschriebenen  Functionen  tf,>,  so  ist  nothwe 
und  hinreichend,  dass  die  tr,«  homogene  Functionen  e 
Ordnung  der  h  sind  und  dass  sie  die  Gleichungen: 

•r«(Ai  '  "hr)  +  w^i{hi  ...  Ar)  =  0 

identisch  befriedigen.  Sind  diese  Bcdingungin  erfüllt  unc 
man  in  den  2h   Veränderlichen:  z^  •  •  •  x«,  Pi'  •  -  Pm   irgend 


127. 


=  0 


Die  Zusammensetzniig  einer  Functionengruppe. 
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r-gliedrige  homogene  Functionengruppe:  h^ipr,  p)  •  •  •  Kipc,  p)  von 
der  betreffenden  Beschaffenheit,  so  findet  man  alle  andern  der- 
artigen Functionengruppen  in  2n  Veränderlichen,  wenn  man 
auf:  hi{Xf  p)  '  -  -  hr{x,  p)  die  allgemeinste  homogene  Berührungs- 
transformation: 

Xl  =  Ä(X,  p),      pl  ==  TliiXy  p)  (.•  =  1 .  . .  n) 

in  x^'  "  Xn,  Pi  '•  'Pn  ausführt.*) 

Sind  r*  Functionen  M?,x(Äi"Ar)  vorgelegt,  welche  in  den  h  homogen 
von  erster  Ordnung  sind  und  die  Gleichungen  (27)  identisch  befriedigen, 
so  kann  man  jedenfalls  durch  Integration  simultaner  Systettie  von  gewöhn- 
liehen  Differentialgleichungen  eine  r-gliedrige  homogene  Functionengruppe 
finden,  die  r  unabhängige  homogene  Functionen  erster  Ordnung:  h^{Xyp) 
'•'hr{x,p)  enthält,  für  welche  die  Relationen  (26)  bestehen.  Dagegen 
kann  man  stets  ohfie  Integration  die  ganzen  Zahlen  m  und  q  finden, 
welche  in  der  oben  betrachteten  kanonischen  Form:  Pj-'-P,«,  X^^-Xg 
der  unbekannten  homogenen  Functionengruppe:  h^{x,  p)  -  • 'hr(Xj  p) 
auftreten. 

Uie  Differenz  m  —  q  ist  nämlich  absolut  genommen  gleich  der 
Anzahl  der  unabhängigen  ausgezeichneten  Functionen,  welche  die  un- 
bekannte Functionengruppe:  Ai(a;,  p)  -  -  '  hr{x,  p)  enthält.  Absolut 
genommen  kann  daher  diese  Differenz  nach  dem  auf  S.  191  beschriebenen 
Verfahren  bestimmt  werden,  indem  man  die  Determinante: 

.         •         • 

tVrl(h)       •       Wrrih) 

und  ihre  Unterdeterminanteu  untersucht. 

Um  nun  auch  das  Vorzeichen  von  m  —  g  zu  finden,  beachte  mau 
Folgendes:  Die  ausgezeichneten  Functionen  der  gesuchten  Gruppe: 
hj^iXf  p)  ' ' '  hr{x,  p)  sind  alle  oder  nicht  alle  von  nullter  Ordnung, 
jenachdem  entweder  q  —  m  oder  m  —  q  positiv  ist.  Welcher  von 
diesen  beiden  Fällen  eintritt,  das  lässt  sich  auf  Grund  von  S.  219 
durch  Untersuchung  der  Matrix: 

I  Wii(h)     •     Wir{h) 


Wri  (h) 


Wrr{h) 
hr 


entscheiden. 

Ist  die  Zahl  m  —  q  bestimmt,  so  ergeben  sich  m  und  q  selbst 
aus  der  Bedingung:  m  +  g  =  r. 

*)  Lie,  VcrhaDdlungen  der  Ge».  d.  W.  zu  Christiania  188b. 
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Abtheilung  III. 
Infinitesimale  Berflhrnngstransformationen. 

Die  wichtigsten  Ergebnisse  des  ersten  Abschnitts  wurden  unter 
fortwährender  Benutzung  des  BegrifiPs  der  infinitesimalen  Punkt- 
transformationen abgeleitet,  während  Rechnungen  mit  endlichen  Punkt- 
transformaÜonen  verhältnissmässig  selten  vorkamen.  Ebenso  sollen 
von  jetzt  ab  im  Grossen  und  Ganzen  nur  infinitesimale  Berührungs- 
transformationen  benutzt  werden,  während  die  endlichen  zurücktreten. 
Es  wird  sich  zeigen,  dass  auf  diese  Weise  eine  ebenso  grosse  Ver- 
einfachung erzielt  wird,  wie  im  ersten  Abschnitt  bei  den  Unter- 
suchungen über  Punkttransformationen. 

Von  jetzt  ab  werden  einige  der  Ergebnisse  des  ersten  Abschnitts 
als  bekannt  vorausgesetzt,  allerdings  nur  die  hauptsächlichsten. 


Kapitel   14. 

Die  Form  der  infinitesimalen  Berührungstransformationen. 

In  der  ersten  Abtheilung  des  vorliegenden  Abschnitts  haben  sich 
verschiedene  Kategorien  von  endlichen  Berührungstransformationeu 
ergeben;  denen  entsprechen  nun  ebensoviele  Kategorien  von  infinitesi- 
malen. Wir  wollen  diese  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  der  Brcihe 
nach  betrachten  und  ihre  allgemeine  Form  bestimmen. 

§  64. 
Eine  infinitesimale  Transformation: 

xf=  5(^,  X,  p)  1^  +  yju^,  X,  p)  11  +  yin„{B,  X,  p)!^ 

in  den  Veränderlichen  Zj  x^*-  •  Xn^  Pi'  "  Pn  heisst  eine  infinitesimale 
Berührungstransformationy  wenn  sie  die  PfaflFsche  Gleichung: 

(1)  dz  —  p^dXi  —  •  • .  —pndXn  =  0 

invariant  lässt. 

Da  Xf  den  Zj  x,  p  die  unendlich  kleinen  Zuwachse: 

dz  =  tSt,  öxi  =  iiöt,  öpi  =  Ttiöt 

(«  =  1  •  •  •  n) 


Die  Form  der  infinitesimalen  Berührungstransformationen. 
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ertheilty  so  lässt  es  nach  Abschnitt  I^  S.  531  die  Pfaffsche  Gleichung  (1) 
dann  und  nur  dann  invariant,  wenn  der  Ausdruck: 

^  {dz  —  PidXy^ PndXn)  =  dfg  —  ^  {nidXi  +  pid^i) 

1 
die  Form: 

<y(£f,  x^  p)  •  {de  —  p^da^ p»dxn) 

besitzt,   oder  wie  wir  es  damals  ausdrückten,   wenn   eine  Gleichung 
von  der  Form: 

X(dz  —  p^dXi PndXn)  =  ö{js,  x,p){dz — Pidx^ PndXn) 

identisch  besteht 

Wünschen    wir    daher    alle    infinitesimalen    Berührungstransfor- 
mationen X/*  zu  finden,  so  haben  wir  nur  g,  Si  *  -  -  S«,  ^i  •  - 
allgemeinster  Weise  so  zu  bestimmen,  dass  identisch  wird: 


STn,   c   m 


n 

(2)  ^5  —  ^  i^tidXi  +l)i(f|f)  =  6{dz  "-PidXi PndXn)  . 

1 

Die  Gleichung  (2)  ist  äquivalent  mit  dem  folgenden  Systeme  von 
2n  +  1  Gleichungen: 


(3) 


dt  ÖS, 

dz  ~^^W 

dxg       "^  dx- 


-■P-ä7-  =  * 


—  p. 


dPi 


0 


(<-.!. ..«), 


welches  wir  offenbar  so  schreiben  können: 


f|j(5-l>ili 


(4) 


...  —  Pn\t^  =  ^ 


_a_ 

setzen  wir  daher: 


^(g-i>iSi  — 


Pfi  In)  +  <fPi  =  ni 

Pn  g«)  =  —  5. 


=  1  •  •  .  »); 


i—Piil Pnin  =  —    W, 


SO  bekommen  wir: 
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(5) 


I. 


dW 


dp,' 


TCi  =^  —  2 


dW 


CXi 


dW 


9        air  , 


(i  =  1  •  •  •  n), 

wahrend  die  Function    W  vollkommen  willkürlich  bleibt. 

Dieses  Ergebniss  wollen  wir  in  einem  Satze  aussprechen: 

Satz  1.     Die  allgemeinste  infinitesimale  Berührungstransfonnaiiof^B —     in 
den  Veränderlichen  2y  x^  --  -  Xn^  Pi  -  -  -  Pn  hesitsst  die  Form: 


(6) 


8z 
dt 

dw 

=  PI  -■ — 

+  ... 

+  i>. 

dW 

-  W 

Sx. 

St 

dW 
"dp,  ' 

dp. 

dt 

0  =  1 

•  .  .  n), 

dW 

dx. 

dW 

^•-  dz 

wo  W  eine  willkürliche  Function  von  z,  x^-  -  *  x»,  Pi'  -  -  Pn  bezeictm- 
Dass  (6)  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  ist  und  cds  S(^ 
die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  p^  dx^  —  •  •  •  —  p^ dXn  =  0  invariant 
zeigt  sich  darin,  dass  vermöge  (6)  die  Identität: 

(7)     ^lidz—pidXi pndXn):Eii—^j{dz—pidXi Pndx^)     — 

besteht. 

Die  Function    W(z^  x,  p),   durch    welche   die    infinitesimale 
rührungstransformation    (6)    bestimmt   ist,    nennen    wir    die 
ristiscJie  Function  dieser  Transformation. 

Ist  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  vorgelegt,  eb 


^. 


df 


n 


df 


IL 
dp,' 


1  1 

so  kann   man  sofort  ihre   charakteristische  Function   W  angeben, 
lautet  nämlich: 

W'=i>ili +  •••+!'» S»  -t. 

Ist  umgekehrt  irgend  eine  Function   W{z^  ^y  P)  g^geheu,  so 
stimmen    die    Gleichungen    (6)   die    infinitesimale    BerQhrungstransfi 
mation,  welche   W  zur  charakteristischen  Function   hat;  das  Sym 
dieser  infinitesimalen  Transformation  lautet: 

oder  bei  Anwendung  des  Zeichens  [  ]: 


je 


(6a) 


i  wf\  -  w  l[- 
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Es  leuchtet  hier  unmittelbar  ein,  dass  zwei  Functionen  W^  und  W^, 
welche  sich  nur  um  einen  constanten  Faktor  unterscheiden,  zwei  in- 
finitesimale Berührungstransformationen  liefern,  welche  äquivalent 
sind,  denn  die  Symbole: 

der  letzteren  unterscheiden  sich  imr  um  einen  constanten  Faktor. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  die  charakteristische  Function 
W  schon  an  und  für  sich  die  betreffende  infinitesimale  Berührungs- 
transformation repräseutirt  und  in  Folge  dessen  das  Symbol  (6a)  voll- 
standig  ersetzt.  Es  ist  demnach  ganz  berechtigt,  wenn  wir  geradezu 
von  der  infinitesimalen  Berührungstransformation   W{0,  x,  p)  reden. 

Auf  Grund  der  vorstehenden  Betrachtungen  können  wir  dem 
Satze  1  folgende  Fassung  geben: 

Theorem  39.  Jede  infinitesimale  Berührungstransfor- 
mation: 

ist  durch  die  Function: 

ihre  sogenannte  charakteristische  Function  vollständig  be- 
stimmt Andrerseits  ist  jede  beliebige  Function  W{0,  x^  p)  die 
charakteristische  Function  einer  ganz  bestimmten  infinitesi- 
malen  Berührungstransformation,   welche  durch   das   Symbol: 


dargestellt  w 
Beispiel. 

ird.*) 
Setzen  wir: 

so  wird: 

■ 

8t     }/r+p.'+ •••+?/'     8t 

8z                               1 

8t              |^i+p,.  +  ...+p^» 

(|  =  1  .  .  .  «), 

*)  Der  Begriff  infinitesimale  BeruhrungstratUifortnation  wurde  eingeführt  in 
der  Abhandlung  „Kurzes  Besumä  mehrerer  neuer  Theorien**  von  Sophus  Lie; 
Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  3.  Mai  1872;  vgl.  auch  Math.  Ann. 
Bd.  VIII,  Göttinger  Nachrichten  Decbr.  1874,  Archiv  for  Mathematik  Bd.  1,  1876 
und  Bd.  6,  1881,  Abhandlungen  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  W.    1888. 
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hieraus  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

welche^    nebenbei  bemerkt,  aussagt,  dass  alle  Elemente  e,  Xj  p 
gleichlange  infinitesimale  Strecken  ät  verschoben  werden. 

Wählen  wir  insbesondere  n  =  2,  so  erhalten  wir  im  gew5! 
liehen  Räume  eine  infinitesimale  Berührungstransformation ,  wel«z:^  lie 
jedes  Flächenelement  senkrecht  zu  seiner  Ebene  um  die  onendL  m^^ 
kleine  Strecke  dt  verschiebt  (eine  infinitesimale  Paralleltransformatic^  ^kd). 


Das  Rechnen  mit  infinitesimalen  Berührungstransformationen 
staltet  sich  wesentlich  einfacher  als  das  Rechnen  mit  endlichen  ^KzSe- 
rührungstransformatiouen.  Es  beruht  das  in  erster  Linie  darauf,  ^^slss 
eine  infinitesimale  Berührungstransformation  durch  eine  einjsige  Funa^itm 
W  der  Veränderlichen  z,  x^  '  • '  Xn,  Pi*  -  -  Pn  vollständig  bestimmt  ist, 
denn  aus  diesem  Umstände  folgt  sogleich,  dass  jedes  Bechnen  mit  'in- 
finitesimalen Berührungstransformationeti  auf  ein  Bechnen  mit  charcmJkie' 
ristischen  Functionen  hinauskommt. 

Aus  Abschnitt  I  wissen  wir,  dass  es  bei  Untersuchungen  i3.l>er 
Transformationsgruppen  im  Allgemeinen  genügt,  die  infinitesima-l^i^ 
Transformationen  in  Betracht  zu  ziehen.  Hieraus  ergiebt  sich  für 
Behandlung  der  Gruppen  von  Beriihrungstransformationen  ein 
waltiger  Vortheil. 


Wir  wenden  uns  jetzt  zur  näheren  Untersuchung  der  infinit 
malen  Berührungstransformationen  in  z,  x, -- -  x^,  p,  -    -pn. 

Jede  infinitesimale  Berührungstransformation  in  z,  Xi  *  >  -  ^^^^ 
Pi,' ' '  Pn  erzeugt  eine  eingliedrige  Gruppe,  deren  Transformatioi*- ^^ 
Berührungstransformationen  sind,    denn   sie  lassen  nach  Abschnibt^  ' 

S.  530  sämmtlich  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  pj^dXi  — PndXn  =  0 

invariant.     Lässt   umgekehrt   eine    eingliedrige    Gruppe   in    den    V^ 
änderlichen  z,  x^^  -  "  Xn,  Pi  -  -  -Pn  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  PidXi  —  ...  —  pndXn  =  0 

invariant,  so  besitzt  ihre  infinitesimale  Transformation*)  dieselbe  Eig 
Schaft.     Also: 


*)  Im  Texte  werden  überall  nur  solche  eingliedrige  Gruppen  betrachteti  t^ 
von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  sind.  Es  scheint  unnöthig,  den  Eor 
Wickelungen  des  Textes  dieselbe  allgemeine  Fassung  zu  geben,  wie  in  Abscbnitt 
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Satz  2.  Eine  eingliedrige  Gruppe  in  den  Veränderlichen  z,  x^-^x^y 
•pn  ist  dann  und  nur  dann  eine  Gruppe  von  Jicrührungstrans- 
itionen,  wenn  ihre  infinitesimale  Transformation  eine  Berührungs- 
formation ist, 

Ist  W  die  charakteristische  Function  einer  infinitesimalen  Be- 
ingstransformation^  so  bezeichnen  wir  die  von  der  letzteren  erzeugte 
iedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationen  auch  wohl  als 
ingliedrige  Gruppe  W. 

Eine  infinitesimale  Berührungstransformation  reducirt  sich  dann 
nur  dann  auf  die  identische  Transformation ;  wenn  ihr  Symbol 
^isch  verschwindet,  wenn  also  die  Zuwachse: 

(f  =  1  •  •  •  n) 

iitlich  identisch  null  sind;  hierfür  ist,  wie  man  aus  der  Gleichung: 

"        dx.       dz 

It,  nothwendig  und  hinreichend,  dass   W  identisch  verschwindet. 
Sind: 

Symbole  zweier  infinitesimaler  Berührungstransformationen  und 
teht  man  unter  e^y  c^  zwei  beliebige  Constanten,  so  ist  auch: 

c,AJ+  c,ÄJ^  [c,  TT,  +  c,  W„  n  -  (c,  W,-\-c,  W,)  f/ 

infinitesimale  Berührungstransformation  und   zwar   eine  mit  der 
akteristischen  Function:  c^W^  -{-  C2  W2. 
Nun    sind   r    infinitesimale   Transformationen:    A^f'^-Arf  dann 

nur  dann  von  einander  unabhängig,  wenn  es  unmöglich  ist,  r 
be  nicht  sämmtlich  verschwindende  Constanten  q  *  •  •  Or  anzugeben, 

der  Ausdruck:  c^Aif-] [- Cr-4r/*  identisch  null  wird.    Folglich 

»mmen  wir  den 

Satz  3.    Die  r  infinitesinuilen  Berührungstransformationen: 

dann  und  nur  dann  von  einander  unabhängig^  wenn  zwisd^en  VT^  •  •  •  Wr 

Identität   von  der  Form:   Cj  TTj  + \'  CrWr^O   besteht^   in 

«r  die  Constanten  c.  -  >  -  Cr  nicht  sämmtlich  verschunnden. 

Soll    eine    Function    0(jSj  x,  p)    die   infinitesimale   Berührungs- 
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><  »^ 

transformation:    [Wf]  —  W^^  gestatten,  so  ist  (Abschnitt  I,   S.  £ 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  der  Ausdruck: 

[TT*]- TT II 

identisch    verschwindet.      Ist    diese    Bedingung    erfüllt,    so    gestat^^ 
0(jEr,  X,  p)  zugleich   alle  endlichen  Transformationen  der  eingliedri 

Gruppe:    [TVY]  -  W%' 


e- 


SoU  andrerseits  eine  Gleichung:  F{is,  x,  p)  =  0  die  infiniU^^^y. 
male  Berührungstransformation  lV(Zj  x,  p)  und  demnach  auch  ^^.Ije 
von  derselben  erzeugten  endlichen  Berührungstransformationen 
statten,  so  ist  (Abschnitt  I,  S.  112)  nothwendig  und  hinreichend,  d 
der  Ausdruck: 

vermöge  jF  =  0  verschwindet. 

Eine    Gleichung,    welche    die    infinitesimale    Berührungstransfor- 
mation  W{3y  ^f  p)  gestattet,  ist  die  Gleichung   W-=0  selbst,  d 
der  Ausdruck: 

[WW]—  W^ 


'J5f 


verschwindet  offenbar  vermöge  W=0,    Umgekehrt  können  wir,  we 
irgend    eine    Gleichung:    0(js,  x,  2>)  =  0   vorliegt,   sofort   eine    infi 
tesimale  Berührungstransformation  angeben,  bei  welcher  sie  invari^^i^^ 
bleibt,  eine  solche  ist  nämlich  die  Transformation:  4>(j9,  x,  p). 

Dass  die  Gleichung  W  =  0  gegenüber  der  infinitesimalen  Berübrun.^?^' 
transformation  W(z,  x,  p)  eine  gewisse  ausgezeichnete  Stellung  einnim  ^^ot, 
geht  noch  deutlicher  aus  der  folgenden  einfachen  Betrachtung  hervor. 

Die  infinitesimale  Berührungstransformation  W(£^  x,  p)  verwand  «It 
jedes  Element  z,  x,  p  in  ein  unendlich  benachbartes:  z  -f-  6z ^  x  -}-  ^^' 
P  "f"  ^P'  E^  liegt  daher  nahe  zu  fragen,  ob  oder  wann  dieses  letztere  '■^^* 
dem  Elemente  z,  x,  p  vereinigt  liegt.  Die  Beantwortung  dieser  Frag'O  ^^ 
sehr  leicht.  Wir  wissen,  dass  die  vereinigte  Lage  dann  und  nur  <3»d" 
eintritt,  wenn  die  Gleichung: 

dz  dx  dx^ 

6-t—^^-dT -P'»  ~dt   =  ^^^''  ^.  1>)  =  0 

erfüllt  iät.     Also  sehen  wir: 

Die  infinitesimale  Berührungstransformation  W{z^  rr,  p)  führt  daf^  ^^ 
ment  z,  x^  p  dann  und  nur  dann  in  ein  unendlicii  henadibartes,  m^t-  *^ 
vereinigt  liegendes  über^  wenn  es  der  Gleichung:  W(z,  x,  p)  =»  0  gen-^id^i» 

Früher  stiessen  wir  wiederholt  auf  solche  infinitesimale  irx"aiis- 
formationen    in   z,  Xj  /),    welche   die    Form    [TK/*]    besassen.  Diese 
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infinitesimaleD  Transformationen  [Wf]  sind  Jceine  Beriihrungstrans- 
Formationen;  denn  der  Ausdruck: 

dx  8x^       dz 

J'i  -äF  +  ■  •  •  +  ^"  -»r  -  äi 

verschwindet  für  sie  identisch,  was  nur  bei  solchen  infinitesimalen  Be- 
rührnngstransformationen eintritt;  die  sich  auf  die  identische  Trans- 
formation redueiren  und  das  thun  die  [TT/^]  offenbar  nicht.  Dagegen 
steht  die  Transformation  [  Tf /"]  allerdings  zu  einer  gewissen  infinitesi- 
malen Berührungstrausformation;  nämlich  zu 

in  naher  Beziehung,  denn  sie  ertheilt  augenscheinlich  jedem  Werth- 
System  jSf,  a;,  jj,  welches  der  Gleichung  Tr=0  genügt;  genau  die- 
selben Zuwachse  wie  diese.  Mit  Berücksichtigung  von  Abschnitt  I; 
Kap.  7  und  Kap.  14  können  wir  daher  sagen: 

Die  infinitesimale  Transformation: 

[Wf] 

und  die  infinitesimale  Berührungstransformation: 

[wn-  w\{ 

lassen   beide  die  Gleichung    T^  =  0  invariant  und  transformiren  beide 

die  Elemente  0,  x,  p,  welcJie  dieser  Gleichung  genügen,  in  gleiclier  Weise. 
Von  den  beiden  zugeliörigen  eingliedrigen  Gruppen  gilt  dasselbe. 

Erfüllt  ein  m-gliedriges  Gleichungensystem:  0^  =  0,  •••  0„,  =  0 
in   den  Veränderlichen  jer,  a;,  •  •  •  a;»,  Pi  - '  -  Pn   die  Pfaffsche  Gleichung: 

de  —  p^dXi  — Pndxn==^0y   so    giebt   es  (vgl.  S.  41)  m  solche 

Functionen  A^  •  •  •  Am  von  den  Zy  Xy  p,  dass  die  Gleichung: 

(A)       dz—pidx^^ PndXn  =  A,  .d*i  H [-  ^-^^m 

für  jedes  Werthsystem  z,  x,  p,  welches:  0i  ==  0,  •  •  •  O«  =  0  be- 
friedigt, in  den  Differentialen  dz,  dx^  •  •  •  dXn,  dp^  •  •  •  dpn  identisch 
besteht.     Machen  wir  daher  in  (A)  die  Substitution: 

'^*'  =  1^*''   ^P'  =  -  (If + ^'  17)  *^' 

SO  erhalten  wir  eine  Gleichung: 

-  W=  A,  {[WO,]  -  W-^)  +  .  • .  +  Am  ([WO„,]  -  W  -^f ), 

liie,  Theorie  der  Traniformationsgruppeu.   11  17 
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welche  bei  beliebiger  Wahl  der  Function  W(js,  x,  p)  vermöge: 
^j  =  0,  •  •  •  Ofn  =  0  besteht.  Setzen  wir  insbesondere  voraus,  dass 
das  Gleichungensystem:  ^^  =  0,  •••  ^„,«=0  die  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation W  gestattet,  so  verschwinden  die  m  Ausdrücke: 

sämmtlich  vermöge:  4>j  =  0,  •  •  •  ^„,  =  0  und  wir  bekommen  den 
Satz  4.     Gestattet  ein  m-gliedriges  Gleidmngefisysteni: 

welclhes  eine  Elementmannigfaltigkeit  des  Raumes  z,  x^- '  -  Xn  darstellt^  die 
infinitesimale  Berührungstransformation:    W(0,  x,  p),  so  befriedigen  alle 
Elemente  dieser  Elementmannigfaltigkeit  die  Gleichung:    W=0. 
Andrerseits  gilt  der 

Satz  5.  Ist  ein  m-gliedriges  Gleiehungcnsystem:  ^^  =  0,  •  •  •  ^,„  =  0 
in  den  Veränderlichen  z,  x^  -  -  •  Xn,  Pi  "  -  Pn  so  bescJiaffen,  dass  alle 
[^**x]  vermöge:  ^j  =  0,  •  •  •  ^^  =  0  verschwinden,  so  gestattet  dieses 
Gleichungensysteni  jede  infinitesimale  Berührungstransformation,  denken 
charaJcteristische  Function  W  vermöge:  ^^  «=  0,  •  •  •  4>,„  =  0  verschwitideL 

Unter  den  Voraussetzungen  dieses  Satzes  verschwinden  nämlich 
(vgl.  Kap.  4,  Satz  6,  S.  91)  alle  [W^^^]  und  demnach  auch  alle: 

vermöge:  ^^  «=  0,  •  •  •  Om=^  0, 

In  dem  Satze  4  ist  nach  der  Natur  der  Sache  w  5>  n  -f-  1 ,  in 
Satz  5  aber  ist  w  ^  n  +  1.  Beschranken  wir  uns  daher  auf  den  Fall: 
in  =  n  +  1,  so  erhalten  wir  durch  Verbindung  beider  Sätze  den 

Satz  6.  Ein  (w  -f-  1)  -gliedriges  Gleichungensystem:  0^=0^  •  •  • 
^„4-1  =  0  in  den  Veränderlichen  z,  Xi*  *  -  Xn,  Pi  -  -  -  Pnj  welches  eine 
Element- Mn  des  Baumes  0,  x^  -  -  >  Xn  darstellt,  gestattet  die  infinitesimale 
Berührungstransformation  W(js,  x,  p)  dann  und  nur  dann,  tvenn  alle 
Elemente  der  Element- Mn  die  Gleichung:   W=0  erfüllen. 

§  65. 

Unter  den  infinitesimalen  Berührungstransformationen  W(is,  x,  p) 
sind    von    besonderer  Wichtigkeit   diejenigen,    welche   nicht   blos   die 

Ifaff 9che  Gleichung:  dz — p^dx^ •  —  PndXn  =  0  invariant  lassen, 

sondern  auch  den  Pfaff sehen  Ausdruck:   dz  —  PidXj^ PndXn 


11 
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lEine  beliebige  infiDitesimale  Berührungstransformation  W{Zj  Xy  p) 
edigt^  wie  wir  wissen^  die  Gleichung: 

-^{de—pidXi PndXn)=  —  -^(dz—p^dXi PndXn). 

sst    dieselbe    insbesondere    auch    noch    den    Pfaffschen    Ausdruck: 

—  PidXi PndXn  invariant,  so  genügt  sie  (vgl.  Äbschn.  I, 

531)  der  Bedingung: 

-^{d0  —PidXi PndXn)  =  0. 

ä.s  aber  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  -3—  identisch  verschwindet, 

'  dz  ' 

^nn  also    W  von  z  frei  ist.     Damit  haben  wir  das 

Theorem  40.   Eine  infinitesimale  Berührungstransformation 
it  der  charakteristischen  Function  W(jSyXyp)  lässt  den  Pfaff- 

hen  Ausdruck:  dz  — Pidx^ •  —  PndXn   dann  und  nur  dann 

'Variant,  wenn  W  eine  Function  von  den  x,p  allein  ist.  Das 
Igemeine  Symbol  einer  solchen  infinitesimalen  Berührungs- 
onsformation  lautet: 

>  ^  eine  beliebige  Function  von  a?|  •  •  •  x„,  Pj^  •  •  -pn  bezeichnet. 
Lässt  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  in  den  z,  x,  p 
^  Pfaffschen  Ausdruck:  dz — Pidx^  —  •  •  •  — PndXn  invariant,  so 
^i^zen  auch  alle  Transformationen  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen 
"^ippe  diese  Eigenschaft;  die  betreflfenden  Transformationen  haben 
h  er  nach  Kap.  5,  S.  146,  Satz  19  die  Gestalt: 

Z'    =    Z     +     Sl{XyP)y  X/=Xi(X,p)y  p{=Pi(XyP) 

(»  =  1  •  •  •  n) . 

^iss  man  umgekehrt  von  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  Berührungs- 
^-i^sformationen,  dass  alle  ihre  Transformationen  die  eben  geschriebene 
^^n  besitzen,  so  kann  man  daraus  schliessen,  dass  dieselbe  von  einer 
S^nitesimalen  BerührungstrB.nsiorm9A,ion  von  der  Form  (8)  erzeugt  ist. 
Bei  einer  infinitesimalen  Berührungstransformation  mit  der  charak- 
rtstischen  Function:  g>{x,  p)  werden  die  Veränderlichen:  x^-'-Xn, 

•  •  •  j>«  unter  sich  transformirt  und  zwar  durch  die  verkürzte  infini- 
^imale  Transformation  (9/*).  Sehr  oft  ist  es  von  Interesse,  diese 
'^Würzte  Transformation  für  sich  zu  betrachten.  Natürlich  trans- 
•"*>iirt  die  von  {g)f)  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  die  Veränderlichen 

IP  genau  so  wie  die  von: 

^^^Ugte  eingliedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationen. 

17* 
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Die  verkürzte  infinitesimale  Transformation  {q>f)  reducirt  sieh 
dann  und  auch  nur  dann  auf  die  identische  Transformation,  wenn  q) 
eine  Constante  ist,  während  bei  der  infinitesimalen  Beröhrungstrans- 
forraation: 

das  entsprechende  nur  für  9  ^  0  eintritt  (vgl.  S.  255). 

Sollen  r  infinitesimale  Beruhrungstransformationen  mit  den  charak- 
teristischen Functionen:  q>i{x,  p)"'(pr{x,  p)  von  einander  unabhängig 
sein,  so  ist  nach   Satz  3,   S.  255  noth wendig  und   hinreichend,   dass 

zwischen  ^i  •  •  •  9r  keine  Ideutität  von  der  Form:  c^^i-j [-Cr^r^^O 

besteht.     Dagegen  gilt  der 

Satz  7.     Die  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen: 

in  den  VeränderlicJien  x,  p  sind  dann  und  nur  dann  von  einander  unah- 
liängig,  wenn  (Pi  -  •  -  q)r  keine  Identität  von  der  Form: 

^l9l  4"      *      "I"  ^r^r  ^^C  =  COnst. 

befriedigen. 

Eine  Function  v  von  x^-"Xn,  Pi"'Pn  gestattet  die  infinitesimale 
Berührungstransformation  q>{Xj  p)  dann  und  nur  dann,  wenn  der  Aus- 
druck {g>v)  identisch  verschwindet. 

Diese  einfache  Bemerkung  ist  von  Wichtigkeit,  sie  enthält  unter 
Anderm  eine  begriffliche  Deutung  der  Involutionsbeziehuug  zwischen 
zwei  Functionen  der  x,p.  Zum  Beispiel  liefert  sie  sofort  für  die  Polar- 
gruppe, welche  zu  einer  vorgelegten  m-gliedrigen  Functionengruppe 
gehört  (vgl.  Theorem  20,  S.  184),  die  folgende  Definition: 

Theorem  41.  Ist:  u^ix,  p)"'U„^{x,p)  eine  m-gliedrige  Func- 
tionengruppe,  so  besteht  die  zugehörige  Polargruppe  aus  den- 
jenigen Functionen  von  x^'-'Xny  Pi'"Pn,  welche  bei  allen  in- 
finitesimalen Berührungstransformationen  invariant  bleiben, 
deren  charakteristische  Functionen  die  Form  tl;(u^-"Um)  haben. 
Die  Functionen  der  Polargruppe  verhalten  sich  jeder  einglie- 
drigen Gruppe  tif  gegenüber  als  Differentialinvarianten*) 

Da  die  ausgezeichneten  Functionen  der  Functionengruppe:  Ui-u^^ 
dadurch  definirt  sind,  dass  sie  zugleich  der  Polargruppe  angehören^ 
so  ergiebt  sich  noch: 

Satz  8.  Die  ausgezeichneten  Functionen  einer  Functionengruppe: 
Wj  •  •  •  Um  sind  diejenigen  Functionen  derselben,  welche  bei  allen  inßnitesi- 


*)  Vgl.  Lie,  Yerhandlangen  der  Ges.  d.  W.  zn  Christiania,  Februar  1875. 
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malen  Berührungsiransformationen  invariant  bleiben,  deren  chardkteristische 
Functionen  die  Form  if^u^  •  •  •  u„^  liaben. 

Aus  diesem  Grunde  werden  wir  die  ausgezeichneten  Functionen  einer 
FuDctionengruppe  auch  die  invarianten  Functionen  derselben  nennen; 
mau  wird  zugeben,  dass  die  letztere  Benennung  bezeichnend  ist,  was 
von  der  ersteren  nicht  behauptet  werden  kann. 

Die  infinitesimalen  Berührungstransformationen,  welche  wir  in  dem 
gegenwärtigen  Paragraphen  betrachtet  haben,  transformiren  zwar  die 
Veränderlichen  Xi*"Xn,  Pi'-pn  uuter  sich;  sie  sind  aber  noch  nicht 
die  allgemeinsten  infinitesimalen  Berühruugstransformationen  von  dieser 
Beschaffenheit. 

Wenn  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  die  x,  p  unter 
sich  transformirt;  so  ertheilt  sie  den  x  und  den  p  solche  Zuwachse, 
welche  nur  von  den  x  und  p  abhängen,  das  heisst,  ihre  charakteristische 
Function    W(js,  x,  p)   ist  so  beschaffen,  dass  alle  2n  Ausdrücke: 

dW      dW    ,       dW 

von  z  frei  sind.     Setzen  wir  daher  zur  Abkürzung: 


so  ist: 


dz  ' 

dSl        ^       dSl    .       dSl         ^ 


für  jedes  i  =  1  •  •  •  n.     Von  diesen  Gleichungen  zeigt  die  erste,  dass 
Sl  von  Pi' ' '  Ph  frei  ist;  die  zweite  zerlegt  sich  deswegen  in: 

dSl        ^       dSl        ^ 

dx^  '      dz  ' 

woraus  hervorgeh t^  dass  Sl  eine  Constante  isi     Aus: 

-^—  =  |{2  =  ^  =  const 

ergiebt  sich  endlich: 

Tr=  ^jET  +  w(Xf  p). 

Es  leuchtet  ein,  dass  auch  umgekehrt  jede  infinitesimale  Berührungs- 
transformation  mit  einer  charakteristisdien  Function  von  der  Form: 
Afs  +  wix,  p)   die  Veränderlidien  x,  p  unter  sich  transformirt*) 

Die  hiermit  definirte  Kategorie  von  infinitesimalen  Berührungs- 
transformationen ist  nicht  ohne  Interesse,  wenn  auch  hier  von  der- 
selben wenig  Gebrauch  gemacht  wird.     Man   beachte  übrigens,  dass 


*)  Archiv  for  Mathematik,  Bd.  9,  Christiania  1884. 
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eine  infinitesiinale  BerfihmngBtnjiäformatioD  mit  der  charvktenatiaehen 
Functioii:  Ai  -f"  ^i^j  P)  ^^  ^°^  ^°  beiden  linear  ableiten  lisst, 
welche  s  und  9t (x,  p)  zn  ehazakteristiaehen  Functionen  haben.  Die 
infinitesimale  Berfihrangstranäformationy  deren  charakteristische  Func- 
tion £  hsky  beaitxt  die  Form: 

[£/l  —  J-^  =  — p,-=^ p^-^ S-^- 

*■  '  -•  €Z  ^"Cp^  ^P%  ^^ 

§  66. 

Es  entspricht  ToUkommen  dem  Wege,  welchen  wir  in  Kapitel  5 
eingeschlagen  haben,  wenn  wir  nonmehr  dazu  übergehen,  alle  mfini- 
tesimaUn  Tramsformaiümen  in  x^  —  'X«.  Pi*"P«  m  bestimmen,  wd^e 
den  FfaffsAtn  AMsdntdt:  Pidx^  + ^  p%dx^  moirknä  lassen. 

Jede  infinitesimale  Transformation: 


in  den  Veränderlichen  x,  p  kann  auch  als  eine  infinitesimale  Trans- 
formation in  den  Veränderlichen  £.  x,  p  aofgefasst  werden,  als  solche 
ertheilt  sie  eben  dem  s  den  Za wachs:  dz  =  0.  Lässt  non  Xfy  als 
Transformation  in  den  x.  p  aufgeCnsst.  den  Pfaffschen  Ansdmck: 
p^Jx^  4~  —  +1^^-^^  inrariant,  so  lässt  es,  als  Transformation  in 
den  if  Xf  p  angesehen,  augenscheinlich  den  P£ft£&chen  Ausdruck: 
d£  —  Pi^^i  —  —  —  p%dx^  inTariant  und  ist  unter  allen  Transfor- 
mationen Ton  dieser  Beschaffenheit  nur  dadurch  ausgezeichnet,  dass 
der  Zuwachs  Ton  j  Terschwindel  Nach  Theorem  4C^  S.  2ö9  hat  daher 
Xf  die  Form: 

WO  die  Function  ^  der  Veränderlichen  X|--x,,  Pi-**p<  keiner  andern 

Beschränkung  unterworfen  ist^  als  dass  der  Faktor  Ton  4-^  gleich  Null 
sein  muss.     Die  Differentialgleichung: 

welche  sich  auf  diese  Weise  für  ^  ergiebt  läs^t  erkennen,  dass  ^  in 
den  p  homogen  tod  erster  Ordnung  sonst  aber  ;ianz  beliebig  ist    Also: 
Satx  9.     Die  aUiKmeiH;ik  imfiniiesimaU  Tran^'ormatioH  tu  den  Ter- 
ondeHkken  ^i"  -  J^^y  Pi  •  •  -p«.  stekke  den  J^affschen  Ausdruei: 

p^dx,  -i hP^^J^^ 

intariani  lässt.  besitzt  die  Form:  \,A/\.  iro  k  eine  Funetion  der   Ver- 
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änderlichen  x^  -  "  Xn,  Pi  '  "  Pn  bezeichnet,  welche  sonst  ganz  hdidng  ist, 
nur  muss  sie  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sein, 

Ist  h  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung,  so  besteht  (vgl. 
Äbschn.  I,  S.  530)  die  von  {hf)  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  aus  lauter 
Transformationen,  welche  den  Pfaffschen  Ausdruck:  p^dx^ -{--'"}' pndXn 
invariant  lassen,  also  aus  lauter  homogenen  Berührungstransformationen 
in  x^'-'Xn,  Pi'"Pn'  Umgekehrt  ist  jede  eingliedrige  Gruppe  von 
homogenen  Berührungstransformationen  in  den  x,  p  nothwendig  von 
einer  infinitesimalen  Transformation  (hf)  erzeugt,  wo  A  in  den  p 
homogen  von  erster  Ordnung  ist. 

Hierin  liegt,  dass  wir  nur  folgerichtig  verfahren,  wenn  wir  jede 
infinitesimale  Transformation  (hf),  in  welcher  h  die  besprochene 
Homogeneitatsbedingung  erfüllt,  als  eine  infinitesimale  homogene 
Beriihrungstransformation  bezeichnen.  Die  Function  h,  durch  welche 
die  Transformation  (hf)  bestimmt  ist,  nennen  wir  natürlich  ihre 
cJiarakteristische  Function. 

Demnach  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Theorem  42.  Die  allgemeine  Form  einer  infinitesimalen 
homogenen  Berührungstransformation  in  x^  > '  -  Xn^  Pi'''Pn 
ist  (hf),  wo  h,  die  zugehörige  charakteristische  Function^  in 
den  p  homogen  von  erster  Ordnung,  sonst  aber  eine  ganz  be- 
liebige Function  von  x^-'-Xn,  Pi"'Pn  ist  Jede  infinitesimale 
homogene  Berührungstransformation  erzeugt  eine  eingliedrige 
Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen,  andrer- 
seits ist  jede  eingliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen von  einer  infinitesimalen  homogenen  Be- 
rührung str  ans  formation  erzeugt*) 

Ist  eine  infinitesimale  homogene  Berührungstransformation  vor- 
gelegt, etwa:  »  df  ^  df 

1  1  * 

80  kann  man  die  zugehörige  charakteristische  Function  h  sofort  an- 
geben.    Man  bat  ja: 

nun  aber  ist  offenbar: 

also  kommt: 


*)  Lie,  MathematiBche  Annalen  Bd.  VIII,   Göttioger  Nachr.  December  1874, 
Archiv  for  Mathematik  Bd.  1,  Christiania  1876. 
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Functionen  nullter  Ordnung  der  eugeJiörigen  Polargruppen  offenbar  auch 
definiren  als  die  Functionen  von  Xi  -  -  -  Xn,  — ^^,  welche  gegenüber 

Pn  Pn 

den  infinitesimalen  Tratisformationen  (hif)"'{hrf)  invariant  bleiben.  Es 
sind  daher  die  Functionen  nullter  Ordnung  der  Polargruppe  unrklicJit 
Differentialinvarianten  gegenüber  allen  eingliedrigen  Transformations- 
gruppen  (hf). 

Unter  den  infinitesimalen  homogenen  Berührungstransformationen 
{Sf)  sind  diejenigen  besonders  wichtig,  deren  charakteristische  Func- 
tion H  in  den  p  linear  ist  und  also  die  Form: 

besitzt.     In  diesem  Falle  hängen  die  Incremente: 

SXjt  =  -^  St  =  |x(^i  "  '  Xn)  .  ät 

nur  von  x^- '  -  Xn  ab.  Es  ist  daher  die  entsprechende  infinitesimale 
Beröhrungstransformation  eine  infinitesimale  Punkttransformation j  prä- 
ciser  gesagt:    die    infinitesimale  homogene  Berührungstransformation: 

(^S.i'o  f)  =  2^^  -  2^(2^||i")^ 

ist   durch   Erweiterung  (Abschn.  I,  S.  550  f.)   ans  der  infinitesimalen 


I 


^unkttransformation     >•  |,  0^  entstanden. 


Kapitel   15. 

Beohnnngen  mit  infinitesimalen  BerühmngstranBformationen. 

Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  mehrere  Kategorien  von  infinitesi- 
malen Berührungstransformationen  betrachtet  und  ihre  allgemeine  Form 
bestimmt.  Allein  das  genügt  noch  nicht,  um  mit  infinitesimalen  Be- 
rührungstransformationen wirklich  erfolgreich  rechnen  zu  können.  Dazu 
ist  noch  zweierlei  erforderlich:  Erstens  muss  man  wissen,  was  dabei 
herauskommt,  wenn  man  zwei  infinitesimale  Berührungstransfnrmationen 
durch  die  Klammeroperation  mit  einander  combinirt  und  zweitens  muss 
bekannt  sein,  wie  sich  eine  infinitesimale  Berührungstransformation 
verhält,  wenn  man  in  dieselbe  vermittelst  einer  endlichen  Berührungs- 
transformation neue  Veränderliche  einführt. 

Diese  beiden  Punkte  sollen  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  für  die 
drei  verschiedenen  Kategorien  von  infinitesimalen  Berühruugstransfor- 
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mationen  erledigt  werden.  Wir  schlagen  aber  dabei  gerade  den  ent- 
gegengesetzten Weg  ein  wie  im  vorigen  Kapitel;  wir  beginnen  mit 
den  Jwmogenen  infinitesimalen  Berührungstransformationen  ^  weil  sie 
den  einfadisten  analytischen  Ausdruck  haben  und  ausserdem  för  die 
Anwendungen  am  wichtigsten  sind;  die  allgemeinen  infinitesimalen 
Berührungstransformationen  zwischen  z,  Xi- '  •  Xn,  Pi'  "Pn  betrachten 
wir  erst  zuletzt. 

§  67. 
Sind: 

zwei  infinitesimale  homogene  Berührungstransformationen ^  so  erhält 
man  durch  Klammeroperation  die  infinitesimale  Transformation: 

AAf-  A,AJ^  {H,{H,f))  -  (H,iH,n), 
welche  sich  nach  S.  173  folgendermassen  schreiben  lässt: 

Hier  ist  {H^H^  ebenso  wie  H^  und  H^  in  den  j>  homogen  von  der 
ersten  Ordnung,  also  ist  A^A^f  —  A^A^f  wieder  eine  infinitesimale 
homogene  Berührungstransformation.  Das  war  allerdings  vorauszu- 
sehen, da  (vgl.  Abschn.  I,  Theorem  93,  S.  531)  zwei  infinitesimale 
Transformationen  AJ'j  A^f^  welche  den  Pfaflfschen  Ausdruck: 

Pidx^  H \-PndXn 

invariant  lassen,  durch  Combination  eine  infinitesimale  Transformation 
A^A^f —  A^A^f  von  derselben  Beschaffenheit  liefern.  Jetzt  aber  er- 
giebt  sich  überdies,  dass  {H^H^  die  charakteristische  Function  der 
neuen  infinitesimalen  homogenen  Berührungstransformation  ist. 

Jedenfalls  haben  wir  das 

Theorem  43.  Zwei  infinitesimale  homogene  Berührungs-- 
transfor mationen:  {H^f)  und  {H^f)j  deren  charakteristische 
Functionen  bezüglich  H^  und  H^  sind,  ergeben  durch  Klammer- 
operation eine  infinitesimale  homogene  Berührung stransfor^ 
mation  mit  der  charakteristischen  Function:  {H^H^.*) 

Sollen  die  beiden  infinitesimalen  Berührungstransformationen  A^f 
und  A^f  vertauschbar  sein,  soll  also  der  Ausdruck: 

A,A,f  -  A,A,f -^  {{H,H,)f) 

identisch  verschwinden,  so  ist  nach  S.  264  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  (JB^H^^O  ist,  also: 

*)  Lic,  Göttinger  Nachrichten,  Deccmber  1874;  Archiv  for  Mathematik, 
Bd.  1,  ChriBtiania  1876. 
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Satz  1.  Zwei  infinitesimale  homogene  Berührangstransformationen 
'  den  charakteristischen  Functionen  H^  und  H^  sind  dann  und  nur 
t^i  vertausdÜHir,  wenn  der  Ausdruck  {H^H^  identisch  verschwindet. 

Führt  man  in  die  infinitesimale  homogene  Berührungstransfor- 
^tion  {Hf)     vermittelst  einer  homogenen  Berührungstransformation: 

Xi'  =  X,(Xi  '  "Xn,  Pi"  'Ph),      Pi  =  Pi(x^     "Xn,  Pi'-  Pn) 

(i  =  1 .  .  .  ») 

i  neuen  Veränderlichen  x\  p'  ein,  so  erhält  man  nach  S.  131: 

d  zwar  wird  H.  als  Function  der  x\  p'  in  den  p'  homogen  von 
r  ersten  Ordnung.  Dieses  Ergebniss  können  wir  in  Worten  so 
sdrücken: 

Satz  2.  Führt  man  in  eine  infinitesimale  Iwmogene  Berührungs- 
nsformation  mit  der  charaläeristischen  Function  H(Xi"'Xn,  Pi-"Pn) 
"mittelst  einer  homogenen  Berührungstrans formatioti: 

xl  =  Xiix^  p) ,    pl  =  Pi(x,  p)        («• = 1 . . . «) 

neuen   Veränderlichen  x',  p    ein,  so  erluüt  man  eine  infinitesimale 
^logene  Berührungstransformaiiony  deren  charakteristische  Function  aus 
[Xy  p)  durch  EinfüJirung  der  x\  p'  entsteht. 
Sind  m<in  unabhängige  Functionen: 

rgelegt,  welche  paarweise  in  den  Beziehungen  (HiHx)  ^  0  stehen 
d  welche  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind,  so  kann  man 
gl.  S.  225  f.)  durch  eine  homogene  Berührungstransformation  solche 
ue  Veränderliche  x\  p    einführen,  dass  wird: 

-^i(^>  JP)  =  Piy  '  •  •  ^m{x,  p)  ^p^. 
ie  infinitesimalen  homogenen  Berührungstransformationen: 

(HJ) . . .  (H^f), 

eiche  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  mit  einander  vertauschbar 
nd,  erhalten  dann  in  den  neuen  Veränderlichen  x\  p'  die  Gestalt: 

r* 

Demnach  gilt  der 

Satz  3.  Sind  die  infinitesimalen  liomogenen  Bcrührungstransfor" 
Dianen: 

%  den   Veränderlichen  x^  •  -  -  Xn,  Pi'  -  -  Pn  paarweise   vertauschbar  und 


\ 
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sind  ihre  charakteristischen  Fwidionen  ff,  •  •  •  jB^  von  einander 
häfufig,  so  kann  man  stets  durcJi  eine  homogene  Berührunffstransfarmati^mi^^^^,  '^ion 
solche  neue  Vcrändcrlidie  x',  p'  cinfuhrepi,  dass  (Hif)  •  •  •  {Umf)  »•  Ä:::^^  die 
infinitesimalen  Translationen: 

cf  cf 

7,      •    •    •      -ri. 7 

cxy  cx^ 

1  "» 

übergehen;  es  leuchtet  ein,  dass  m  ^n  sein  muss.*) 

Ist  insbesondere  m=>2,  so  sind  die  charakteristischen  Functio 
//i,  H2  immer  unabhängig  von  einander,  sobald  (H^f)  und  {H^f)  z 
unabhängige  infinitesimale  Berührungstransformationen  darstellen.  AI 
Satz  4.     Sind  zwei  unabhängige  infinitesimale  homogene  Berühru 
transformatiotven,  etwa  (H^f)  und  {H^f)  vertauscftbar,  so  kann  man  s 
durdi  eine  homogene  Berührungstransformation  solche  neue  Verändern 
x%  p'  einfuhren,  dass  {H^f)  und  {H^f)  in  die  infinitesimalen  Tra 

lationen:  -tt^—,  ufui  S^,  übergehefi*) 
cx^  cx^ 

Beispiel.     Wendet  man  auf  die  Gleichung: 

x^x^  H +  x^x^'  +1=0 

die  in  Theorem  15,  S.  150  gegebene  Methode  an^  so  erhält  man 
Berührungstransformation: 

-"    — ^ ,  Pi  =  Xi^XnPn 


p! 


welche  für  9^  =  3  in  die  Poiice/e^sche  Transformation  durch  reciproke 
Polaren  übergeht. 

Führt  man  nun  vermittelst  dieser  Berührungstransformation  neue 
Veränderliche  x',  p'  in  die  infinitesimalen  projectiven  Transformationen: 


eiu;  so  wird: 


JP- 

1;      XiPn^ 

Xi  ^  Xnl)M 

Pi  =  Xi 

H 

1 

XiPx  = 

^xi>.  , 

n 
Xi^Ol 

1 

'xPx=pl. 

*)  Lie,  VerbandluDgen  der  Cücs.  d.  W.  zu  Chmtiania,  1872. 
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Unsere  Berührungstransformation  fuhrt  also  jede  infinitesimale  pro- 
J^<^t.ive  Transformation  in  eine  ebensolche  Ober;  insbesondere  führt  sie 
jede  lineare  homogene  Transformation:  ^,  CjxXjpx  in  eine  ebensolche 
Tr^^tnsformation  über. 

§  68. 

Wir  denken  uns  jetzt  in  den  Veränderlichen  e,  x^-'-x»,  Pi-'-Pn 
^^y^ei  beliebige  infinitesimale  Berührungstransformationen  von  der  beson- 
deren  Form: 


df 

Z 


Vorgelegt,  wo  9  und  ^  Functionen  von  Xi-  -  -  Xn,  Pi  '  - '  Pn  bezeichnen; 
^irir  wollen  die  Form  der  infinitesimalen  Transformation:  ABf — BAf 
bestimmen. 

Da  Af  und  Bf  beide  den  Pfaffschen  Ausdruck: 

dz  —  PidXi  —  •  •  •  —  PndXn 
i  invariant  lassen^  so  muss  auch  ABf —  BAf  dies  thun;  es  muss  also 
<il  ie  Form  haben : 

C  1)       AIif-BAf^{wn  +  (i>,lf^  +  ...+p,^^-tc)%, 

o   U)  ebenso   wie   q>    und   ^   nur  von   den   Veränderlichen   ar^  •    •  rc«, 
i  ' '  *  Pn   abhängt 

Zur    Auffindung    von    w    können    wir    die    Jacobische    Identität 
enutzen.     Durch  direkte  Ausrechnung  bekommen  wir  nämlich: 

ABf-  BAf=  (g,(^/))  -  (^(9/-))  + 


+ 


|(^>i/i'.ij-^)-(*'^^.X-^) 


df 

dz 


«der,  wenn  wir  die  genannte  Identität  berücksichtigen  und  im  Faktor 
'von  -J-  die  sich  weghebenden  Glieder  fortlassen: 


ABf— BAf  ^ 


((9*)/-) + l^^inl) + 2^'(i»  -  (''^) 


1 

was  sich  auch  so  schreiben  lässt: 


dz 


d((p^) 


ABf-  BAf=  {(fpi;)f)  +  \^^Pi%y  -  (9>t) 
Demnach  ist  w  einfach  gleich  {q>i>). 


idz 
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In  Worten: 

Satz  5.    Sind  Af  und  Bf  zwei  infinitesimale  Bemkntngstrainsfc 
mationen  von  der  besonderen  Form: 


mit  den  beiden  dmrakteristischen  Functionen  ffix,  p)  und  ^(a;,  p),  so  is 
ABf — BAf  stets  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  von  de 


selben  Beschaffenheit  und  zwar  hat  die  zugehörige  charoikteristische  Functi* 
die  Gestalt:  (9^). 

Die  vorstehenden  Entwickelungen  zeigen,   dass  der  Begriff  „infinite^, 
male  Berühr ungstransformation^^  mit  Noth wendigkeit  auf  die  Jacobische  Id< 
tität  führt.     Die   Gleichung  (l)   des  Textes   lässt   sich  nämlich   folgend« 
massen  schreiben: 

ivi^r))  -  (tCv/-))  +  *|^  = 

/     r\     I     /       ^«^      I  I  ^^  \^f 

(^f)  +  [Pij^  +  ■ '  ■  +  P"  e^  -  «>)  Tz'^ 

betrachtet    man    hierin    f  als    eine    beliebige    Function    %   von    x^^-  *  '  x„^ 
Pi  '  '  •  Pn  allein,  so  erkennt  man,  dass  eine  Gleichung  von  der  Form: 

identisch  besteht,  in  welcher  w  nur  von  9  nnd  tf;  abhängt.  Beide  Seiten 
dieser  Gleichung  sind  linear  und  homogen  in  den  Differentialquotienten 
von  X]  setzt  man  die  entsprechenden  Coefficienten  einander  gleich,  so 
bekommt  man  Ausdrücke  für  die  Differentialquotienten  von  w  und  kann 
sodann  w  selbst  bestimmen.  Es  ergiebt  sich:  w  =  (9>'4')  -{~  eonst.,  womit 
die  Identität: 

ivM)  —  ('*(9>z))  =  ((9>'*)z) 
wiedergefunden  ist. 

Aus  Satz  5  ergiebt  sich  mit  Benutzung  von  S.  255: 

Satz  6.  Zwei  infinitesimale  Berührungstransforinatumen  in  ZjX^'"Xn^ 
Pi'Pn,  deren  charakteristische  Functionen  q>  und  ^  blos  von  den  x,  p 
ahJuingen,  sind  dann  und  nur  dann  vertauschbar,  wenn  der  Ausdruck 
(97^)  identisch  verschwindet. 

Dagegen  gilt  für  die  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen 
von  der  Form  (9/*)  der 

Satz  7.  Die  beiden  infinitesimalen  Transformationen:  {q>f)  ufid 
(i^f),  in  welchen  9  und  ^  Functionen  von  x^-  -  •  Xn,  Pi  -  -  -Pn  bedeuten, 
sind  dann  und  nur  dann  mit  einander  vertauschhar,  wenn  der  Ausdruck 
(9^)  sich  auf  eine  Constante  redueirt. 
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In  der  That^  sollen  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

in  den  Veränderlichen  x^'^Xny  Pi'-'Pn  vertauschbar  sein,  so  ist 
noth wendig  und  hinreichend,  dass  der  Ausdruck: 

A^if—  AAf^'  ii9>i92)f) 
identisch  verschwindet,  das  aber  tritt  nach  S.  260  dann  und  nur  dann 
ein,  wenn  (9192)  gleich  einer  Constanten  ist. 

Führt  man  in  eine  infinitesimale  Berührungstransformation: 

vermöge  einer  Berührungstransformation  von  der   besonderen  Gestalt: 
z'=ß  +  Sl(x,  p),      x/  =  Xi{x,  p),      pl  =  Pi{Xy  p) 

(1  =s  1  •  •  •  n) 

die  neuen  Veränderlichen  /,  x^'-Xn^  Pi'Pn  ein,  so  bekommt  man 
zunächst  (vgl.  S.  123,  Satz  5): 

L9/  J**p  —  vPl  J-'*y y      '^z  —  dz''  dz  "^  dz' ' 
also  wird: 

Wf\xp  —  9^  =  \.^>fVxp  —  9^7 ; 

man  erhält  also  in  den  neuen  Veränderlichen  eine  infinitesimale 
Berührungstransformation,  deren  charakteristische  Function  nur  von 
den  x\  p'  abhängt  und  aus  9  dadurch  entsteht,  dass  man  an  Stelle 
der  Xy  p  die  x\  p'  einführt.     Es  gilt  also  der 

Satz  8.     Werden  in  die  infinitesimale  BerüJinifigstransformation: 
(9(^,  P)f  fU  +  f^P-lj  —  Atz 

venmge  einer  Berührtingstransformation  van  der  Gestalt: 

e'  =  8-^-  Sl(x,  p),      xl  =  Xi{Xy  p)y    pl  =  P,(a?,  p) 

(f  =  1  .  .  .  n) 

die  neuen  Veränderlichm  0',  a;/  •  •  •  Xn,  Pi  -  *  -  Pn  eingeführt,  so  crgiebt 
sich  eine  infinitesimale  Berührungstransformation: 
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deren  duiräkteristisclie  Function  rlf{x',  p)  aus  g>(Xf  p)  durch  Emfuknm 
der  neuen  Veränderlidten  entsteht 

§  69. 

Die  Theorie  der  allgemeinsten  endliehen  Berührungstransforna 
tionen  in  ^y  x^  •  -  -  Xn,  Pi  -  - ' Pn  deckt  sieh,  wie  wir  wissen,  mit  d 
Theorie  der  endlichen  homogenen  BerQhrungstransformationen  in  y^- 
ffn-i-i,  ?r"?n+i)  denn  nach  S.  139  f.  erhalten  wir  aus  der  allgemeinste 
homogenen  Berührungstransformation  in  y^  •  •  •  ffm+iy  Qi  ' ' '  9i»-hi  die  al 
gemeinste  BerQhrungstransformation  in  e,  x^"  -  Xnj  Pi'  •  -  Pnj  wen 
wir  berechnen,  in  welcher  Weise  jene  allgemeinste  homogene  B« 
rührungstransformation  die  Veränderlichen: 

q. 
(2)  Z  =  ifn^l,    Xi  =  y,-,    Pi  =  —  — ^  (,  =  1  ...m) 

unter  einander  transformirt. 

Es  lässt  sich  voraussehen,  dass  auch  die  allgemeinste  infinites 
male  homogene  Berühruugstransformation  in  ^i  *  •  *  9»+!;  Qi'  "  in- 
die  Veränderlichen  jEf,  x^^-Xn,  Pi'Pn  in  derselben  Weise  trän 
formirt,  wie  die  allgemeinste  infinitesimale  Berührungstransformatic 
in  jSf,  Xi  '  '  •  Xn,  Pi'  ' '  Pn-  Das  werden  wir  zunächst  durch  Rechnm 
bestätigen  und  sodann  aus  den  Sätzen  des  §  67  über  infinitesima 
homogene  Berührungstransformationen  die  entsprechenden  Sätze  üb 
die  allgemeinen  infinitesimalen  Berührungstransformationen  in  Zy  x^'-a 
Pi' ' '  P»  ableiten. 

Es  sei  H  eine  beliebige  Function  von  y^  •  •  •  y»+i,  ii  - '  -  Jn-t 
welche  in  den  q  von  erster  Ordnung  ist,  so  dass  also  {Hf)yq  eine  i 
finitesimale  homogene  Berührungstransformation  in  den  y,  q  darstel 
Wollen  wir  die  Zuwachse  finden,  welche  die  Veränderlichen: 

(2)  ^  =  y«+i,  a:,  =  y,.,  p,  =  — -i-       (.  =  1...*) 

bei   der  infinitesimalen  Transformation  {Hf)yg  erhalten,  so   brauch« 

wir    nur    den   Zuwachs   zu    berechnen,    welchen    eine    ganz    beliebi] 

Function  F  von: 

—  5f  —  Q 

yn+l7   Vi"  Vny    ' '^ ,    *  '  '    Z. ' 

bei  {Hf)yq  erhält;  es  wird  sich  ergeben,  dass  dieser  Zuwachs:  {HF) 
nur  von  z,  x^  ' » -  Xn,  Pi  -    •  Pm  abhängt. 
Wir  können  setzen: 

H=  -gn.i.ir(yn+i,  y,  •  -yn,     ^',  •••  — ^), 
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wo  W  eine  beliebige  Funetioo  seiner  Argumente  bezeichnet;  dann  wird: 

(HFX^  =  -  g.+x .  (  WFX^  -  W.  (gr,+,  iO„. 
Hier  ist  in  Folge  der  Relationen  (2)  zunächst: 

und  andrerseits  (vgl.  S.  143  f.): 

(3)  -in+^iWF)^^  =  [WFl^^, 

folglich  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

(4)  iHF\,  =  [WFU,-W^^, 

die  identisdi  besteJit^  wenn  F  eine  beli^ige  Function  der  Grössen  (2)  ist. 
In  (4)  aber  stellt  der  Ausdruck  rechter  Hand  wirklich  die  allgemeinste 
infinitesimale  Berührungstransformation  in  den  Zy  Xy  p  dar^   denn    W 
ist  ja  eine  beliebige  Function  der  z,  a;,  p. 
Damit  haben  wir  den 

Satz  9.  Sind  H  und  F  idiebige  Functionen  von  j/i  •  •  •  yn+i, 
q^'  '  ^«+1,  vi'^'r  S  homogen  von  erster  Ordnung  in  den  q  und  F  hotnogefi 
von  nullter  Ordnung ^  setzt  man  femer: 

und  definirt  man  endlidi  die  Grössen  Zy  x^  -  •  -  x„,  p^-  •  pn  durcfi  die 
Gleichungen: 

Z  =  yn-fl,   ^1  =  yu    •  •  •    ^n  =  Vn 

SO  besteht  die  Belation: 

inF),,  =  iWFu,-  ir|f 

identisch. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  folgeudermassen  aussprechen: 

Satz  10.  Die  allgemeinste  infinitesimale  homogene  Berührungstram- 
formation in  den  Veränderlichen:  yi  •  •  yn+i,  (/i  •  •  *  2n+i  transfomiirt  die 
Veränderlichen : 

z  =  y„+i,  Xi  =  yiy  Pi  =  - — 

3tt-|-i 

(i  =  1 . .  •  n) 

geyiau  so  wie  die  allgetneinste  infinitesimaie  Berührungstransforfnation 
in  Zf  ^^i  '  • '  Xn,  Pi'  "Pn  und  zwar  transformirt  die  infinitesimale  homo- 
gene Berührungstrayisformation  {Sf)yq  die  z,  Xy  p  durch  die  infinitesi- 
male Berührungstransformation: 

Lie,  Theorie  der  TransformationsgrupiMJO.    IL  1A 
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WO  die  charakteristische  Function   W{sSy  x^  p)  mit  der  charakteristischen 
Function  Hiyj  q)  durch  die  Gleichung: 

Wis,  X,  p)  =  -^'-^ 

verknüpft  ist. 
Sind: 

[W,FU,-  W,l^  =  B,F,      [W,FU,-  W,^-^=B,F 

zwei  infinitesimale  Berührungstransformationen  in  g,  x^'"  x^^  p^-^p^f 
so  lässt  auch:  JB^B^F — B^B^F  die  PfaflFsche  Gleichung: 

dz  —  Pi^^i  —  •  •  •  —  Pn  dXn  =  0 
invariant  und  ist  daher  eine  infinitesimale  Berührungstransformation^ 
kurz,  es  besteht  eine  Gleichung  von  der  Form: 

B,B,F-B,B,F=[rFU,-r^/^- 

Wir  wollen    die    charakteristische  Function    F,   welche   nur    von 
VTj  und    W2  abhängen  kann^  wirklich  berechnen. 
Setzen  wir: 

-  2»H-i  ^i(^>  ^,  P)  =  H,(y,  q),  -  g^+i  W^ip,  x,  p)  =  H^{y,  q) 

und  ferner: 

{EJ)^^  =  AJ,{H,f\^  =  A,f, 

und  verstehen  wir  unter  F  eine  beliebige  Function  der  Zy  x,  p,  so  ist 
nach  Satz  9,  S.  273  identisch: 

\A,F=^  (H,FX,  =  [W,Fl.,  -  W,'-^  =  B,F 
(5)  l 

also  folgt: 

AiAtF  —  AjA^F  =  BiB^F  —  B^BiF, 

oder  (vgl.  S.  173): 

i(H,H,)F)^^  =  B,B,F-  B,B,F. 

Nun  ist  {H^H^     homogen  von  erster  Ordnung  in  den  g,  also  können 
wir  setzen: 


(^iJy,),, 


=  —  a33(^,    X^  '"Xny  Pi  -'Pn) 


und  bekommen  nach  Satz  9,  S.  273 

{(n,H,)F)^^  =  mFi^^-^^-^ 

=  B.B^F  -  B^B.F, 
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das  heisst  die  oben  definirte  charakteristische  Function  V  ist 
gleich  Sß. 

Um  SEß  direkt  durch  W^  und  W^  auszudrücken^  beachten  wir^  dass: 

ist     Aus  dem  Satze  9  ergiebt  sich  wiederum: 
folglich  wird: 

^  w  ^  w 

und: 

SB  =  [T»';Tr,]„,-(Tr.^-i^,^). 

In  Worten  ausgedrückt  lautet  dieses  Ergebniss: 
Theorem  44.    Sind: 

zwei  infinitesimale  lierührungstransformationen  in  den  Ver- 
änderlichen Zy  Xi'-'Xn,  Pi''Pn,  vnit  den  beiden  charakteris- 
tischen Functionen:  W^iz,  Xy  p)  und  W^{Zy  a:,  p),  so  ist  auch: 
B^B^F  —  B^B^F  eine  infinitesimale  Berührungstransformation 
und  zwar  eine  mit  der  charakteristischen  Function: 

so  dass  B^B^F  —  B^B^F  die  Form  besitzt: 

B,B,F-  B,B,F=  [2Bn.p  -  ^  W*) 

Untersuchen  wir  jetzt,  wie  sich  eine  infinitesimale   Beriihrungs- 
transformation: 

verhält,  wenn  in  ihr  an  Stelle  der  Zj  x,  p  vermöge  einer  Berührungs- 
transformation: 


*)  Lie,  Abhandlungen  des  Egl  Sachs.  Ges.  d.  W.  Bd.  XIV,  Nr.  12. 

18* 
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(5a)      z  =  Z{Zy  Xy  p)y    xl  =  Xi(Zj  Xy  p),    pi'  =  Pi(£r,  x,  p) 

(1  =  1...») 

die  neuen  Veränderlichen  z'y  x\  p'  eingeführt  werden. 
Nach  Kap.  5,  Satz  5,  S.  123  ist: 

wo  Q  aus  der  Identität: 

dZ  —  P^dX^  —  ...  —  PndXn  =  Q(dß  —  Pidx^  —  . . .  —  PndXn) 
zu  entnehmen  ist.     Femer  wird: 

dF       dF  dz'         ^dF   dx!    .     ^dF   dpf. 


dz 


CS 


oz  ^1«'^      ox.  ^^1«'-^      OPf 


1         '  i 

es  ist  aber  (vgl.  Kap.  5,  Satz  18,  S.  145): 

'dz 


(6) 


(dz*  1 

dxf  1 

-^y  =  —  —  iQ^i\'.'yP  =  —  [(>^/]*',*',P 

a^ 


=  —    ^    [(>J^L,x,p  =  -  [QPi'l\x\p 


(i=i...ii), 


also  bekommen  wir: 
dF       cF 


dF 


'^         f^^    i  r    -n  1  V^  ^^   r       'i 

?  =  a?  i ^  —  L^^  3a «'.p  )  —  ^  ä<  [^^'  3'^ '' "'  ~ 


aF 


oder: 


—^w:^^^'^'^'^''' 


dF  cF        r    1^1 


Nunmehr  ergiebt  sich: 

was  folgendermassen  geschrieben  werden  kann: 

Also: 

Theorem  45.    Führt  man  in  eine  infinitesimale  Berührungs- 
transformation: 

mit  der  charakteristischen  Function   W(Sy  ^,p)  neue  Veränder 
liehe  z  y  x\  p'  ein  vermöge  einer  Berührungstransformation: 
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(5a)         z  =  Z{z,  Xy  p),  Xi  =  Xi(z,  x,  p),  p!  =  P.(xr,  Xy  p) 

50  erhält  man  in  den  z',  x\  p'  stets  wieder  eine  infinitesimale 
Berührungstransformation: 

JDie  charakteristische  Function:  SB(jef',  x',p')  dieser  letzteren  hat 
die  Gestalt: 

2S(^'»  x\  p)  =  q{z,  X,  p) .  W(z,  X,  p), 

wo  q{z,  Xj  p)  durch  die  Identität: 

dZ^^i  PidXi  =  Q\dz^  ^PidxA 

definirt  ist.*) 

Der  eben  bewiesene  Satz  soll  jetzt  noch  auf  andere  Weise  abgeleitet 
werden. 

Es  sei: 

irgend  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  in  den  Veränderlichen 
z,  iTi  •  •  -ar«,  jpi  •••!?«  und: 

(7)  z'  =  Z{z,  X,  p),  Xi'  =  Xi{z,  X,  p),  pl  =  Pi{z,  X,  p) 

(<  =  1 .  .  .  m) 

sei  irgend  eine  endliche  Berühruugstransformatiou. 
Setzen  wir: 

(8)  Z  =  «/n+l»   ^i  =  Vif  Pi  =  I —  (1  =  1...«) 

und  ausserdem: 

—  qn+i'W Un+i,  yi'-ynj  T"^ ' ' ' r" ^)  =  ^{v J  q)j 

\  5n+l  ff»4-l  / 

so  wird  nach  Satz  10,  S.  273: 

(9)  {WF\.^,-W^-^^{UF)y,, 

wo  der  Ausdruck  rechter  Hand  die  y^  q  natürlich  nur  in  den  Verbin- 
dungen (8)  enthält.  Nun  transformirt  die  Berühningstransformation  (7) 
die  Grössen  (8)  genau  so,  wie  eine  gewisse,  nach  S.  141  leicht  angebbare 
homogene  Berührungstransformation: 

(7')  y/  =  r^(y,  g),  q:  =  Q^{y,  q)       d'^i-'-n+D 

in  den  Veränderlichen  y^  •  •  •  yn-^i,  ?i  •  •  •  Qn+i*  Wünschen  wir  daher  zu 
wissen,   wie  sich  die  linke  Seite  von  (9)  bei  Ausführung  der  Berührungs- 


*)  Lie,  Abhandlungen  der  Kgl.  Sächsischen  Ges.  d.  W.  Bd.  XIV,  Nr.  12. 
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trausformation  (7)  verhält,  so  brauchen  wir  blos  in  die  rechte  Seite  von  C^^  '' 
vermöge    der    homogenen    Berühruugstranäformation    (7')    die    neuen  V^^^/ 
ünderlichcn  y\  q'  einzuführen  und  dann  zu  berücksichtigen,  dass  die  y\     ^ 
mit  den  z\  x  y  p'  durch  die  Relationen: 

(8)  ;:   =yn+i,  Xi  =yi,  Pi  = -p —  (.  =  i.-.n) 

verknüpft  sind. 

Bei  Ausführung  der  homogenen  Berührungstransformation  (?')  erhäli! 
der  Ausdruck:  (^HF\,j   nach  S.  131  die  Gestalt: 

Nun   wird  II  als  Function  der  y',  q    betrachtet  in  den  q    homogen   von 
erster  Ordnung  und  V  homogen  von  uullter  Ordnung,  setzen  wir  daher: 

so  ergiebt  sich  mit  Benutzung  des  Satzes  10,  S.  273: 

also  nimmt  die  linke  Seite  von  (9)  bei  Ausführung  der  Berührungstrans- 
formation (7)  die  Form:  ' 

au.     Zwischen  SB  und  W  besteht  die  Gleichung: 

^{z\x\p)  =  ^^'W{z,x,p), 

wo    der   Ausdruck   -4^    augenscheinlich    eine  Function    von   r,    x,  •  •  •  x«, 

Pi'  '  '  Pn  allein  ist  und  zwar  ist  er  nach  S.  140  f.  gleich  derjenigen  Function 
?(-'>  X}  p)}  welche  durch  die  Identität: 

dZ — ^  PidXi  =  q(z,  X,  p)    Idz—  ^ipidXi  \ 

definirt  ist     Folglich  haben  wir: 

a5(^',  x\  p')  =  9(ß,  X,  p)  .  W(ff,  X,  p), 

damit  aber  ist  der  versprochene  neue  Beweis  des  Theorems  45,   S.  276 
geliefert. 

§  70. 

Die  Wichtigkeit  der  Jacobischen  Identität  rechtfertigt  es,  wenn 
wir  hier  einer  begrifflichen  Deutung  dieser  Identität  Platz  gewahren. 
Allerdings  finden  die  Ent Wickelungen  dieses  Paragraphen  im  Folgenden 
keine  Verwerthung. 
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Die  infinitesimale  Transformation  (<pf)xp  in  Aon  Veränderlichen 
^i'"^«»  Pi'"Pn  erzeugt  eine  eingliedrige  Gruppe,  deren  endliche 
Transformationen  folgendermassen  lauten: 


(10) 


t» 


Xi'  =  Xi  +  Y(9>a;.),,  +  ^^iviv^i))^  + 


s» 


wo  e  den  Parameter  der  eingliedrigen  Gruppe  bezeichnet. 

Verstehen  wir  nun  unter  u'  und  v'  beliebige  Functionen  von 
x^'-'Xnt  Pi  ''Pnt  so  bcstcht  nach  S.  131  vermöge  der  Transfor- 
mationsgleichungen (10)  die  Relation: 

(11)  (w 't;')xV  =  (wV)a^ 

identisch.  Drücken  wir  daher  in  der  vorstehenden  Gleichung  auf 
beiden  Seiten  die  x\  p'  vermöge  (10)  durch  die  x,  p  aus,  so  entsteht 
eine  Identität,  welchen  Werth  der  Parameter  €  auch  haben  mag. 

Ist  Sl  eine  beliebige  Function  von  x^-  -  -  Xny  Pi'  "Pn  und  Sl' 
dieselbe  Function  von  x^  -  •  -  Xn,  Pi  -  •  •!>«',  so  besteht  nach  Abschn.  I, 
S.  52  vermöge  (10)  die  Gleichung: 


S   /       ^\  .        €* 


a'  =  Ä  +  f  (g)%p  +  n2(9(9>Ä)W  +  •  •  •, 

oder  wie  wir  unter  Anwendung  einer  leicht  verständlichen  Abkürzung 
schreiben  können: 


.j  gm 


fxp 


Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  einerseits: 

Andererseits  aber  wird: 

{uV)^p  =  (m  +  y(v«)Ij,  H ,  "  +  Y(9>«')ip  +  •••), 

Hier  hat  der  Coefticient  von  — j  die  einfache  Form: 

(^9.«)"'t;)+"'((9)K)"'-K9t')0  + 

+  ^.7-((9'«)"-*(9^)n  +  •  •  ■  +  («(9'f)'»), 
mit    den    bekannten    Binomialcoefficienten ;    sind    nämlich    x    und    l 
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bestimmte  positive  ganze  Zahlen^  so  kommt  in  der  Reihenentwickelung 
von  (uv')xp  nur  ein  einziges  Glied  von  der  Form: 

vor  und  dieses  Glied  ist  offenbar  mit  dem  Zahlenfaktor: 

L    ^  =_i_  .  («  +  f)(«  +  /  -  1)  ■  -  («  + 1  -  «  +  1) 

x!  *  /:  (%  +  /)!  *  «! 

^         1  (x  +  0(ic  +  f  -  1)  .  .  .  («  +  f  -  f  +  1) 

behaftet. 

Setzen  wir  die  gefundenen  Ausdrücke  f&r  (u'v')x'p'  und  {uv')xp  in 
die  Gleichung  (11)  ein,  so  müssen  wir  eine  Identität  erhalten,  welchen 
Werth  auch  das  c  haben  mag,  wir  erkennen  somit,  dass  zwischen  den 
drei  beliebigen  Functionen  9,  «,  v  der  Veränderlichen  x^-'-Xn,  Pi'"Pn 
die  folgenden  unendlich  vielen  Identitäten  bestehen: 

(/«  =  1,  2,  s  •  •  •)• 

Die  erste  dieser  Identitäten  ist  die  uns  schon  bekannte  Jacobische 
Identität: 

die  übrigen  sind,   wie   man   sich  leicht  überzeugen  kann,   sämmtlich 
Folgen  der  Jacobischen  Identität. 

Die  Jacobische  Identität  ist  demnach  eine  unmittelbare  Consequenz 
der  Thatsache,  dass  der  Klammerausdruck  (iiv)xp  sich  gegenüber  jeder 
Transformation : 

x/  =  Xi(Xy  p) ,      pi'  =  Pi{Xy  p)         (.•  =  1 . . . ») 

invariant  verhält,  bei  welcher  die  Functionen  X  und  P  in  kanonischen 
Beziehungen  stehen« 

Wählt  man  die  oben  vorkommende  Grösse  b  unendlich  klein, 
gleich  dt^  so  dass  die  Transformation  (10)  mit  der  infinitesimalen 
Transformation  ((pf)zp  zusammenrällt,  und  vernachlässigt  man  in  den 

obigen  Rechnungen  alle  Potenzen  zweiter  und  höherer  Ordnung  von 

dt,  so  kann  man  das  gefundene  Ergebniss  auch  folgendermassen  aus — 
drücken: 

Die  Jacohiscfie  Identität,  welche  zwisclien  drei  beliebigen  Functioneum^ 
u,  V,  q)  der  Veränderlichen  Xi'-'Xn,  Pi"'Pn  besteht,  sagt  (ms,  dass  der^ 
Klamnierausdruck  (uv)xp  sich  gegenüber  jeder  infinitesimalefi  Transfer^ 
mation  von  der  Form:  {<ipf)xp  invariant  verhält 
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Damit  ist  eine  begriffliche  Deutung  der  Jacobischen  Identität 
gewonnen.*) 

§  71. 

Wir  betrachten  hier  einige  Verallgemeinerungen  des  Poissonschen 
Satzes  (s.  S.  173).  Dieselben  finden  übrigens  in  diesem  Abschnitte 
keine  Anwendung.  * 

Man  kann  fragen:  Wann  gestattet  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung erster  Ordnung: 

Af^  («/•)  •=  0 
in  den  Veränderlichen  x^»  -  -  Xny  Pi  ' '  'Pn  die  infinitesimale  Transfor- 
mation: {vf')  =  Bf? 

Die  Antwort  ist  leicht  zu  geben.     Nothwendige  und  hinreichende 

Bedingung  ist  (Abschnitt  I,  S.  140)  das  Bestehen  einer  Kelation  von 

der  Form: 

ABf^  BAf=  k{x,  p)  .  Afy 

es  muss  also  sein: 

iuivf))  -  iviuf))  -r~  i(uv)n  =  A  .  («/•) . 

Diese  Bedingungsgleichung  zerlegt  sich  in: 

d(uv) .  du^         ?(uv) ^  du^ 

dx.  dx.^         dp.  dp- 

(i=al  .  .  .  w), 

es    muss    also    A    und   demzufolge    auch    (uv)   eine    Function    von   u 

allein  sein. 

Satz  11.     Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  (uf)  =  0   in 

eleu  Verämlcrlichcn  x^-    •  Xn,  Pi  -  -  -pn  gestattet  die  infinitesiniale  Trans- 

formcition  (/;/')  dann  wnd  nur  dann,   tvenn  (uv)  eine  Function  von  u 

allein  ist. 

Leicht  zu  erledigen  ist  auch  die  allgemeinere  Frage:  Wann  gestattet 
eine  lineare  partielle  Differential^'leichung  (Pj,  /')  =  0  in  den  Veränderlichen 
•^1  •  *  •  J^n,  Pi'  '  ' Pn  die  infinitesimale  Transformation: 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  fUhrt  man  kanonische  Veränderliche 
A'i  •  •  •  X«,  1\  '  '  '  Pn  ein,'  in  denen  (Pi/*)  =  0  die  Form: 

annimmt.     Ist  nun: 


Bf=  ^.a,iX,  P)^-^-  +  '^.UX,  P)// 


^)  Vgl.  Lie,  Theorie  der  Transformation sgrappen,  Math.  Ann.  Bd.  XVI. 
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80  ergiebt  sich  ohne  weiteres  als  nothwendige  uud  hinreichende  Bedingung, 
dass  «2  ■  * '  "»>  ßi'  '  '  ßn  von  X^  frei  sein  müssen. 

Ist  w  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (w/)  =  0  und  ist 
(vf)  eine  infinitesimale  Transformation,  welche  die  Gleichung  (w/)  =  0 
invariant  lässt,  so  ist  auch  (vw)  eine  Lösung  von:  («/')  =  0  (Abschn.  I, 
S.  130).  Verbinden  wir  das  mit  dem  eben  bewiesenen  Satze  11,  so  er- 
halten wir  eine  erste  Verallgemeinerung  des  Poissonschen  Theorems: 

Satz  12.  Ist  w  eine  Losung  der  Differentialgleichung  (uf)  =  0  in 
(le^i  Veränderlichen  x^-  -  -  Xn,  A  •  •  -jp«  ttnd  ist  v  irgend  eine  Function 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass  der  Ausdruck  (uv)  eine  Functiwh  von  u 
allein  wird,  so  ist  stets  auch  (vw)  eine  Lösung  von  (uf)  =  0. 

Dieser  Satz,  welcher  übrigens  auch  direkt  aus  der  Jacobischeu 
Identität  geschlossen  werden  könnte,  lässt  sich  nach  mehreren  Rich- 
tungen hin  verallgemeinem.     Beispielsweise  gilt  der  folgende 

Satz  13.  Sind  w^  ^  -  -  Wm  solclie  Lösungen  der  Gleichmig  (uf)  =  0, 
tcelclie  paarweise  in  den  Beziehu7tgen:  (m;,«;x)e=0  stellen  und  ist  anderer- 
seits die  Function  v  so  beschaffen,  dass  (uv)  die  Form: 

(uv)  =  Sl(u,   W^'  '  '  Wm) 

he&itzty  so  sind  (vw^  •  •  •  (vw„^  sämmtlicfi  Lösungen  von  (uf)  =  0. 

In  der  That,  unter  den  Voraussetzungen  dieses  Satzes  verschwinden 
in  der  Identität: 

{(uv)Wx)  +  ((vWn)u)  +  {(WnU)v)  =  0 

links  das  erste  und  das  dritte  Glied,  es  ist  also  wirklich: 

^VWjt)u)  ^0  (X  ==  1    .  .  w). 

Es  giebt  noch  andere  Verallgemeinerungen  des  Poissonschen 
Theorems,  die  nicht  direkt  aus  der  Jacobischen  Identität  hervorgehen, 
auf  dieselben  einzugehen  ist  aber  hier  nicht  der  Ort. 


Kapitel   16. 

Verallgemeinerang  der  Theorie  der  homogenen  Fnnotionengruppen. 
Auffassung  der  Funotionengruppen  als  unendlicher  Transformations- 

gruppen. 

In  dem  gegenwärtigen  Kapitel  beschäftigen  wir  uns  hauptsächlich 
mit  endlichen  Berührungstransformationen  von  der  besonderen  Form: 

(1)  z=Az  +  Sl(x,p),    xl  =  Xi(x,p)y    pl  =  Vi(x,p) 

(i  =s  1  .  •  .  n) 

und   mit  den  zugehörigen  infinitesimalen  Berühruugstransformationen, 
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leren   charakteristische    FuDctioueu   nach   S.  261    die   Gestalt   haben: 

JB  -\-  tp(x,  p),  wo  e  eine  Constante  bezeichnet. 

Die  Entwickelungen  des  Kapitels  sind  übrigens  zum  Verständniss 

ler  folgenden  Kapitel  nicht  erforderlich;   wenn  sie  trotzdem  gebracht 

^erden^  so  beruht  das  auf  der  Wichtigkeit^  die  ihnen  an  und  fQr  sich 

.ukommt. 

§  72. 

Zunächst  einige  einfache  Definitionen  und  Sätze. 

Wir  sagen  (Abschnitt  I,  S.  95),  dass  eine  Function  U  von 
'  ,  Xi  •  -  -  Xnj  Pi' ' '  Pn  bei  einer  gegebenen  Berührungstransformation 
"ou  der  Form  (1)  invariant  bleibt,  wenn  vermöge  (1)  eine  Relation 
''on  der  Form: 

U{0',  <  •  •  •  rr,',  !>/•••  Pn)  =  TJ{z,  a?!  •  •  •  a;»,  ft  •  •  •  p») 

3e8teht.  Hieraus  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  homogenen  Berührnngs- 
^ansformaMonen : 

z=Zy    x/=^  Xi{Xy  p),    Pi'=Pi(x,p)        (.•=i-.-«) 

r»  den  Veränderliclien  x^-'-Xn,  Pi'-'Pn  ««^'^  definirt  werden  können 
olIs  diejenigen  Berührungstransformationen  von  der  Form  (1),  welclie  die 
Function  z  invariant  lassen. 

Ist:  Ui{x,  p)  '  - '  Ur(x,  p)  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  und 
■gestehen  vermöge  (1)  Relationen  von  der  Form: 
<2)  u^(x\  p)  =  Fx (Mi(a;,  p)  •  •  •  Ur{x^  p))        (x  =  i . . . d , 

so  sagen  wir,  dass  die  Functionengruppe:  ti^'-Ur  bei  der  Berührungs- 
iiransformation  (1)  invariant  bleibt  oder  dass  sie  die  Transformation 
(1)  gestattet;   unter  den  gemachten  Voraussetzungen  und  nur  unter 
diesen  führt  die  Berührungstransformation  (1)  jede  Function  der  Func- 
tionengruppe: w^  •  •  •  Ur  wieder  in  eine  Function  der  Gruppe  über. 

Die  eben  aufgestellte  Definition  kann  etwas  anders  gefasst  werden. 
Ist  nämlich  v^-'-v^n—r  die  Polargruppe  der  Functionengruppe:  Wi»  -Mr, 
so  besteht  die  letztere  aus  allen  Lösungen  des  vollständigen  Systems: 
(3)  (V)«.,  =  0,  •••(t;„-ra.,-=0. 

Bleibt  nun  die  Functionengruppe:  w^  •  •  •  Ur  bei  der  Berührungstrans- 
formatiou  (1)  invariant,  so  gilt  (Abschnitt  I,  S.  138)  dasselbe  auch 
von  dem  vollständigen  Systeme  (3)  und  umgekehrt  Also  können 
wir  sagen: 

Die  r-gliedrige  Functionengruppe:  u^(x,  p)  -  "  Wr(a?,  p)  hleibt  bei 
der  Berühningstransformation  (1)  dann  und  nur  dann  invariant y  wenn 
das  zu  ihrer  Polargruppe:  Vj  •  •  •  Va«— r  gdwrige  vollständige  System: 

(3)  Ml„  =  0,    .  •  •    K-r/-),.,  =  0 

bei  (1)  invaria^U  bleibt 
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Zugleich  gilt  der 

Satz  1.  Bleibt  die  r-gliedrige  Fwiciionengruppe:  ^^{x,  p)"'Ur{x,  p) 
bei  der  Berührungstrafisformatiofi: 

(1)  z'=Az  +  Sl(x,p),    x/=Xi{x,p),    Pi'  =  Pi{x,p) 

(»  =  1  .  . .  n) 

invariant,  so  gilt  dasselbe  auch  vcrn  der  Bugekörigen  Polargruppe:  v^  •  •  •  V2n—r . 
Dieser  Satz  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  zwei  reciproke  Gruppen 
von  jeder  Berührungstransformation   (1)   in   zwei   reciproke  Gruppen 
übergeführt  werden  (s.  S.  185). 

Soll  die  infinitesimale  Beruh rungstransformation:  €2  +  w(x,  p), 
deren  Symbol  lautet: 

[b2  +  W{X,  p)y   n^^x^p  —  («^  +  W{?0,  p))  ^-^, 

die  Function  U{Zj  (X>iP)  invariant  lassen,  so  ist  (S.  255  f.)  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  der  Ausdruck: 

7)  TT 
{BZ  +  w{Xy  p),    tri,,x,p  —  (b2  +  w{Xy  p))  ^- 

identisch  verschwindet. 

Ist  die  besprochene  infinitesimale  Berührungstransformation  so 
beschaffen,  dass  sie  das  oben  definirte  vollständige  System  (3)  invariant 
liisst,  so  sagen  wir:  sie  lässt  die  Functionengruppe:  u^ioc,  p)'-'Ur(x,  p) 
invariant  Auf  Grund  von  Abschnitt  I,  Kap.  8  können  wir  uns  daher 
auch  so  ausdrücken: 

Die  r-gliedrige  Functionengruppe:  u^{Xy  p)  -  -  -  Ur(x,  p)  gestattet  die 
infinitesimale  Berührungstransformation:  ez  -\-  w(Xy  j))  dann  und  nur 
dann,  wenn  r  Bdationen  von  der  Form: 

\b0  +  W{X,  p),   U^X^^^p  =  iIx(Wi  •  •  •  Ur) 

(X  =a  1 .  . .  r) 

besteJ^u 

Soll  das  vollständige  System  (3)  bei  allen  endliclien  Transfor- 
mationen der  eingliedrigen  Gruppe: 

df 


[BZ  +  w{x,  p),  n,,x,p—ieB  +  w(x,  p)) 


cz 


invariant  bleiben,  so  ist  nach  Abschnitt  I,  Kap.  8  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  es  bei  der  infinitesimalen  Transformation  dieser  ein- 
gliedrigen Gruppe  invariant  bleibt.     Hieraus  folgt: 

Die  r-gliedrige  Functionefigruppe:  Uj^(x,  p)  - '  -  Ur{x,  2>)  gestattet 
alle  endlichen  Beruhrungstransforniationen  der  eingliedrigen  Gruppe: 
BZ  +  w{x,  p)  dann  und  nur  dann,  wenn  sie  die  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation:    bz  '\'  tv{x,  p)  gestaltet. 
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Wenn  die  Functionengruppe:  Uj^{Xy  p)  -  -  *  Ur(x,  p)  alle  endlichen 
Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe:  se  -f~  ^(^;  P)  gestattet^  so 
filt  nach  Satz  1,  S.  284  von  der  zugehörigen  Polargruppe:  v^'^vt^—r 
lasselbe.  Verbinden  wir  hiermit  das  vorhin  Gesagte,  so  bekommen 
vir  den 

Satz  2.  Gestattet  eine  r-gliedrige  Functionengruppe:  u^{Xj  |>)  •  • 
^t(XjP)  die  infinitesimale  Berührungstransformation:  bü  -{-  w{Xyp)y  so 
^esitjst  die  zugehörige  Polargruppe:  v^{x^  p)  - '  -  V2ji— r(a?,  p)  dieselbe  Eigeji- 
chaft. 

Dieser  Satz  kann  offenbar  auch  folgendermassen  ausgedrückt  werden: 

Theorem  46.  Erfüllen  r  unabhängige  Functionen:  <Pi{x,p)"- 
t^r{Xjp)  einer  r-gliedrigen  Functionengruppe  r  Relationen  von 
Fer  Form: 

[sz  +  w{x,  p),  9>x],^,^p  =  Dx(9>i  •  •  •  9>r) 

9  0  erfüllen  irgend  2n  —  r  unabhängige  Functionen:  i>i{Xjp)  •  •  • 
'4f%n—r{Xyp)  der  zugehörigen  (2n  —  r)-gliedrigen  Polargruppe 
Wlelationen  von  der  entsprechenden  Form: 

[SZ  +  W(X,  p),   tj\^^j,  =  Vj(ti  .  .  .  tin^r) 

0  =  1  ...  2»  — r). 

§  73. 

Die  Auseinandersetzungen  des  vorigen  Paragraphen  geben  einen 
lieferen  Einblick  in  die  Theorie  der  homogenen  Functionengruppen 
mind  liefern  zugleich  eine  Verallgemeinerung  dieser  Theorie. 

Eine  r-gliedrige  Functionengruppe:  ^i(X)  p)  ' '  *  ^r(Xy  p)  ist  nach 
"Theorem  28,  S.  215  homogen^  sobald  r  Relationen  von  der  Form: 

(4)  -S^'^äJ  =   ^''(^l  '  *  •  9>r)  (x  =  l  .  . .  r) 

bestehen.  Vergleichen  wir  hiermit  das  Symbol  der  infinitesimalen 
BerQhrungstransformation  z,  welches  folgendermassen  lautet: 

80  erkennen  wir^  dass  die  Relationen  (4)  sich  schreiben  lassen: 

[^9>x],,,,p  =  —  f/x(9>i  •  •  •  9>r)         («=1  • . •  r). 

Auf  Grund  des  im  vorigen  Paragraphen  Gesagten  können  wir  daher 
die  alte  Definition  der  homogenen  Functionengruppen  durch  die  nach- 
stehende*) ersetzen: 

*)  Vgl.  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Chrisiiania,  December  1872. 
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wemm  Af  die  mjmilefumdk  Berüntmasirmiffcirmaticm  mä  der  Aarakieri- 


Wam  aber  die  Fmicsioiiengiiippe:  Wi^*  J*""W'  ^'  P  ^^  infini- 
leEunale  BerühnmgnruisfonDation  s  gesun^r,  so  thüt  die  zagehörige 
Poljj^rcfipe  nach  Satz  2.  S.  2S5  dasselbe  und  ist  daher  ebenfalls 
hoiDoeen. 

Hiermit  haben  wir  einen  nerien  Beweis  und  s^taiofi  time  htgriff-- 
liAt  ErVdmmg  d($  Fmmdawyaäalii^^trms  ams  der  TkifTie  dar  hrjmagemem 
F^mdifMemgntff^m.  nach  welchem  die  Polaznizppe  einer  homogenen 
Foncdonengrsppe  ebenfall«  homogen  ist  -s.  Theorem  29.  S.  217  i. 

Ai2S9erdem  leuchtet  bei  Betrachtung  des  Saties  2.  S.  2S5  ein,  dass 
der  ganze  Begriff  der  homogenen  Fiinctionecgrcppen  n::r  ein  besonderer 
Fall  eines  allgemei  Deren  Begri^s  ist.  Man  kann  züunlich  überhaupt 
alle  Fi:nctionengn:ppen  betracht^rn,  welche  irgend  eine  pfpdiatc  infini- 
tesimale Beröhnmgstransformalion  Ton  der  Form:  £S  -^  w*t.  p  ge- 
statten. Der  Inbegriff  aller  dieser  Functi<»iengn:ppen  ist  dann  nach 
Satz  2,  S,  2S5  «<:•  beschaffen,  dass  die  Polaigrcppe  einer  darin  ent- 
haltenen Functionengrcppe  stets  wieder  oem  Inbegriff  angehön. 

Man  kann  den  Satz  2.  S.  2S5  übrigens  asch  auf  einem  anderen 
Wege  ableiten. 

Gestattet  eine  r-gliedrige  Fanctionengruppe:  ^i'J". /•*-••  Vr(x,  |>^, 

welche  die  Gruppe:  rj  x,p  ••  •  r*, ■*"•/"  «^^  Polargruppe  hat,  die 

infinitesimale  Berührunffstransformatäon:  fr  4-  r  x.  r«  .  so  bestehen 
nach  S.  2^4  Relationen  Ton  der  Form: 

Ux  nun  zunächst  i  gleich  Null,  so  lassen  sich  die^e  Gleichungen  schreiben: 

Setzen  wir  aber  diese  Ausdrücke  in  die  Jaco  bische  Identztit: 

( r^O* )  +  i'^^.  «")  -r  0  ^. «^  fr)  =  0 

ein  und  berücksichtig«»  wir.  dass  auf  der  linken  Seite  die  beiden  erst^i 
Glieder  Terschwindoi,  so  ennebt  sich,  dass  Relationen  Ton  der  Form: 

Vr.»      = 

bestehen.  Ist  andrerseits  f  =^0.  so  fuhren  wir  duivh  eine  Berührungs- 
transformation  ron  der  Gestalt: 

:'  =  £2  -^  tr  -r.  j   .     x'  =  X  jr.  j-  ,    j/  =  P,  jr,  f^ 
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die  neuen  Veränderlichen  z\  x\  p'  ein.  Gehen  dabei  die  q>x  und  ^j 
bezüglich  über  in  ^x(x'f  p')  und  ^>(a;',  p'),  so  verwandelt  sich  (5)  in: 

woraus  erhellt,  dass  die  Functionengruppe:  ^i'-'^r  homogen  ist.  Die 
zugehörige  Polargruppe:  ^j-'-^'s»— r  ist  nach  Theorem  29,  S.  217  eben- 
falls homogen,  es  bestehen  also  Relationen  von  der  Form: 

und  die  erhalten,  wenn  wir  die  alten  Veränderlichen  is^Xyp  wieder 
einführen,  die  Gestalt: 

[es  +  W{X,  p),   ^s\  x,p  =  «^X*l  •  •  •  *in-r) 

(>  =  1-  •  .2n  — r). 

Beide  Male  findet  man  also  das  Theorem  46,  S.  285  bestätigt. 

Durch  ganz  ähnliche  Betrachtungen  erhält  man  aus  dem  Theorem  30 
in  Kap.  12,  S.  223  den  folgenden  . 

Satz  3.  GestaMet  die  r-gliedrige  Functionengruppe:  9>i(^,  p)-* 
<Pr{Xyp)  die  infinitesimale  Berührungstransformation:  ^ -{- tv{Xy  p),  be- 
stehen also  r  Belationen  von  der  Form: 

[Z  +  W(X,  p)y  9x]  =  ^x(9>i  •  •  •  9r)  (x  =  1 .  .  .  r), 

so  ist^  es  stets  möglich y  diese  Gruppe  auf  eine  solche  kanonische  Form: 
Xj  •  •  •  Xmy  Fl  "  '  Pq  zu  hingen,  dass  die  Gleichungen: 

[X,,  z  +  w{x,  p)l^^^^  -=  0,    \Pj,  z  +  »(«, !))],_,,  =  !>• 

(i  =3  1 .  . .  m ;   ^  =  1  •  •  •  j) 

identisch  erfüllt  sind. 

Dieser  Satz  liefert  eine  neue  Methode  zur  Beantwortung  der  Frage, 
ob  es  eine  Berührungstransformation  (1)  giebt,  welche  s  vorgelegte 
Functionen  Ui(x,  p)'"Us(x,  p)  in  s  andere  Functionen:  Vi{x\p')"- 
F^(rc ',!)')  überführt  und  ausserdem  eine  gegebene  Function:  S'\-w{x,p) 
invariant  lässt.  Es  ist  jedoch  kein  Grund  vorhanden  darauf  genauer 
einzugehen. 

§  74. 

Es  sei:  u^(Xy  p)  -  ->  Ur{Xy  p)  irgend  eine  r-gliedrige  Functionen- 
gruppe und   Xj  •  •  •  Xm+g,  Pi'  •  '  Pm  eine  kanonische  Form  derselben. 

Verstehen  wir  nun  unter  U  eine  beliebige  Function  der  Gruppe, 
so  ist: 

(6)  (UfU  -  U^, 

eine  infinitesimale  Berührungstransformation,  welche  die  Functionen- 
gruppe: Uy    'Ur  invariant  lässt    Diese  infinitesimale  Transformation 
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lässt  zu  gleicher  Zeit  jede  einzelne  Fwiction  der  zu:  Ui"-Ur  gehori 
Polargruppe  und  daher  insbesondere  eine  jede  ausgezeichnete  Fanct^i 
der  Gruppe:  Uj^-"Ur  invariant.     Es  ist  überdies  leicht  zu  sehen,  d 
sie   die   allgemeinste   infinitesimale  Berührungstransformation   von 
Form: 

ist,  welche  die  angegebenen  Eigenschaften  besitzt. 

Wir  wollen  andrerseits  alle  endlichen  Berührungstransformatio v-i  on 
von  der  Form: 

(7)  s'=e+0(x,p),    Xi'=Si{x,p),    pi  =  ni{x,p) 

(i  =  1  .  .  .  m) 

suchen,  welche  die  Functionengruppe:  «^  •  •  •  i/^  und  zugleich  jede  ein- 
zelne Function  der  zugehörigen  Polargruppe,  also  auch  jede  c^us- 
gezeichnete  Function  der  Gruppe:  u^-  -  -  tfr  invariant  lassen. 

Sind  X,n-f^i  •  •  •  X„,  Pm^i-'-Pn  solche  Functionen  der  rc,  i?, 
dass  X^'-'Xny  P^^'-Pn  eine  2n-gliedrige  kanonische  FunctiorB eii- 
gruppe  bestimmen,  so  ist  insbesondere:  X^^-i-'-X«,  Pm+^i  •  -  -  -^« 
eine   kanonische  Form    der   zu   w^  •  •  •  Ur   gehörigen  Polargruppe.  Es 

handelt  sich  daher  nur  darum,  die  allgemeinste  Berührongstrans For- 
mation (7)  zu  finden,  welche  das  Functionensystem :  X^»  • '  Xrm^-\-9i 
P^-'-Pm  in  eine  andere  kanonische  Form  der  Gruppe:  Wj  •  ••tir'Q^^®'' 
führt  und  zugleich  die  Functionen:  X„,+i-«-X„,  Pm+^i'-'P»  säiiB.  xiit- 
lich  invariant  lässi 

Um    diese   Aufgabe    zu   lösen,   bestimmen    wir    zunächst   in        ^'' 
gemeinster  Weise  eine  solche  kanonische  Form:  X^  •  •  •  X/^-i-y,  ^i*--"    ^'" 
der  Functionengruppe:  w^  •    •  «r,  dass:  X^+i  •  •  •  X„^  bezüglich  gle  ich: 
Xm-\-i ' " Xm-{^  sind.     Sodann  fügen  wir  zu  den  Functionen:  Sj---    -3^«, 
Xm+i  •  •  •  X„,  ^1  •  •  •  ^m,  Pm+9+1 '  •  '  Pn  in  allgemeinster  Weise  soE  ^^^ 
weitere:  ^ß^+i •  •  •  ^/n+j  hinzu,  dass  eine  2n-gliedrige  kanonische  Gru^P^ 
entsteht     Endlich  suchen  wir  nach  Anleitung  von  Theorem  13,  S.   ^^ 
zwei  Functionen:  A{x,  p)  und  B{Xy  p)  von  solcher  BeschaflFenheit^  J^-ss 
sowohl  die  Gleichungen: 

^  =  e  +  A(x,p),    Xi  =  Xi(x,p),    p!  =  Pi{x,p) 

(t  =  1  •  •  •  n) 

als  die  Gleichungen: 

'z  =  z  +  B{x,  p),    äi  =  X,  {x,  j)),  . . .  i^  =  dl„^(xy  p) 

Xm^l  =  X,n-fi(a;,  1)),    •  •  •    ^„  =  Xn{x,  p) 
ih  =  ^1  (^7  P)>    "'  P'n-H  =  ^m^ix,  p) 

p,H  7+1  =  -Pm-H+i(a:,  ;>),  •  •  •  lU  =  Pn(x,  p) 
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eine  Berührungstrausformation  darstellen.  Alsdann  ergiebt  sieh  nach 
S.  132  aus: 

^li^'y  P1  =  ^l(^y  P);   '  •  '   ^m{x\  p)  =  X„,(x,  p) 
(8)        <       Xm^i(x\  p)  =  Xm+i(x,  JO),    .  •  •    Xn{x\  p)  =  Xn(x,  p) 
^l(^';  /)  =  Pl(^^  P),    '"    ^m+q{x,  p)  =  Tm^{x,  p) 

P„,+^i(a;',  p)  =  P,n+^i(a:,  p),  •  •  •  Pn{x\  p')  =  Pn{x,  p) 

durch  Auflosung  nach  den  j?',  x',  p  eine  Berührungstransformation 
und  zwar  ist  dies  offenbar  die  allgemeinste  von  der  Form  (7),  welche 
die  Functionengruppe:  t/^  •  •  •  Mr  und  zugleich  alle  Functionen  der  zu- 
gehörigen Polargruppe  invariant  lässt. 

Es  leuchtet  ein^  dass  der  Inbegriff  aller  Berührungstransformationen 
(8)  eine  unendliche  continuirliche  Transformationsgruppe  mit  paarweise 
inversen  Transformationen  bildet  und  dass  diese  Transformationsgruppe 
alle  infinitesimalen  Beruhrungstransformationen: 

(6)  m)s,-v^i, 

umfassty  welche  Function  von  u^-'-Ur  auch  das  U  sein  mag.  Andrer- 
seits ist  klar,  dass  für  jede  infinitesimale  Berührungstransformation  (8) 
die  zugehörige  charakteristische  Function  nur  von  x^-  •  -  x^j  Pi'  -  'Pn 
abhängt^  denn  es  ist  ja  /  —  0  eine  Function  der  Xy  p  allein.  Hieraus 
folgt,  dass  in  der  Form  (6),  in  welcher  U  eine  willkürliche  Function 
von  iii'Ur  bedeutet,  alle  infinitesimalen  Transformationen  der  unend- 
lichen Transformationsgruppe  (8)  enthalten  sind.     Also: 

Theorem  47.  Ist:  w^  •  •  •  Ur  eine  beliebige  r-gliedrige  Func- 
tionengruppe in  den  Veränderlichen:  no^-  -  -  Xnj  Pi-  -  -  Pn,  so  gieht 
es  eine  unendliche  continuirliche  Gruppe  von  Berührungstrans- 
formationen, deren  infinitesimale  Transformationen  sämmtlich 
in  der  Form: 

(6)  m)^  -  ^'t 

enthalten  sind,  wo  U  eine  willkiirliche  Function  von  w^  •  •  •  Ur 
heiseichnet. 

Die  hierin  erwähnte  unendliche  Transformationsgruppe  umfasst 
offenbar  alle  eingliedrigen  Transformationsgruppen  von  der  Form  (6); 
ob  dagegen  jede  ihrer  endlichen  Transformationen  einer  solchen  ein- 
gliedrigen Gruppe  angehört,  das  muss  hier  unentschieden  bleiben. 

Lässt  man  aus  den  Gleichungen  (8)  die  oberste  Gleichung  weg, 
80    erhält   n^^n    natürlich    in   den  Veränderlichen   x^'^x^j  Pi  ' ' '  Pn 

Lie,  Theorie  der  Traiisfonnationsgnippen.   II.  19 
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allein  eine  unendliche  Gruppe  von  verkürzten  Berührungstransfor- 
mationen. Die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe  sind 
ebenfalls  verkürzte  Berührungstransformationen  und  sämmtlich  in  der 

Form:  (?7(«i  •  •  •  «r),  a.p 

enthalten,  wo  U  eine  willkürliche  Function  seiner  Argumente  bezeichnet. 

Wir  bemerkten  schon  früher  (S.  260),  dass  die  atisgezeichneten 
Functionen  einer  r-gliedrigen  Functionengruppe  und  ebenso  die  Func- 
tionen der  zugehörigen  Polargruppe  allen  eingliedrigen  Gruppen  von 
der  Form:  (?7(Wi--*Ur),  /)  gegenüber  Differentialinvarianten  sind.  Sie 
sind  aber  offenbar  gleichzeitig  auch  Differentialinvarianten  gegenüber 
allen  endlichen  Transformationen  unsrer  unendlichen  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen (8). 

Hier  möge  ohne  nähere  Begründung  der  folgende  Satz  angeführt  werden: 

Satz  4.  Ordnen  sich  die  Transformationen  einer  unendlichen  continuir^ 
liehen  Transformationsgruppe  paarweise  als  inverse  zusammen,  so  bleibt  jede 
Function,  welclie  alle  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe 
gestattet,  zugleich  auch  bei  allen  üiren  endlichen  Transformationen  in- 
variant 


Hier  sollen  noch  verschiedene  Fragestellungen  angedeutet  werden.*) 

Ist  eine  r-gliedrige  Functionengruppe:  u^{Xj  p)  - -- Ur{Xj  p)  vor- 
gelegt, so  kann  man  nach  allen  endlichen  Berührungstransformationen 
von  der  Form  (7)  fragen,  welche  die  Functionengruppe  invariant  lassen. 
Der  Inbegriff  aller  dieser  Transformationen  bildet  natürlich  eine  unend- 
liche Transformationsgruppe,  deren  infinitesimale  und  endliche  Trans- 
formationen sich,  wie  nebenbei  bemerkt  sein  mag,  immer  ohne 
Schwierigkeit  direkt  bestimmen  lassen. 

Man  kann  femer  alle  endlichen  oder  infinitesimalen  Berührungs- 
transformationen  von  der  Form  (7)  suchen,  welche  zu  gleicher  Zeit 
nieJirere  vorgelegte  Functionengruppen  oder  Functionen  invariant  lassen; 
selbstverständlich  erhält  man  auch  da  im  Allgemeinen  unendliche  Trans- 
formationsgruppen. 

Man  kann  andrerseits  alle  vollständigen  Systctne  in  den  Veränder- 
lichen x^-'-Xn,  Pi'"Pn  suchen,  welche  bei  einer  derartigen  unetidliclien 
Gruppe  invariant  bleihoi.**) 

*)  Eine  Beihe  solcher  Fragen  findet  man  erledigt  in  den  Verh.  d.  Ges.  d.  W. 
zu  Christiania,  Februar  1875,  in  der  AbhaDdlong:  „Discussion  aller  Integrationa- 
mcthoden  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung*^  von  Sophus  Lie; 
vgl.  auch  Math.  Ann.  Bd.  Xf. 

**)  Probleme  von  dieser  Beschaffenheit  gehören  zu  der  allgemeinen  Theorie 
der  THfferenticdinvarianten,  vgl.  die  eben  citirte  Abhandlung:   Dio^nssion  n.  s.  w. 
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Von  selbst  versteht  sich,  dass  sich  entsprechende  Untersuchungen 
:h  durchführen  lassen,  wenn  man  sich  von  vornherein  auf  homogene 
rührungstransformationen  in  den  x^  p  beschränkt. 

Nur  ein  ausgeführtes  Beispiel  möge  hier  seine  Stelle  finden. 

Es  sei  eine  Function  u  der  Veränderlichen  x^'-^Xn,  Pl^^'Pn  vor- 
egt.  Wir  fragen  zunächst  nach  allen  infinitesimalen  Berührungs- 
Qsformationen  (p(x,  p),  welche  u  invariant  lassen. 

Soll  die  infinitesimale  Berührungstransformation  g)(Xf  p)  die 
iction  u  invariant  lassen,  so  ist  nach  S.  255 f.  noth wendig  und 
reichend,  dass  der  Ausdruck  {g)u)  identisch  verschwindet,  also  ist 
c,  p)  eine  beliebige  Function  der  zu  u  gehörigen  (2n — l)-gliedrigen 
largruppe.  Setzen  wir  w  =  X^  und  sind  Xj^-'X«,  F^'"Pn  kano- 
che  Verilnderliche  (vgl.  S.  205),  so  hat  die  besprochene  Polargruppe 

Form:  Xj-'-X«,  P^"'Pn\  die  allgemeinste  infinitesimale  Be- 
irungstransformation  von  der  gesuchten  Beschaffenheit  lautet  also: 

9  eine  willkürliche  Function  seiner  Argumente  bezeichnet 
Nunmehr  suchen  wir  alle  vollständigen  Systeme  in  x^'^Xn,  Pi"-?«, 

Iche  bei  allen  infinitesimalen  Berührungstransformationen  von  der 

rm  (9)  invariant  bleiben. 

Ist  W{XfP)  eine  Losung  eines  der  gesuchten  vollständigen  Systeme, 
muss  stets  auch: 

(«(X,  • .  •  X.,  P, . . .  P.),  TT)^ 

le  Lösung  dieses  Systems  sein  und  zwar  bei  ganz  beliebigem  O. 

Wir  denken  uns  nun  die  allgemeinste  Lösung  eines  der  gesuchten 
llständigen  Systeme  als  Function  von  Xj-^-X«,  P^'-'Pn  dar- 
stellt, sie  möge  in  dieser  Darstellung  die  Form: 

sitzen. 

Es  sei  £1  zunächst  nicht  von  allen  2n  — 2  Grössen:  Xj-'-X», 
•  - '  Pn  frei,  sondern  enthalte  etwa  Xx,  wo  x  grösser  als  2  ist  (ent- 
It   es  Px  (x>«),  so  kommt  man  auf  genau  dasselbe).     Wir  bilden 
i  beiden  Ausdrücke: 

(P,a)-IJ-,   (P^Ä)  =  2P«/5, 

Jche  nach  dem  soeben  Gesagten  gleichfalls  Lösungen  des  betreffenden 
llständigen  Systems  sind  und  da  öj^  nicht  identisch  verschwindet, 

erkennen  wir,  dass   Px  selbst  eine  Lösung  ist.     Nunmehr  ergiebt 

:h,  dass  auch: 

19* 
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(P.,  XJ^)  =  2X,,      (Px,  X^Xj)  =  Xj 
0  =  1-    -i»;  i  +  x) 

Lösungen  des  vollständigen  Systems  sind;  dass  also  dieses  System  die 

2n  —  1  unabhängigen  Losungen:  X^  •  •  •  X„,  P2  - '  -  Pn  besitzt.     Mehr 

unabhängige  Lösungen  kann  es  nicht  besitzen,  also  hat  es  einfach  die 

Form:  (X^^f)  =  0  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt:  (uf)  =  0. 

Es  sei  £1  andrerseits  von  X^  •  •  •  X»,  P2  •  •  •  P«  frei  und  also  eine 

Function  von  Xj,  P^  allein:  iß(Xi,  P^).     Dann  muss  Ä  nothwendig 

auch  von  P|  frei  sein,  denn  sonst  wären  die  Ausdrücke: 

(x^a)  =  —  -o-p- ,    (XjXg,  a)  =  —  ^2jp- 

1  1 

Lösungen  des  betreffenden  vollständigen  Systems  und  also  auch  X2 
eine  Lösung,  während  doch  die  allgemeinste  Lösung  nur  von  X^  und 
P^  abhängen  soll.  In  diesem  Falle  ist  daher  die  allgemeinste  Lösung 
eine  Function  von  X|  allein  und  das  betreffende  vollständige  System 
lautet: 

(XJ) = 0,  •  •  •  (x„n = 0 

(p,/-)  =  o,  -..  (P„/-)  =  o. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  5.  Gestattet  ein  vollständiges  System  in  den  Veränderlichen 
Xy'-'Xnj  Pi'  "Pn  olle  infinitesimalen  Berührungstransformationen  in 
den  Xj  jp,  welche  die  Function  u{x,p)  invariant  lassen,  so  kann  es  ent- 
weder die  Form: 

{uf)^  =  0 

erlialten,  oder  es  ist  (2n  —  l)'gliedrig  und  besitzt  nur  die  eine  Lösung  u. 


Abtlieilung  IV. 

Allgemeine  Theorie  der  endlichen  oontinnirliohen  Gruppen  von 

Berührongstransformationen. 

In  dieser  Abtheilung  entwickeln  wir  den  Begriff  der  endlichen 
continuirlichen  Gruppen  von  Berührungstransformationen  und  leiten 
die  wichtigsten  Eigenschaften  derartiger  Gruppen  ab. 

Zunächst  jedoch  füllen  wir  eine  Lücke  aus,  welche  im  ersten 
Abschnitte  geblieben  war.  Daselbst  fanden  wir  nämlich,  dass  r  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen: 

r) 


X^if)  =  ^U{Xy'^'Xn)^~^^  (x==l 
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ler  r-gliedrigeu  Gruppe  Relationen  von  der  Form: 

)  X.(X«(/-))  -   X4X,(/-))  =  ^.C<„X.f  (.-.  x  =  l...r) 

1 
t&llen  und  ausserdem^  dass  die  in  diesen  Relationen  vorkommenden 
•nstanten  Cx«  die  Gleichungen: 

Cixs  +  Cxu  =  0 

r 

(i,  x,^,  #==1  •  .  .  r) 

Triedigen.  Wir  kündigten  auch  bereits  an,  dass  umgekehrt  jedesmal^ 
nn  r^  Cotistanten  Cu$  vorgelegt  sind,  welche  die  Belationen  (B)  erfüllen^ 
immer  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  Punkttransformationen  giebt,  welcJie 
I  Zusammcfisetzung  Cix,  besitzt,  eine  Gruppe  also,  welche  r  unahliängige 
Initesimale  Transformationen:  X,/'-  •  •  Xrf  enthält,  die  in  den  Be- 
hungen  (A)  stehen.  Diesen  Fundamentalsatz  wollen  wir  jetzt  wirk- 
h  beweisen  und  wir  werden  zu  gleicher  Zeit  finden,  dass  alle  Gruppen 
a  PimMransformationen  mit  gegebener  Zusammensetzung  jedenfalls 
rch  Integration  gewöhnlicher  DiflFerentialgleichungen  bestimmt  wer- 
ti  können. 

In  Kapitel  18  entwickeln  wir  sodann  den  Begriff  der  endlichen 
atinuirlichen  Gruppen  von  Berührungstransformationen  und  über- 
kgen  die  hauptsächlichsten  Theorien  des  ersten  Abschnitts  auf  die 
iippen  dieser  Art.  Besonders  einfach  gestaltet  sich  dabei  die  Theorie 
r  Aehnlichkeit  zweier  Gruppen  von  Berührungstransformationen. 

Aus  dem  übrigen  Inhalte  der  gegenwärtigen  Abtheilung  möge 
ner  hervorgehoben  werden  der  Nachweis,  dass  alle  Gruppen  von 
früi^rt4t2^5transformationen  mit  gegebener  Zusammensetzung  sich 
lenfalls  durch  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  he- 
mmen lassen  (Kapitel  20). 

In  Kapitel  21  führen  wir  sodann  den  Begriff  der  Reducibilität 
d  Irreducibilität  der  Gruppen  von  Berührungstransformationen  ein; 
dlich  zeigen  wir  in  dem  Schlusskapitel  (Kap.  22)  der  Abtheilung, 
88  jede  endliche  continuirliche  Gruppe  von  Berührungstransforraationen 
fferentialinvarianten  besitzt,  und  geben  zugleich  eine  Methode,  alle 
386  Differentialinvarianten  durch  Integration  gewöhnlicher  Differential- 
sichungen  zu  bestimmen. 
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Kapitel  17. 

Beweis  der  Existenz  von  GTruppen  mit  gegebener  Zusammensetzimg. 

Wir  denken  uns   eine  Zusammensetzung  gegeben^   also   r'  Gon- 
stauten  c,xo  welche  die  Gleichungen: 

Cixs  +  Cxt«  =  0 


(1) 


r 


erfüllen.  Wir  behaupten ;  dass  es  in  einer  geeigneten  Zahl  m  von 
Veränderlichen  J/i  -  -  -  ym  r  unabhängige  infinitesimale  Punkttrans- 
formationen: 

tn 

df 


m 


1 

giebt,  welche  in  den  Beziehungen: 


y».) 


sy. 


(X  =  1 . . .  r) 


(2) 


YiiY.if))  -  Y.iY.if))  =  ^s  CixsZf      o,.=i     r) 


stehen  und  somit  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung 
dxa  erzeugen. 

§  75. 
Zunächst  werden  wir  nachweisen,  dass  es   bei   geeigneter  Wahl 
von  n  stets  r  unabhängige  Functionen:  9>i(ic,  i>)  •  •  •  g)r(^',jp)   der  2n 
Veränderlichen  x^  -  -  -  Xn,  Pi '  -  - Pn  giebt,  welche  in  den  Beziehungen: 


(3) 


r 


(f ,  X  =  1  •  •  •  r) 


stehen. 

Nach  Theorem  37,  S.  241  ist  zur  Existenz  von  r  derartigen 
Functionen:  q>i{Xy  J))  •  •  •  ^r{XjP)  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
die  Wix(fp^ '  -  *  9>r)  die  Relationen: 

Wix  +  w^i  =  0 


(4) 


>? 


dv).^  cw^j  ^^',,1 

^^V^ r  «^W  o  +  tVrx'^-—  \  =  0 


(.•,x,i=l...r) 

identisch  erfüllen.  Von  diesen  Relationen  sind  nun  aber  die  in  der 
ersten  Reihe  wegen :  c,x,  +  Cx,j  =  0  augenscheinlich  erfüllt  und  die  in 
der  zweiten  Reihe  nehmen  bei  wirklicher  Ausrechnung  die  Form   an: 
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r  r 

1  1 

rden  also  vermöge  (1)  ebenfalls  zu  Identitäten.  Folglich  giebt  es 
ler  r  unabhängige  Functionen:  ^Pii^j  p)  -  *  -  g>r(p^,  p)  von  der  an- 
jebenen  BeschaflFenheit  und  wir  haben  den 

Satz  1.     Sind  r^  Constanten  Cjxs  vorgelegt^  welclie  die  Gleichungen: 

r 

^^•'  [eixrCfjs  "p  Cxjveris  "T*  ^Jiv^rxi]  ^^  ^ 

1 

(i,  x,J,  $  =  !•'•  r) 

üllen,  $0  ist  es  nach  geeigneter  Wahl  voti  n  stets  möglich  r  solche  unah- 
tffige  Functionen:  ipi(x, p)--- g>r{x, p)  der  2w  Veränderlidien  a?i •  •  •  Xn, 
'  '  Pn  ^«  finden,  welche  in  den  Beziehungen: 


r 


{9>i9dxp  =  ^J  ^«9^*  .  (i,  X  =  1  .  .  .  r) 

1 

^icn  und  zwar  ist  zur  Bestimmung  von  r  derartigen  Functioficpi: 
'  '  '  q>r  höchstcfiis  die  Integration  geivöhnlicher  Diff'ercntialgleichungen 
brderlich. 


Jetzt  seien:  (pi{x,  p)  -  -  -  ^r(x,  p)  unabhängige  Functionen,  welche 
den  Beziehungen  (3)  stehen. 
Wir  betrachten  die  r  infinitesimalen  Transformationen: 

den  Veränderlichen  x^-  "  Xn,  Pi  -  -  'Pn»  Diese  Transformationen 
id  nach  S.  260,  Satz  7  von  einander  unabhängig,  denn  9i  *  •  •  9)r  sind 
{  unabhängige  Functionen  der  x,  p  durch  keine  lineare  Relation: 

^l9l  "I h  <^rg>r  +  C  =  0 

t  Constanten  Coefficienten  verknüpft. 
Setzen  wir  nun  für  den  Augenblick: 

{q>xf)  =  Ax(n         (x  =  i...r), 
kommt: 


=  ^Cixs{q>sf) 


er: 
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MMH)  -  MMH)  =  ^.cu,A,(r) 

1 

Demnach  sind  A^{f)  •  •  •  Ar{f)  r  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen in  den  Veränderlichen  x^  •  •  •  a:«,  jPi  •  •  •  Pn,  welche  eine 
r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  dtt»  erzeugen. 

Damit  ist  die  im  Eingang  des  Kapitels  aufgestellte  Behauptung 
bewiesen;  denn  wählen  wir  die  dort  genannte  Zahl  m  <=»  2n  und 
schreiben  wir:  x^  -  *  *  Xn,  Pi  '  "  Pn  an  Stelle  von  y^  •  •  •  y,«,  so  brauchen 
wir  blos  zu  setzen:   Ytif=Axf. 

Die  r-  gliedrige  Functionengruppe:  g?i(a?,  p)  -  -  -  ^r{Xy  p)  besitzt 
eine  (2n  —  r)  -  gliedrige  Polargruppe:  ^^  {Xy  p)  -  •  -  ^2i»-r(a:,  p).  Wir 
führen  die  2w  —  r  unabhängigen  Functionen:  ti'  "  ^fn—r  dieser 
Polargruppe  nebst  r  geeigneten  Grössen  z^  >  •  -  Zr  als  neue  unab- 
hängige Veränderliche  ein,  dann  erhalten  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 

^x(/')  =  (9>x/*),^  (x  =  l...r) 

augenscheinlich  die  Form: 

AM)  =  2^5xy(^x  •  •  •  ^r,    ^1  •  •  •  ^2»-r)^ 

1  ^ 

(x  =  1  •  •  •  r) . 

Nun  sind  die  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

von  einander  unabhängig,  da  9i  •  •  *  9r  unabhängige  Functionen  der 
Xy  p  sind,  folglich  müssen  auch  die  r  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen: 

1  ^ 

von  einander  unabhängig  sein  und  müssen  es  auch  bleiben,  wenn  man 
in  ihnen  die  Grössen  V^i  •  •  •  tin—r  nicht  mehr  als  Veränderliche,  son- 
dern als  willkürliche  Constanten  ansieht.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass 
die  r  infinitesimalen  Transformationen: 

1  ^ 

(x  =  1 .  • .  r) 

in  den  Veränderlichen  z^'-Zr  von  einander  unabhängig  sind,  zugleich 
ist  klar,  dass  diese  infinitesimalen  Transformationen  eine  r- gliedrige 
Gruppe  in  z^-  -  '  Zr  erzeugen  und  zwar  nothwendig  eine  einfach  tran- 
sitive Gruppe.    Also: 
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Theorem  48.    Sind  r^  Constanten: 

Cix8  (»,  X,  «  =  l...r) 

rgelegty  welche  die  Relationen: 

+  C^is  =  0 


) 


'tX» 


r 

^  { CixvCyjs  +  CxjvCtis  +  CjitCwxs]  =  0 


1 

(i,  x,y,  J=l  •  -t) 


füllen,  so  ist  es  immer  möglich^  durch  Integration  von  gewöhn- 
ten Differentialgleichungen  eine  r-gliedrige  einfach  trän- 
ive  Gruppe  von  Punkttransformationen  aufzustellen,  welche 
?  Zusammensetzung  dxs  besitzt*) 

Ist  aber  eine  eiufach  transitive  Gruppe  von  Punkttransformatiouen 
stimmt,  welche  die  Zusammensetzung  c,^  bat^  so  findet  man  nach 
ischn.  I,  Kap.  22  alle  anderen  Gruppen  von  Punkttransformationen 
t  dieser  Zusammensetzung  ebenfalls  durch  Integration  gewohnlicher 
fferentialgleichuugen.     Mithin  gilt  der 

Satz  2.    Hat  man  r^  Consta/nten: 

Cixs  (i.  X,  «  =  !.•    r), 

Iche  die  lielationen: 

Cixs  "t*  Cxis  *^  " 

r 

)  I    ^^  [CixvCvJs  "T*  ^xjfCris  "f~  CjiyCtxa]   *™  ^ 

1 

Ol  «»^1  s=l"r) 

willen,  so  gieht  es  unbegrünzt  viele  Gruiypen  voti  Punkttransfonptationen, 
Ichc  die  Zusammensetzung  d^  liaben.  Alle  diese  Gruppen  können  jedeti- 
lls  durch  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  gefumien  tverden. 

Da  in  den  Relationen  (3)  die  Wi^  homogene  Functionen  erster 
'dnung  von  9>i  •  •  •  9>r  sind,  so  giebt  es  dem  Theoreme  38,  S.  248 
folge  insbesondere  auch  r  unabhängige  Functionen:  \(x,p)'^' 
{x,  p)y  welche  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind  und  in 
n  Beziehungen  : 

r 
QliK)^^  =  ^.  C,x,Äj  (i-,  X  =  1  .  .  •  r) 

l 

3hen.     Dann  sind: 

*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Ghristiania  1888;  vgl.  auch  Archiv 
:  Mathematik,  Bd.  1,  Christiania  1876;  Math.  Ann.,  Bd.  XVI  und  Berichte  der 
;!.  Sachs.  Qes.  d.  W.  1888. 
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offenbar  iufiuitesimale  liotnogene  BerQhrungstransformationen   und         er- 
zeugen eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  der  Zusammensetzung  Cm.      i^      -'*'^' 
Satz  3.    Hat  nian  r^  Constanten: 

Cixs  (i,  X,  #  =  1..t)^ 

welcJie  die  Relationen: 


(1) 


CiX4   +    ^XM   =   0 

r 
^  [  CixrCrjs  +  CxJrCrh  +  CjivCrxs]  =  0 


1 

(i,  X,  i,  «  =  l.-.r) 


erßiUen,  so  iann  man  stets  und  zwar  jedenfalls  durdi  Integration  gewö^^^^' 
licher  Diff'erentialgleicliungen  r  unabhängige  infinitesimale  homogene  ^^Sc- 
rühnmgstransformatio'nen : 

B.if)  =  Ql,f)^  {x=l...r) 

finden,  toelche  in  den  BeeieiMngm: 

1 
(i,  x=:l...r) 

stellen  wnd  somit  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung    ^^^  <^'* 
erzeugen;  die  infinitesimalen  Transformationen: 

yex{hj)  =  [  2rexhx, 

dieser  Gruppe  sind  sämmtlich  infinitesimale  homogene  Berülirungstra^ 
formationen. 


:-^ns- 


Kapitel   18. 

Allgemeines  über  endliche  continilirliohe  Gruppen  von 

Berührungstransformationen. 

Bei   den  nachfolgenden  Untersuchungen  über  endliche   contin"«-^^^'*"* 
liehe  Gruppen  von  Berührungstransformationen  werden  wir  uns  w^  ^«>r- 
zugsweise  mit  den  Gruppen  von  Jiomogenen  Berührungstran8formatio9CW>  ®^ 
beschäftigen. 

Eine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  liegt  darin  nicht  In  KjAf^'^  ^f 
S.  140  ff.  haben  wir  ja  nachgewiesen,  dass  jeder  homogenen  Berührurm^^** 
transformatiou  in  den  2w  Veränderlichen  x^  •  -  -  Xnj  Pi  '  *  -  Pn  eine 
bestimmte  Berührungstrausformation  in  den  2it  — 1  Veränderlichen.' 

Z   3r«  f  Xfx    Xx  ;  (Ix    „   " 

(X  =3   1    •    •    •    II   1) 


llgem.  üb.  endliche  continuirliche  Grupx)en  von  Bcrübrungstransformationen.    299 

tspricht  und  dass  dadurch  eine  eindeutig  umkehrbare  Beziehung 
ischen  den  angegebenen  beiden  Kategorien  von  Berührungstrans- 
rmationen  hergestellt  ist.  Ferner  zeigten  wir  damals:  Führt  man 
ei  Berührungstransformationen;  welche  beide  derselben  Kategorie 
gehören,  nach  einander  aus  und  sucht  man  zu  ihnen  und  zu  der 
erhaltenen  dritten  Transformation  der  betreffenden  Kategorie  die 
tsprechenden  Transformationen  der  andern  Kategorie,  so  erhält  man 
3ts  drei  Transformationen,  von  denen  die  dritte  durch  Ausführung 
r  beiden  ersten  nach  einander  entsteht. 

Hat  man  daher  oo'*  solche  Transformationen  der  einen  Kategorie, 
siehe  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  bilden,  so  bilden  die  cx)*" 
itsprechenden  Transformationen  der  andern  Kategorie  ebenfalls  eine 
gliedrige  Gruppe,  welche  augenscheinlich  mit  der  ersten  holoedrisch 
omorph  ist. 

Jedenfalls  brauchen  wir  die  folgenden  Untersuchungen  nur  für 
nippen  von  homogenen  Berührungstransformationen  bis  ins  Einzelne 
irchzuführen,  die  üebertragung  auf  die  Gruppen  von  nicht  homo- 
3iien  hat  dann  nicht  die  geringste  Schwierigkeit. 

Ferner  ist  noch  Folgendes  klar:  Jede  Untergruppe  einer  r-glie- 
rigen  Gruppe  von  Berührungstransformationen  besteht  wieder  aus 
ierührungstransformationen.  Wird  diese  Bemerkung  auf  die  einglie- 
rigen  Untergruppen  der  betreffenden  Gruppe  angewendet,  so  ergiebt 
ich  (vgl.  Satz  2,  S.  255),  dass  die  Gruppe  von  r  unabhängigefi  infini- 
ssimalen  Jße^^f7mo?(/stransformationen  erzeugt  ist.  Umgekehrt  leuchtet 
in,  dass  eine  r- gliedrige  Gruppe,  welche  von  r  unabhängigen  infinitesi- 
lalen  Berührungstransformationen  erzeugt  ist,  aus  lauter  Berührungs- 
ransformationen  besteht. 

§  76. 

Jede  r-  gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen 
Q  a?!  •  •  •  a;„,  Pi  "  •  Pn  enthält  r  unabhängige  infinitesimale  homogene 
Jerührungstransformationen:  {H^f)'*'{Hrf).  Die  r  charakteristischen 
Functionen:  //^  •  •  •  Hr  dieser  infinitesimalen  Transformationen  sind  in 
len  p  homogen  und  sind  nach  Kap.  14,  Satz  10,  S.  264  durch  keine 
ineare  Relation:  fi-ETi  +  •  •  •  +  SrHr  =  0  mit  constanten  Coefficienten 
erknüpft. 

Es  leuchtet  ein,  dass  die  charakteristische  Function  der  allgemeinen 

ufinitesimalen  Transformation:  e^iJS^f)  -\ 1-  er{Urf)  unsrer  Gruppe 

iie  Form:  e^H^ -{-'•'-{'  CrHr  besitzt.  Schreiben  wir  ferner  für  einen 
liugenblick  A^d'  an  Stelle  von  {Huf),  so  bestehen  nach  Abschnitt  I, 
Theorem  22,  S.  150  Relationen  von  der  Form: 
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r 

AiAnf—  Ax  Aif  =  ^«  c.«  A,f. 

Nun  ist: 

AiÄ.f-  A,Aif={Hi{H,f))  -  (H.iHif))  =  iiH,H,)fy, 
also  erbalten  jene  Relationen  die  Gestalt: 


{l,Hin.)f)  ^  '^.Cu,{H.f) 


1 
wofür  wir  auch  schreiben  koDneD: 


({UiH,)  -  2^-^o  f\  =^0. 


Hieraus  aber  lässt  sich  schliesseu  (vgl.  Kap.  14,  S.  264)^  dass  die 
charakteristischen  Functionen:  H^'-Hr  in  den  folgenden  Beziehungen 
stehen: 


r 


(1) 

(l,  x  =  l  •  •  t). 

Sind  umgekehrt  .(^i/  ) '  *  *  {flrf)  solche  unabhängige  infinitesimale 
homogene  Berührungstransformationeu,  deren  charakteristische  Func- 
tionen H^'^Hr  in  Beziehungen  von  der  Form  (l)  stehen,  so  erzeugen 
sie  augenscheinlich  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berühmngs- 
transformationen. 

Demnach  gilt  das 

Theorem  49.  Sollen  r  infinitesimale  homogene  Bcrührungs- 
transformationcn:  {HJ')'-'{Hrf)  in  den  Veränderlichen  x^-'X^y 
Pi'''Ph  ßine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen  erzeugen,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  die  r  charakteristischen  Functionen  H^*  -  -  Hr  durch  keine 
lineare  Relation:  fj/Zi  +  •  •  •  +  «r-^/r  =  0  7nit  constanten  Coef- 
ficienten  verknüpft  sind,  dass  sie  dagegen  in  Beziehungen  von 
der  Form: 


(1) 


r 


(••,  x  =  l...r) 


stehen.  Jede  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen  ist  von  r  derartigen  infinitesimalen  homo- 
genen Berührungstransformationen:  {lI^f)'*'{Hrf)  erzeugt;  die 
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karaktcristische    Function    der    allgemeinen    infinitesimalen 
Transformation  der  betreffenden  Gruppe  lautet: 

e,H,  +  "'  +  erHr*) 

Der  Kürze  wegen  werden  wir  in  Zukunft  auch  von  der  r-gliedrigen 
■ruppe:  H^{x, p)-- - Hr{x ^ p)  von  homogenen  Berührungstransformationen 
;den  oder  auch,  wo  kein  Missverständniss  zu  befürchten  steht^  einfach 
yn  der  r-gliedrigeti  Gruppe:  H^{Xy  jp)  •  •  •  Hr{Xy  p). 

Ist:  II^{Xyp)"*nr{x,p)  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen 
•erührungstransformationen;  so  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen, 
ie  charakteristischen  Functionen  der  infinitesimalen  Transformationen 
Her  Untergruppen  zu  bestimmen,  welche  in  dieser  r-gliedrigen  Gruppe 
athalten  sind.  Zur  Erledigung  dieser  Aufgabe  ist  nur  die  Auflosung 
Igebraischer  Gleichungen  erforderlich;  das  folgt  unmittelbar  aus  dem 
*heorem  33,  S.  210  des  Abschnitts  I,  denn  die  betreffende  Aufgabe 
ommt  einfach  darauf  hinaus,  alle  Untergruppen  der  r-gliedrigen 
rruppe:  {H^f)  •  •  •  (Hrf)  zu  bestimmen. 

Die  Gonstanten  c,x«;  welche  in  den  Gleichungen  (1)  auftreten,  sind 
urch  die  Relationen: 


r 


2) 

verknüpft.  Man  kann  diese  Relationen  entweder  durch  Bildung  der 
>ekannten  Identität  zwischen  je  drei  der  infinitesimalen  Transfor- 
nationen: -4x/*=  (J3x/*)  herleiten  oder  durch  Bildung  der  Identität 
^.wischen  je  drei  der  charakteristischen  Functionen:  H^  -  -  -  Hr, 

Das  System  der  Ci^  in  den  Gleichungen  (1)  bestimmt  gerade  so 
wie  bei  den  Gruppen  von  Punkttransformationen  die  Zusammensetzung 
der  Gruppe:  Hy{x,  p)  -  -  -  //r(a:,  i>);  setzt  man  nämlich:  (Hxf)  =  Äxfj 

80  ziehen  die  Gleichungen:   (^HiHx)=  ^^CixiH,   die  Relationen: 

r 

AiAxf—  A^Aif=  ^sCixsA.f 

1 
Dach  sich.    Hieraus  geht  hervor,  dass  die  adjungirte  Gruppe  der  Gruppe: 

ff,(a:,  p)  '  •  -  Hr{x,  p)  die  gewöhnliche  Form: 


1  •  •  ♦  r 
Fjf,f=    ^CiuyCi,y[  (/i  =  l...r) 


df 


besitzt. 

*)  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  VIII;  Guttinger  NachrichteDf  December  1874;  Archiv 
or  Mathematik  Bd.  I,  Cbristiauia  187G. 
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Ferner  sind  (vgl,  Abschn.  I,  S.  291)  zwei  r-gliedrige  Gruppen: 
Hj^{Xf  p)  '  * '  Hr(Xy  p)  und  Ki(x,  p)  -  >  •  Kr(x,  p)  von  homogenen  Be- 
rührungstransformationen dann  und  nur  dann  gleiclizusaimnengesetzt 
oder  holoedrisdi  isomorph,  wenn  es  in  der  zweiten  Gruppe  r  solche 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen: 

(K/f)  =  gfl{K,f)  +  ■■■+  gjriKrf) 

0'  =  1  •  •  •  r) 

giebt,  dass  mit  den  Relationen: 

1 

zugleich  die  ebenso  gestalteten: 

1 

stattfinden.     Das  aber  können  wir  jetzt  folgendermassen  ausdrücken: 

Satz  1.  Zwei  r-gliedrige  Gruppen:  H^{Xy  p)'"Hr{x,  p)  und  K^ (x,  p) 
•  •  •  Kr{x,  p)  von  homogenen  Berührungstransformationen  sind  dann  und 
nur  dann  gleichzusammengeset^ty  wenn  es  möglich  ist,  r  soldm  durch  keine 
lineare  homogene  Belation  verhniipfte  dharakteristische  Functionai: 

r 

KJ  =  ^igsi  .Ki{x,p)       a= 1 .  •  •  r) 
1 

anzugeben,,  dass  zu  gleidier  Zeit  die  Belationen: 

r 


r) 


und: 

r 
{KiKj)  =  ^  Cij,K,  (.-,  >  =  1 .  • .  r) 

bestehen,  beide  Male  mit  denselben  Constanten  %,• 

Wählt  man  die  f^  Constanten  gji  in  allgemeinster  Weise  so,  dass 
den  Bedingungen  dieses  Satzes  genügt  wird  und  ordnet  man  jeder 
charakteristischen  Function:  ei-firi+-»  +  <?r-Hr  die  Function:  Ci-K"/-] — 
'{'er Kr  zu,  so  erhält  man  augenscheinlich  die  beiden  Gruppen:  H^-'-Hr 
und  K^"  •  Kr  in  allgemeinster  Weise  holoedrisch  isomorph  auf  ein- 
ander bezogen. 

Soll  die  r-gliedrige  Gruppe:  n^{x,  p)  -  •  •  Hr{x,  p)  von  homogenen 
Berührungstransformationen  eine  invariante  Untergruppe  der  (r  -j-  m)- 
gliedrigen  Gruppe:  Hi{x ,  p) -  *  -  ITr^jn(x ,  pl)  sein,  so  ist  nach  Abschn.  I, 
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'heorem  47,  S.  261  nothwendig  und  hinreichend,  dass  Relationen  von 
er  Form: 

1 

(x  =  l'»'r,    /u  =  1  •  •  •  m) 

estehen.     Hieraus  ergiebt  sich  in  bekannter  Weise  der 

Satz  2.  Die  r-gliedrige  Gruppe:  Hi(x,  p)  -  -  -  Hr{x,  p)  von  Ihotno- 
enen  Berührmigstransformationen  ist  dann  und  nur  dann  eine  invariante 
Tntergruppe  der  (r -{- m)-gliedrigen:  Hi(x,  p) -- -  Hr^m(Xj  p),  wenn 
lelationen  von  der  Form: 

(x  =  1  •  •  •  r,    ^  =  1  •  •  •  in) 

*esteJien. 

§  77. 

Ist:  Hj^{x,  p)-"Hr{x,  p)  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen 
BerQhrungstransformationen,  so  werden  unter  den  r  Functionen: 
H^{Xy  p)  ' ' '  Hr{x,  p)  eine  gewisse  Anzahl,  etwa  gerade  m  von  ein- 
ander unabhängige  vorhanden  sein.  Wir  wollen  annehmen,  dass 
Hl  ' ' '  Hm  von  einander  unabhängig  sind,  während  jöTm+i  •  •  •  -Hr  sich 
durch  Hl  ' ' '  Hm  allein  ausdrücken  lassen: 

[3)  Hm+x  ^  £lm-\-x(Hi  •  •  •  Hm)  (x  =»  1  •  •  •  r  — m). 

Unter   diesen  Voraussetzungen  liefern   die  Gleichungen  (1)  zwischen 
fli  •  •  •  Hm  die  folgenden  Beziehungen: 


m  r — m 


(4)  I  {HfiH^  =    ^,*  C^vsH:,  -|-    ^*C;o..m+x'i^m-hx(J3i--'J?n,) 

^    ^  1  1 

Cu ,  r  =3  1  •  •  •  wi) » 

mit  andern  Worten:  H^'-^Hm  bestimmen  eine  m-gliedrige,  natürlich 
homogene  Functionengruppe,  welcher  auch  Hm+i  -  -  -  Hr  angehören. 
Das  giebt  den 

Satz  3.  Zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe:  H^ix^  p)  ' ' '  Hr(x,  p)  von 
homogenen  Berührungstransformaiionen  gehört  ein6  ganz  bestimmte  hofno- 
gene  Functionengruppe. *)  Dieselbe  ist  durch  die  Fmctionen:  Hi(xyp)-- 
^r(pi^)P)  bestimmt  und  enthält  die  charakteristischen  Functionen  aUer  infinit 
tesimaien  Transformationen  der  r-gliedrigen  Gruppe.  Bire  Gliederzahr  ist 
gleich  der  Amahl  der  von  einander  unabhängigen  unter  den  Functionen: 
Hi{x,p)'"Hr{x,p). 


*)  Archiv  for  Mathematik  ßd.  1,  Christiania  1876. 
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Zum  Unterschied  von  der  Functionengruppe,  welche  durch  die 
Functionen:  Hj^(x^  p)  - » -  Hr{x,  p)  bestimmt  ist,  werden  wir  im  Fol- 
genden die  r-gliedrige  Gruppe:  Hi{x,  p)  -  -  -  Hr{Xf  p)  von  homogenen 
BerühruDgstransformationen  als  die  Trans fomiationsgruppe:  H^{x,p)-" 
nr{x,p)  bezeichnen. 

Sind  die  c«,  gegeben  und  die  Form  der  Relationen  Hm-\-x-'^+x=0 
bekannt,  so  kann  der  Typus  (vgl.  S.  227)  der  betreflFenden  homogenen 
Functionengruppe  ohne  Weiteres  angegeben  werden. 

Die  Invarianten  der  Transformationsgruppe:  IIj^(x,  p)- •- Hr(Xy  p) 
sind  (Abschnitt  I,  S.  215)  diejenigen  Functionen  der  x,  p,  welche  die 
r  infinitesimalen  Transformationen:  {H^f)"'{Hrf)  gestatten,  sie  sind 
also  die  gemeinsamen  Losungen  der  r  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen: (£r/)  =  0,  ...  {Hrf)  =  0 

in  den  Veränderlichen  x,  p.  Sind  wie  oben  ITj  •  •  •  Em  von  einander 
unabhängig,  während  -ETm+i  •  -  -  Hr  sich  durch  S^  •  •  -  Hm  allein  aus- 
drucken, so  reduciren  sich  diese  Gleichungen  auf  die  tn  von  einander 
unabhängigen:  (^ffj)  =  o,  •  •  •  (Hmf)  =  0, 

welche  nach  Theorem  19,  S.  183  ein  tn- gliedriges  vollständiges  System 
bilden.  Die  Lösungen  dieses  vollständigen  Systems  bilden  aber  nach 
Theorem  20,  S.  184  die  Polargruppe  der  tn  -  gliedrigen  Functionen- 
gruppe: Hi(Xf  p)'"  Sm{x,  p)j  also: 

Theorem  50.  Die  Invarianten  der  r-gliedrigen  Gruppe: 
II^(x, p)'" Hr{x, p)  von  homogenen  Berührungstransformationen 
sind  die  Functionen  der  Polargruppe,  welche  zu  der  durch  die 
Functionen:  Hi(x,  p)  •  - '  Hr{x,  p)  bestimmten  Functionengruppe 
gehört. 

Insbesondere  ergiebt  sich: 

Satz  4.     Diejenigen  Invarianten  der  r-gliedrigeti  Gruppe:  H^(x,p) 

•  •  •  Hr{x,  p)  von  homogenen  Berührungstransforfnationen,  welche  in  den  p 
Iwmogen  von  nullter  Ordnung  sind,  lassen  sich  audi  definiren  als  die 
Functionen  nullter  Ordnung  der  Polargruppe,  welche  m  der  durch  die 
Functionen:  H^{x,  p)  -  -  -  Hr{x,  p)   bestimmten  Functiov^engruppe  gehört 

Fragt  man  nach  allen  denjenigen  Invarianten  der  Transformations- 
gruppe: H^{x,  p)-" Hr{x,  p),  welche  der  Functionengruppe:  H^{x,p) 

•  •  •  Hr{x,  p)  selbst  angehören,  so  wird  zu  antworten  sein:  es  sind  die 
ausgezeichneten  Functionen  der  Functionengruppe:  H^{x,p)"'IIr{x,p). 
Giebt  es  unter  diesen  Invarianten  solche  von  nullter  Ordnung  in  den  p, 
so  sind  das  natürlich  die  ausgezeichneton  Functionen  nullter  Ordnung 
jener  Functionengruppe. 
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Will  man  den  Begriff  der  Transiiivität  auf  die  Gruppen  von  homogenen 
erübrungstransformationen  übertragen  ^  so  kann  man  sich  auf  zwei  ver- 
hiedene  Standpunkte  stellen. 

Erstens  kann  man  die  r-'gliedrige  Gruppe:  H^(x^  p)  -  -  -  Hr(x,  j>)  von 
>inogenen  Berührungstransformationen  dann  als  transitiv  bezeichnen,  wenn 
ö  die  Veränderlichen  x^-'-Xn^  Pi'"Pn  transitiv  transformirt.  In  diesem 
ilie  ist  zur  Ttansitivität  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Gruppe  keine 
ivarianten  besitzt  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  es  imter  den 
iinctionen:  H^{xyp)-"Hr{x^p)  gerade  2«  von  einander  unabhängige  giebt. 

Zweitens  kann  man  die  Gruppe:  H^(xy  p)'"Hr(Xy  p)  dann  als  transitiv 
»zeichnen,  wenn  sie  die  Veränderlichen: 

Pn  Pn 


OTi  •  •  •  X„ , 


ansitiv  transformirt.  Für  diese  Auffassung  ist  zur  Transitivität  noth- 
endig  und  hinreichend,  dass  die  Gruppe  keine  Invarianten  nullter  Ordnung 
)sitzt,  das  heisst,  die  Polargruppe  der  Punctionengruppe:  H^^x^  p)  '  '  ' 
r(p^i  p)  darf  keine  Functionen  nullter  Ordnung  enthalten. 

Ueberall   da,   wo   man  darauf  Gewicht   legt,   dass    man   es   mit   einer 

ruppe    von    homogenen   Beruhrwngstransformationen    der    Mannigfaltigkeit 

'  •  '  Xn   zu   thun   hat,   wird  man  der  zweiten  Definition  der  Transitivität 

311  Vorzug  geben.     Denn   unter  diesen  Umständen   kommt   es   einem    nur 

]irauf  an,  wie  die  Elemente: 

Pi  Pn-l 

■  •    •    •    -■■ 

Pn  Pn 


iCi  •  •  •  a?» , 


es  w-fach  ausgedehnten  Punktraumes:  0?^  •  •  •  ir»  transformirt  werden  und 
lan  wird  naturgemäss  eine  Gruppe  dann  transitiv  nennen,  wenn  sie  jedes 
llement  von  allgemeiner  Lage  in  jedes  andere  überführt,  wenn  sie  also 
eine  Invariante  nullter  Ordnung  besitzt.  Hat  sie  andrerseits  gerade  l 
nabbängige  Invarianten  nullter  Ordnung: 

o  zerlegt  sie  die  Schaar  aller  cx)^""^  Elemente  des  Raumes  x^'-^Xn  in  oo' 
inzeln  invariante  Schaaren:  Ni(x^  p)  =  a^^  •  •  •  Ni(x^  p)  =  Oi  von  je 
^in—i—i  Elementen  und  die  Gruppe  ist  intransitiv. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  man  die  Begriffe  der 
'^rimitiviiät  und  der  Imprimitivität  auf  die  Gruppen  von  homogenen  Be- 
ührungstransformationen  übertragen  will. 

Da  nämlich  (S.  137)  jede  homogene  Berührungstransformation  in  den  Ver- 
Inderlichen  x^-  -  •  Xn,  Pi' '  -  Pn  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

»  ^4>;  +  ---  +  ^"l£=^ 

nvariant  lässt,  so  transformirt  überhaupt  jede  r-gliedrige  Gruppe:  H^(x^p) 
•  •  Hr(x,  p)  die  Veränderlichen  jr^  •  •  •  ir„,  Pi  '  •  -  Pn  impriniitiv,  indem  sie 
chon  die  Veränderlichen: 

Lie,  Theorie  der  TraDiformationsgruppen.    II.  20 
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0*1  •  •  •  a:,, , 


Pl  Pn-l 


Pn  Pn 


unter  einander  transformirt.  In  Folge  dessen  hat  es  bei  einer  Gruppe  vo 
homogenen  Berührungstransformationen  nur  dann  einen  Sinn  von  „Primitivitä 
zu  reden,  wenn  sie  die  Veränderlichen: 

Pl  Pn-l 

primitiv  transformirt,  wenn  sie  also  in  den  Veränderlichen  rCj  •••ic»,  p^- 
kein  zwei-  oder  mehrgliedriges  vollständiges  System  invariant  lässt,  welch 
die  Gleichung  (5)  umfasst.     Ist  eine  Gruppe  von  homogenen  Berührunj 
transformationen  nicht  in  diesem  Sinne  primitiv,  so  wird  sie  als  imprimil 
zu  bezeichnen  sein. 

Um  Miss  Verständnisse  zu  vermeiden,  empfiehlt  es  sich,  jedesmal  aw 
drücklich   zu  sagen,   in  welchem  Sinne   man   die  Begriffe  Transitivitftt 
Primitivität    auf  eine   Gruppe   von   homogenen  Berühiningstransformatioi 
anwendet. 

§  78. 

Es  sei:  H^{x, />)•••  Hr{Xy  p)  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogei:^  -^n 
Berührungstransformationen.  Führt  man  in  diese  Gruppe  verm^^  ^e 
einer  homogenen  Berührungstransformation: 

yi  =  Yi{x,  p)y    qt  =  Qi(x,  p)         « =  i  •  • . «) 

die  neuen  Veränderlichen:  jfi  -  -  -  yn,  ^i  ' ' '  ^n  ein,  so  erhält  man  ^  iSl  ne 
neue  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformatiot^  ^en. 
Verwandeln  sich:  II^(x,  p)-"Hr{x,  p)  bei  Einführung  der  y,  q  best  "ÄI3g- 
lich  in:  Kj^{y,  q)-"Kr(y,  g),  so  gehen  nach  S.  267  die  infinitesimiK*  ^Äen 
Transformationen:  (H^f)    -  -  -  (Hrf)      bezüglich  über  in:  {K^f)         —   •• 

{Krf)     und  das  sind  dann  unabhängige  infinitesimale  Transformatio: 

der  neuen  Gruppe.     Mithin  lautet  die  charakteristische  Function 
allgemeinen    infinitesimalen    Transformation    unsrer    neuen    Grupi» 
e^K^iy,  ä)  +  •  •  •  +  CrKriifj  q)   oder,   wie   wir    uns   auch   ausdrüc 
können: 

Satz  5.  Führt  fnan  in  mie  r-gliedrige  Gruppe:  H^{Xy p^ - -- Hr(xr  ^  P) 
von  homogenen  Berührungstransformationen  vermöge  einer  homog^^^"^^ 
Berührungstransformation : 

yi  =  Yi{x,  p),    qi  =  Qi{x,  p)         (f  =  i  •  •  •  «) 

die  neuen  Veränderlictien:  yi  •  •  •  yn,  Qi' ' '  ün  ^^,  so  bekommt  man   ^*^ 
neue  r-gliedrige  Grruppei  Ki(y,q)*"Kr{y,q)  von  Jiomogeneti  Beriüirti^^^^' 
transformatimien;  die  charakteristischen  Functionen:  K^{y^q)'''Kr{y t  Ä/ 
dieser  neuen  Gruppe  werden  dadurch  erhaltest,  dass  man  in  die  charahü^*- 
stischen  Functimmi:  Hy^{x^  p)--- Hr{x,  p)  der  ursprünglichen  Gruppe  die 
neuen  VerändcrlicJien  y,  q  einßihrt 


Xi     = =  —  ,  i>£    =    Xi      ^xXyPx 
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Beispiel.     Führt  man  in  die  allgemeine  projective  Gruppe: 

n 

Pi,        XiP^y        Xi^xXyPx 

1 
die  neuen  Veränderlichen  x\  p   vermöge  der  Beriihrungstransforraation : 

Vi 

^,^xPx  1 

ein,  so  bekommt  man  (s.  S.  268)  wiederum  die  allgemeine  projective 
Gruppe.  Hierbei  geht  jede  Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  in  eine  Untergruppe  derselben  über.  Zwei  solche  projective 
Gruppen  nennen  wir  dualistisclie  Gruppen.  Die  zu  einer  linearen 
homogenen  Gruppe  gehörige  dualistische  Gruppe  ist  selbst  eine  lineare 
homogene  Gruppe.  So  z.  B.  ist  die  zu  der  adjungirten  Gruppe  einer 
beliebigen  Transformationsgruppe  gehörige  dualistisclie  Gruppe  eben- 
falls eine  lineare  homogene  Gruppe. 

Nach  Satz  3,  S.  303  ist  der  r-gliedrigen  Gruppe:  H^(x,p)"-Hr(x^p) 
von  homogenen  Berührungstransformationen  eine  ganz  bestimmte  homo- 
gene Functionengruppe:  H^-'-Hm,  zugeordnet,  welcher  alle  r  Functionen: 
Hl  '  - '  Hr  angehören.    Wir  wollen  annehmen,  dass : 

X^ix,  jp) .  • .  Xi{x, p),    P^ix,  p)'"  P^{x,  p) 
eine  kanonische  Form  dieser  Functionengruppe  ist;  ferner  mögen: 

^Vl(^^  P)'"^n  {Xj  p),       P^+i  {X,  p)'"  Fn  {X,  p) 

solche  Functionen  sein,  dass:  X^  •  •  •  X„,  Pj^-^Pn  eine  2n-gliedrige 
kanonische  homogene  Functionengruppe  wird. 

Führen  wir  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  vermöge  der 
homogenen  Berührungstransformation: 

y,  =  Xi{x,  p),    qi  =  Pi{x,  p)         (/=  1 . . .  n) 

an  Stelle  der  x,  p  die  neuen  Veränderlichen  yi  •  •  •  yn,  Qi' '  •  Q.n  ^^^y  so 
werden  JIi(x,  p)  -  -  -  Hr{x,  p)  augenscheinlich  Functionen  von  yi"'yxi 
Qi  ' ' '  Qft  allein: 

Hx{x,  p)  =  a^(t/i  -yxj  qi'-qf,)         (x  =  i  •  •  •  r) 

und  die  infinitesimalen  Transformationen:  (H^f)  ^  unsrer  r-gliedrigen 
Gruppe  nehmen  daher  die  folgende  Gestalt  an: 

.  ^cSl^  df         ^  cSl^  df 

(X  =  1  .  .  •  r) . 

20* 
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Hieraus  lässt  sich  erkennen,  welche  Form  die  endlichen  Gleichung*  ^^^ - 
unsrer  Gruppe  in  den  neuen  Veränderlichen  erhalten.  Ist  nämU  m~^  j 
ft>A,  so  besitzen  diese  endlichen  Gleichungen  die  Form: 


y/=  Oiiy,  "-yi,  q^'-qu,  a,  .- 

-ttr) 

Qi  —  ^iiyi'-yh  7i    "Qfn  ^1- 

-ar) 

(i  =  1 .  • .  ü) 

yUi  =  yx+i  +  Si{yi  -yh  qi" 

•  Q.» ; 

(6) 

Vfl  =  yM  +  Sf.--i(ifi  •  •  •  yi,  2i   •  •  a^,  «1  •  •  •  flr) 

qi+i  =  qx+if  '"  qii^q^ 
Vi^+i  =  y^+i,  •  •  •  yn  =yn 

g/.+i  =  au+i,  •  •  •  qn  =  qn- 

Im  Falle  A  >  ft  ist  die  Form  der  endlichen  Gleichungen  ganz  ahn.  ^ich 
und  braucht  wohl  nicht  besonders  hingeschrieben  zu  werden. 

Wir  sahen  oben  (S.  304),  dass  die  Transformationsgruppe:  Hi  (r":sr,|)) 
•  •  •  Hr(Xf  p)  alle  Functionen  der  Polargruppe  invariant  lässt,  we— ^che 
zu  der  homogenen  Functionengruppe:  H^ix^  p)--'I{m(Xj  p)  gehört  In 

der  Form  (6)  der  Transformationsgruppe  ist  die  Invarianz  der  F^^nc- 
tionen  der  Polargruppe  augenscheinlich,  denn  ist  fi  >  A,  so  erhält  die 
Polargruppe  der  Functionengruppe:  H^{x,  p)"'Hm{pOy  p)  in  den  '^^Ver- 
änderlichen y,  q  die  Gestalt:  qx^i  •  •  •  g^,,  q^^+i  "  -  qn,  y^+i  •  •  •  y». 

Ausserdem  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Form  der  F  — anc- 
tionen  0,  W,  S  in  den  Gleichungen  (6)  durch  H^{x^  p)  •  -  -  Hr{pa^^,f) 
und  durch  die  gewählte  kanonische  Form:  X^{x y  p)  -  •  •  Xx{x  ,|>), 
J^i{x,p)'"P^{XjP)  der  Functionengruppe:  H^{Xy  p)'"H„^{Xyp)  voll- 
ständig bestimmt  ist. 

§  79. 

Ist:  n^{x,p)'--Hr{x,  p)  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homog'  -«nen 
Berührungstransformationen  in  den  Veränderlichen  i^i  •  •  •  ic»,  ft  •  ^'i'« 
und:  K^{y,  q)  '  •  '  Kr(y,  q)  eine  ebensolche  Gruppe  in  den  Verä^c^^d^''- 
lichen  yi  -  -  •  yn,  qi'  •  '  qn  und  giebt  es  eine  homogene  Berührc^^ng»- 
transformatiou : 

(7)  y,  =  Yi{x,  p) ,    qi  =  Qi {x,p)    (« =  i  •  •  •  n), 

welche  die  endlichen  Transformationen  der  ersten  Gruppe  in  di^  der 
zweiten  überführt,  so  heissen  die  beiden  Gruppen  ähnlich  vermöff^  aar 
homogenen  Berührtingstransfornmtion  (7). 

Sollen   die  beiden  Gruppen:  H^-'-Hr  und  K^'-Kr  vermöge  der 
homogenen  Berühruugstransformation  (7)    ähnlich    sein^    so   ist   nacli 
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•schnitt  ly  Theorem  61;  S.  329  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
I  r  infinitesimalen  Transformationen:  (Eif)    •  •  •  (-Hr/)     der  ersten 

appe  bei  Ausführung  der  Transformation  '(7)  in  r  Sfinitesimale 
insformationen  der  Gruppe:  £^i(yy  g)''Kr(y,  q)  übergehen.  Nach 
n   anf  S.  267  Gesagten  ergiebt  sich  daher  das 

Theorem  51.  Zwei  r-gliedrige  Gruppen:  H'j^(Xy p)"-Hr{Xy p) 
d  K^iy,  q)  ' ' '  Kr(y,  q)  von  homogenen  Berührungstransfor- 
\tionen  in  2n  Veränderlichen  sind  dann  und  nur  dann  durch 
>nogene  Berührungstransformation  mit  einander  ähnlich, 
nn  es  eine  homogene  Berührungstransformation: 

yi  =  Yi{Xj  p),    qt  =  Qi(x,  p)        (.  =  i  •  •  •  n) 

56^,  vermöge  deren  jedes  Hi(Xf  p)  die  Form:  /7ii-Ki(y,  (2)  +  •  •  • 
girKr(jf,  q)  erhält,  wo  die  gtj  Constanten  bezeichnen,*) 

Sind  die  beiden  Gruppen:  H^(x,  p)  -  *  •  Hr(x,  p)  und  K^iy,  (?)••• 
(j/j  q)  in  dem  angegebenen  Sinne  mit  einander  ähnlich  und  setzt  mau: 

giiK,(jy,  q)-\ [-  girKr{y,  q)  =  Kl^y,  q) 

(i=l-..r), 

gehen  die  Relationen: 


iH>HjX^=^.c„H, 


gen  des  invarianten  Charakters  des  Klammersymbols  bei  Ausführung 
r  Berühruugstransformation  (7)  über  in: 


r 


LS  stimmt  mit  dem  Theoreme  62,  S.  330  des  Abschnitts  I,  nach 
Ichem  nur  solche  Gruppen  mit  einander  ähnlich  sein  können,  welche 
Mchzusammengesetzt  sind. 

Von  grosser  Wichtigkeit  ist  es  natürlich,  entscheiden  zu  können, 
zwei  vorgelegte  r-gliedrige  Gruppen:  Hy(x,  p)  *  -  -  Hrix,  p)  und 
i(jf,  q)'"Kr(yy  q)  von  homogenen  Berührungstransformationen  ver- 
)ge  einer  homogenen  Berühruugstransformation  (7)  mit  einander 
ulich  sind.  Wir  werden  jetzt  zeigen,  wie  man  das  entscheiden 
nn,  setzen  aber  dabei  voraus,  dass  die  beiden  Gruppen  gleich- 
sammengesetzt  sind,  denn  wären  sie  das  nicht,  so  würde  die  Aehn- 
hkeit  von  vornherein  ausgeschlossen  sein. 

♦)  Vgl.  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  VIII,  S.  303;  Göttinger  Nachrichten,  December 
74;  Archiv  for  Mathematik,  Bd.  1,  S.  185,  Christiania  1876. 
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Bestebeu  die  Itelatiouen: 

1 

so  wählen  wir  zunächst  in   allgemeinster  Weise  r*  solche  Constan 

(ßij  mit  nicht  verschwindender  Determinante,  dass  die  r  charakteristise 

Functionen: 

Ki  =  ffiiK^ijf,  (?)  H h  ffirKriy,  q) 

(i  =  1  .  . .  r) 

durch  die  Relationen: 


r 


mit   denselben   Constanten   Cj^   verknüpft   sind.     Anders    ausgedrü« 
Wir  beziehen  die  Gruppe:  -K\(y,  q)'-'Kr(y,  q)  in  allgemeinster  W 
holoedrisch  isomorph  auf  die  Gruppe:  Hi{x,  p)'»'Hr{x,  p).     NuniHB. 
kommt  es  blos  darauf  an,  ob  es  möglich  ist,  die  in  den  gij  enthalte, 
willkürlichen  Elemente  derart  zu  specialisiren,  dass  es  eine  homof 
Berührungstransformation  (7)  giebt,  welche  H^ix,  p)-"Hr{Xf  p)  bea 
lieh  in  Ki(y,  q)'"i^riy,  q)  verwandelt.     Diese  Frage   aber  lässt    ^  ich 
auf  Grund  der  Entwickelungen  des  §  60,  S.  227  flf.  erledigen. 

Sind  nämlich  etwa  i/^  •  •  H„^  unabhängige  Functionen  von  Xi"  -  -iu;,, 
Pi'''Pn7  während  H^^^fH,.  sich  durch  Hi'-'Hfn  allein  ausdrüoB^en 
lassen : 

so  bestimmen  Hi"'H,n  eine  w-gliedrige  homogene  PunctionengruE^pe, 
welcher   auch  Hm^i  -  *  -  Hr  angehören.     Soll    es    nun    eine  homag'^öe 
Berührungstransformation  (7)  geben,  welche  H^  -  -  -  Er  in  -£"/••  •    -^/ 
überführt,   so   muss  es  möglich  sein,  die  in  den  gij  enthaltenen   'will- 
kürlichen Elemente  so  zu  specialisiren,  dass  K^'  •  •  •  Km  unabhängig» 
Functionen    von    ^i  •  •  •  y«,    ^i  •  •  •  {?«    werden    und    eine    w  -  gliecli'ige 
homogene  Functionengruppe    bestimmen,    welcher   auch   Ä,^,^.!  •  •  -  -C' 
angehören  und  zwar  müssen  sich  Kln+v-Kr   genau  so  durch  K^"-^^ 
ausdrücken,  wie  H„t^i"-IIr  durch  H^''*H,a,   das  heisst,  es  muss   sein: 

Diese  noth wendigen  Bedingungen  sind  aber  auch  ^für  das  V^öf- 
handensein  einer  Berührungstransformation  (7)  von  der  verlangen 
Beschaflfenheit  hinreichend.  Sind  sie  nämlich  erfüllt,  so  steh^ 
Äj  •  •  •  H,n  in  den  Beziehungen : 


m  r — m 


{ß^i  Hy)^^  =    ^t  C,, ,., Hs  +    ^j  C^v,  u^j  Sl,n-\-j (ifi  •  •  •  Hm) 


1 
(/<  I  r  s=  l  •  •  •  m) 
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ud  K^  •  •  •  K^t,  stehen  in  den  Beziehungen: 


m  r — m 


Cu,  »«  =  1  •  •  •  m); 

a  nun  ifj  •  •  •  H,n  sämmtlich  homogen  von  erster  Ordnung  in  Py^  •  •  pa 
!nd  und  K^-K^n  homogen  von  erster  Ordnung  in  qi"'g,ny  so  giebt 
j  nach  Theorem  34,  S.  229  sicher  eine  homogene  Berührungstrans- 
>rmation  (7),  Vielehe  H^^-Hm  bezüglich  in  K^'-Km  verwandelt,  diese 
ber  führt  zu  gleicher  Zeit:  Hm+i  *  -  -  Hr  über  in  E^^i  •  •  •  E/,  erfüllt 
[so  alle  gestellten  Forderungen.     Damit  haben  v^ir  das 

Theorem  52.  Sollen  zwei  r-gliedrige  Gruppen:  H^{x,p)  "  - 
Tr{x,  p)  und  Ki(y,  Q)  - ' '  Er(y,  q)  von  homogenen  Berührung s- 
^ansformationen  in  2n  Veränderlichen  durch  eine  homogene 
Berührung  str  ans  formation: 

0  Vi  =  Yiipc,  p),    Qi  =  Qi{x,  p)        0=1...») 

lit  einander  ähnlich  sein,  so  ist  vor  allen  Dingen  nothivendig, 
ass  sie  gleichzusammengesetzt  sind.  Wenn  diese  Bedingung 
rfiillt  ist,  icähle  man  in  allgemeinster  Weise  r*  solche  Con- 
tanten gij  mit  nicht  verschivindender  Determinante,  dass  ztvi- 
chcn  B^{x,  p)  ' ' '  H,.(x,  p)  und  zwischen: 

^/(y,  q)  =  ffii  ^i(y,  ff)  H h  9irKr{y,  (j)        (« - 1 . . .  r) 

elationen  von  derselben  Form: 

id:  ^ 

1 

attfinden.  Sind  nun  etwa  H^{x,  p)  -  -  •  Hm{Xj  p)  von  einander 
lahhängige  Functionen,  während  H,n-\-i'"Hr  sich  durch  U^-'Htn 
lein  ausdrücken  lassen: 

i  sind  die  leiden  Gruppen:  H^(x,  p)'-'Hr{x,  p)  und:  K^iy,  q)^ -- 
r(jf}  (?)  dann  und  nur  dann  in  der  verlangten  Weise  mit  ein- 
nder  ähnlich,  wenn  es  möglich  ist,  die  in  den  gij  enthaltenen 
illJcürlichen  Elemente  derart  zu  specialisiren,  dass  K[(]/,  q)"- 
miiß,  q)  '^on  einander  unabhängig  werden,  tvährend  K,n-\-i'"Kr 
Ich  folgendermassen  durch  K[  -  >  -  Km  allein  ausdrücken*): 

a 

K'n^f,  ^  Sl,n-\-fi{Ei  •  •  •  Kia)  Cu  =  1  .  .  .  r  —  «0  . 

*)  Lie,  Archiv  for  Mathematik,  Bd.  1,  S.  187,  Christiania  1876. 
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A.US  diesem  Theorem  ergiebt  seh  insl«e<^*sdere.  dass  die  beiden 
Gruppen:  H.-'-Hr  ond  jBT.  —  JSu  ^ecenialls  n^ir  dum  ähnlich  sein 
löiiLeiL  weLii  fcfi  Tuiter  den  FnnetioDen:  -ff^w-  q-"Krjf.  3*  genmn  so 
i^f-^e  Ton  elD&nder  imalhÄxgige  gieli  irfe  nüiier  den  Functionen: 
I/,'z,  p  - '  ■  H.  z,  j'i.  Siiid  andrerseits  die  beiden  Grappen  viiiklich 
ähnlich.  &o  nndet  man  die  allgemeinsur  homogene  BerührrzngstTUu- 
iormation  '7  ,  welche  die  eine  Grnppe  in  die  andere  überfährt ,  fol- 
^endermass^TL:  Man  «fpecialiEirt  die  in  den  p,.  enthaltenen  wDll^ürlicIien 
EirrZLente  in  allgemeinster  Weise  derart,  dass  die  Bedingungen  des 
Theorems  erfüllt  sind  und  socht  sodann  die  allgemeinste  homogene 
Berührongstransformation  .Ti,  welche  H^'-Hg,  bezüglich  in  Ki-'-K^ 
überführL 

£in  einfaches  Beispiel  mag  zzt  Erlaotening  des  eben  bewiesenen 
Theorems  dienen.     Wir  wollen  Tuit-ers-chen.  ob  die  Gruppe: 

durch  eine  homogene  Berührcugstransformation  mit  der  Grnppe: 

ähnlich  ist 

Es  bertehen  die  Relationen: 

•iie  beiden  Gruppen  sind  also  gleichzusan^engesetzt.  Da  überdies 
//.;  //,,  i/j  unabhängige  Functionen  von  j,,  j'*,  ^^j,  j»,  sind  und 
Ä',;  Ä',,  ifj  ebensolche  Functionen  Ton  y.,  v^.  f/j,  7-.  so  giebt  es 
^.n«?rera  Theorem  zufolge  sicher  eine  homosrene  Berühmngstransfor- 
liiation,  rermoffe  deren  die  Gleichansren: 

identisch  l^estehen. 

kxxA  den  Gleichungen  (A »  ergiebt  sich  durch  Auflosung: 

JT.  1  p,  -i-  ijr.]  p.  , 

1  /':  -r  l|  Pi 

Zur  He^tiriimun;r  von: 
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b:A.at  man  die  Differentialgleichungen: 
LTSurcU  deren  Integration  man  findet: 


ffi'^^C'  Yxi  —  rcj 


VPiPt 


ndlich  wird  noch: 

nd    damit    ist    die    gesuchte    BerQhrungstransformation    vollständig 

estimmt. 

Bemerkens werth  ist,  dass  Hj^,  H^,  H^  auch  als  eine  Gruppe  von 

unkttransformationen  in  den  Veränderlichen  x^^  x^  aufgefasst  werden 

vann  und  K^,  JTg,  K^  als  eine  ebensolche  Gruppe  in  den  Veränder- 
lichen y^y  y^;  ^^^^  ^^^  diese  beiden  Gruppen  durch  keine  Punkttrans- 
formation : 

yi  =  9l(^l>  ^2)»  !/2  =  92(^U^2) 

3nit  einander  ähnlich  sind  (vgl.  Abschn.  I,  S.  362). 

Wir  haben  bisher  den  Begriff  der  Aehnlichkeit  nur  auf  solche 
Gruppen  von  homogenen  Berührungstransformationen  äuge  wendet, 
welche  gleichviele  Veränderliche  enthalten.  Diese  Voraussetzung  kann 
fallen  gelassen  werden.  Enthält  zum  Beispiel  die  Gruppe:  jLi(y,  g)«*- 
Kr(y,q)  nur  2Ä<2n  Veränderliche:  yi-'-yh,  Qi"'Qh,  so  kann  man 
2(«  —  A)  Veränderliche  y/i-fi-'-y«,  qh+i-'-Qn  hinzufügen,  welche  bei 
der  'Gruppe  ^^(y,  g)  •  •  •  Ä'r(y,  q)  gar  nicht,  das  heisst  nur  durch  die 
identische  Transformation: 

yA+l  =  J/ä+I,    •  •  •    Vn'^  Vn 
(Zä'+1  *=  (Za+I;   *  •  "   Q.n  =  qn 

transformirt  werden.  Ist  dann  die  Gruppe  ^i(y,  q)"'Kr(i/y  q)  in  den 
2n  Veränderlichen:  yi'  "  yny  qi  * ' '  qn  niit  der  Gruppe:  Hi{x,  p)  -  -  - 
Hr{Xy  p)  durch  eine  homogene  Berührungstransformation  (7)  ähnlich, 
so  kann  man  den  Begriff  der  Aehnlichkeit  erweitern,  indem  man  auch 
sagt,  dass  die  Gruppe:  K^*  -  -  Kr  in  den  2A  Veränderlichen:  yi  - '  -  yn, 
qi'"qh  mit  der  Gruppe:  H^'^Hr  in  den  2 n  Veränderlichen:  x^'-^Xn, 
Pi"  '  Pn  durch  eine  homogene  Berührungstransformation  ähnlich  ist 
(vgl.  Abschn.  I,  S.  361  f.,  wo  eine  ähnliche  Redeweise  bei  den  Gruppen 
von  Punkttransformationen  eingeführt  ist).     Wenn   wir   übrigens  im 
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Folgenden  von  Aehnlichkeit  zweier  Gruppen  durch  homogene  Be- 
ripirungstransformation  sprechen^  so  meinen  wir  stets^  wenn  nicht  das 
Gegentheil  ausdrücklich  hervorgehoben  wird,  die  Aehnlichkeit  in  dem 
ursprünglichen  engeren  Sinne,  wo  beide  Gruppen  gleich  viele  Veränder- 
liche enthalten. 

An  die  besprochene  Erweiterung  des  Begriffs  der  Aehnlichkeit 
zweier  Gruppen  von  homogenen  Berührungstransformationen  knüpfen 
wir  noch  die  folgende  Bemerkung. 

Ist  in  den  2n  Veränderlichen  ^i  •  •  •  ä;„,  |>i  -  - pn  eine  r-gliedrige 
Gruppe:  Hi{x,  p)-" Hr(Xy p)  vorgelegt,  so  kann  man  sich  die  Frage 
vorlegen,  wie  klein  die  Zahl  2h  sein  darf,  damit  es  in  den  2h  Ver- 
änderlichen yi'^yhy  Qi"'Qh  noch  eine  r-gliedrige  Gruppe:  K^{yyq)"' 
Kr{y,  q)  von  homogenen  Berührungstransformationen  giebt,  welche 
mit  der  Gruppe:  H^^x,  p)  *  •  -  Hr^x,  p)  durch  homogene  Berührungs- 
transformation ähnlich  ist,  das  Wort  „ähnlich"  in  jenem  weiteren 
Sinne  verstanden. 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  leicht  zu  geben.  Es  sei  nämlich: 
X^{x,  p)  '  '  •  Xx(x,  p)j  Pjxj  p)  ' ' '  Pfi{x,  p)  wie  in  §  78,  S.  307  eine 
kanonische  Form  der  homogenen  Functionengruppe ,  welche  durch: 
H^(x, pi)"'Hr{Xy  p)  bestimmt  ist,  und  es  sei  etwa  /t  >  A,  dann  erkennt 
man  aus  dem  damals  Gesagten  sofort,  dass  es  in  2h  =  2yL  Veränder- 
lichen: yi* ' '  y/i,  Qi  ' '  '  Qfi  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen 
Berührungstransformationen  giebt,  welche  mit  der  Gruppe:  Hj^(x,p) 
•  •  •  Hr(x,  p)  ähnlich  ist;  man  erhält  die  betreflFende  Gruppe,  wenn 
man  in  der  Gruppe  (6)  die  Veränderlichen  y^u^-i  •  •  •  y«,  q^+i  •  •  •  Q'», 
welche  von  derselben  gar  nicht  transformirt  werden,  weglässt.  Zu- 
gleich liegt  auf  der  Hand,  dass  es  in  2h  <  2ft  Veränderlichen:  y^'-ykj 
qi'-'fjh  keine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen giebt,  welche  mit  der  Gruppe:  H^{x,  p)"'Hr(Xj  p)  ähnlich 
ist,  denn  wäre:  Ki{y,  q)  •  •  -  Kr{y,  q)  eine  solche  Gruppe,  so  müssten 
K^iif,  q)'"Kr{y,  q)  eine  (A  + /t)-gliedrige  homogene  Functionengruppe 
bestimmen,  welche  die  kanonische  Form:  Y^{y,  (/)•••  l'/(y>  (Z);  Qiiil}  u) 
"'Qft(y,  q)  erhalten  könnte;  eine  Functionengruppe  mit  einer  solchen 
kanonischen  Form  giebt  es  aber'  in  den  2h<.2^  Veränderlichen: 
yi  ' ' '  Vhy  qi'  "  qh  überhaupt  nicht. 

Sind  in  2n  Veränderlichen  zwei  r-gliedrige  Gruppen:  7/j  (.r ,  ^)  •  •  • 
IIr(.r^  p)  und  K^{x\  p)  •  •  •  Kr{x\  p')  von  homogenen  Berührungstrans- 
formationen vorgelegt,  so  kann  man  sich  auch  die  allgemeinere  Frage  stellen, 
ob  es  in  den  2w  Veränderlichen  x^-'-Xn,  Pi'"Pn  überhaupt  irgend  eine 
Transformation : 

(8)  x;  =  Fi{x,  p),     pl  =  Oi{x,  p)         (I  =  1  • .  •  «) 
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^ebt,  welche  die  eine  Transformationsgruppe  in  die  andere  überführt,  ohne 
2U  verlangen,  dass  (8)  gerade  eine  homogene  Berührungstransformation  sein 
soll.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  kann  nach  den  Begeln  des  Kap.  19 
i.n  Abschnitt  I  geleistet  werden,  denn  es  handelt  sich  ja  nur  darum,  ob  die 
l>eiden  r-gliedrigen  Gruppen  von  Punkttransformationen:  (H^f)    '"(Hrf) 

mmd  {K^f)^.,  •  •  •  {Krf)^  .  durch  eine  Punkttransformation  (8)  mit  einander 

ähnlich  sind. 

Man  kann  sich  andrerseits  die  Frage  stellen,  ob  die  beiden  vorgelegten 
Oruppen  von  homogenen  Berührungsiransformationen  durch  eine  Transfor- 
mation (8)  ähnlich  sind,  welche  keine  homogene  Berührungstransformation 
ist.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  wird  durch  die  folgenden  Bemerkungen 
erleichtert. 

Jede  homogene  Berührungstransformation  in  den  Veränderlichen  a?^-**^», 
J>i-"l'it  lässt  den  Pfaflfschen  Ausdruck:  ^^dx^  -[-...  J^ ^^^Xn  invariant,  ja 
sie  lässt  überhaupt  jeden  Pfaflfschen  Ausdruck  von  der  Form:  c(j^^dx^-\ — 
-j-2)»flf.r„)  invariant,  welchen  Werth  auch  die  Constante  c  haben  mag.  Das- 
selbe gilt  natürlich  auch  von  jeder  Gnippe  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen in  Xi  -  ''  Xn^  Pi  '•'  Pn- 

Lässt  nun  die  Gruppe:  H^(x^  p)  -  »  -  Hr(x^  p)  nur  die  oo^  Pfaffschen 
Ausdrücke:  c^p^dx^-^-  - — \rPndXn)  invariant,  sonst  aber  keinen  Pfaflfschen 
Ausdruck: 


so  können  die  beiden  Gruppen:  i/j  •  •  •  Ilr  und  Ky^  -  •  *  Kr  jedenfalls  nur 
dann  durch  eine  Transformation  (8)  ähnlich  sein,  wenn  auch  die  Gruppe: 
A'i  {x\  p')  •  •  •  Kr{x\  p')  blos  die  oo^  Pfaflfschen  Ausdrücke:  c(p/t?ir/  +  •  •  • 
4-  pndxn)  invariant  lässt.  Jede  Transformation  (8),  vermöge  deren  die 
beiden  Gruppen  ähnlich  sind,  muss  dann  die  Schaar  der  oo^  Pfaflfschen 
Ausdrücke:  c(^PidXi -{- '  ^  ' -{- 2>ndXn)  invariant  lassen,  sie  muss  also  die 
Perm  haben: 

(10)  x/=Xi{x,p),     Pi=e.Pi(x^p)         (i  =  i.-.«), 

^'o  e  eine  Constante  bezeichnet  und  wo: 

Cl  1)  Xi  =  Xi(x,  p),     pf  =  P.(J7,  p)  (i  =  1 . . .  «) 

«ine  homogene  Berührungstransformation  ist.  Man  sieht  sofoiii,  dass  in 
diesem  Falle  die  beiden  Gruppen,  wenn  sie  überhaupt  durch  eine  Trans- 
formation (8)  ähnlich  sind,  es  auch  durch  eine  homogene  Berühr ungstrans- 
formation  sind.  Ist  ferner  (ll)  die  allgemeinste  homogene  Berührungs- 
transformation, vermöge  deren  die  beiden  Gruppen  ähnlich  sind  und  versteht 
man  unter  e  eine  willkürliche  Constante,  so  ist  (10)  die  allgemeinste  Trans- 
formation (8),  vermöge  deren  die  beiden  Gruppen  ähnlich  sind. 

Wenn  dagegen  die  Gruppe:  U^(x^  p^  •  '  -  Hr{x^  p)  ausser  den  oo^ 
Pfaflfschen  Ausdrücken:  c{p^dxy^  -|-  .  .  .  ^  p^^Xn)  noch  andere  Pfaflfsche 
Ausdrücke  (9)  invariant  lässt,  und  wenn  die  Gruppe:  K^{x\p')"*Kr{x\p') 
dasselbe  thut,  so  können  die  beiden  Gruppen  sehr  gut  durch  eine  Trans- 
formation (8)  ähnlich  sein,  welche  keine  homogene  Berührungstransformation 
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ist,  selbst  weun   sie  durch  homogene  Beruh rungstransformation  nicht 
einander  ähnlich  sind. 

Sind  unter  den  Functionen:  Hj^(x,  p)"- Hr(x^  p)  gerade  m  <  2n  v 
einander  unabhängige  vorhanden,  so  besitzt  die  Gruppe:  l{^(x^p\"Hr{x^ 
gerade  2n  —  m>0  unabhängige  Invarianten:  «7^i(ic,  l>)*"'/2,_m(^,  1>)  u 
sie   lässt   ausser  den  oo^   Pfaffschen  Ausdrücken:   c{p^dx^ '\' • " '\' pnd 
überhaupt  jeden  Pfaffschen  Ausdruck  von  der  Form: 

n  2»— m 

Ä(/i  •  •  •  J2n-m)^iPidXi  +  ^r  Slr{Jy^  •  •  •  Jtn-n)dJ^ 

1  1 

invariant,  welche  Functionen  ihrer  Argumente  auch  die  St  sein  mögen. 

§  80. 

Die  Entwickelungen  dieses  Paragraphen  sind  zwar  an  und  *:  ür 
sich  von  Wichtigkeit^  können  aber  übergangen  werden ,  ohne  d^s^^-^ss 
dadurch  das  Verständniss  des  Folgenden  beeinträchtigt  würde. 

Ist  in  den  Veränderlichen  a:,  •  •  •  a?^,  P\'''Pti  eine  r-gliedrm  ^^e 
Gruppe:  H^{Xj  p)'"Hr{Xy  p)  vorgelegt,  so  kann  man  sich  die  Aufgas.  "be 
stellen,  alle  homogenen  Berührungstransformationen: 

(12)  xl  =  Xi{x,  p),    p[  =  Pi{Xy  p)         (.•  =  1 . . . «) 

zu  bestimmen,  welche  die  Gruppe:  Hi(x,  p)'"Hr{x,  p)  in  sich  üb^ 
führen.     Der  InbegriflF  aller  dieser  Transformationen   bildet  natürl 
eine  Gruppe,  nämlich  die  grösste  Gruppe  von  homogenen  Berührun 
transformationen,   in  welcher   die   Gruppe:    H^"'Hr   als    invaria 
Untergruppe    enthalten    ist.     Es    leuchtet   ein,    dass   die    so    defini 
Gruppe  weder  endlich  noch  continuirlich  zu  sein  braucht. 

Soll  eine  homogene  Berührungstrausformation  (12)  die  Grupi:=^e; 
H^  "Hr  in  sich  überführen,  so  ist  uothwendig  und  hinreichend,  d^»-^s 
sie  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen:  {Hif)  • 
{Hrf)  der  Gruppe  in  r  ebensolche  Transformationen  überführt,  od^^i", 
was  auf  dasselbe  hinauskommt:  es  ist  nothwendig  und  hinreich^a::B  d, 
dass  sie  die  r  charakteristischen  Functionen:  H^ix,  p)"*Ur{Xj  p)  a3fc.iif 
die  Form: 


r 

Hx{x,  p)  =  ^jg^jHjix,  p') 


(x=l...r) 


bringt,  wo   die  g^cj  Constanten   bezeichnen.     Will   man  daher  die    ^*-'I- 
gemeinste  homogene  Berührungstransformation  (12)  bestimmen,  wel^^^^ 
die  Gruppe:  H^"*Hr  in  sich  überführt,  so  wird  man  folgenderma»^* ^^ 
zu  \Verke  gehen: 

Man   bezieht  zunächst  die   Gruppe:  H^{jc^  p)  -  -  -  Hr{x,  p)  in    slH" 
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gemeinster  Weise  holoedrisch  isomorph   auf  sich    selbst,   das  heisst, 
B^renn  die  Beziehungen: 


(H,H;}^=^,ei,M 


(/,  X  =  1  .  •  .  r) 
1 


bestehen,  so  wählt  man  in  allgemeinster  Weise  f*^  solche  Constanten 
^gj  mit  nicht  verschwindender  Determinante,  dass  auch  zwischen  den 
charakteristischen  Functionen: 

r 

^x{x,  p)  =  ^jy^jHj(x,  p)  (x  =  l...r) 

1 
ciie  Beziehungen: 

r 
1 

"bestehen.  Sodann  specialisirt  man  (vgl.  den  vorigen  Paragraphen)  die 
in  den  y^j  enthaltenen  willkürlichen  Elemente  soweit  nöthig  derart, 
<]ass  es  eine  homogene  Berührungstransformation  (12)  giebt,  welche 
Hi(x,  p)  - ' '  Hr(Xf  p)  bezüglich  in:  ^i{x',  p')  -  "  ^ri^c',  p')  überführt 
und  endlich  bestimmt  man  die  allgemeinste  homogene  Berührungs- 
transformation (12),  welche  diese  Deberfübrung  leistet;  damit  ist  die 
gestellte  Aufgabe  gelöst. 

Von  welchen  willkürlichen  Elementen  hängt  nun  die  so  definirte 
Berührungstransformation  ab?  von  willkürlichen  Functionen  oder  nur 
von  willkürlichen  Parametern?  Die  Beantwortung  dieser  Frage  lässt 
sich  auf  die  Beantwortung  einer  einfacheren  zurückführen. 

Es  sei  irgend  ein  solches  Werthsystem  der  y^j  vorgelegt,  dass  es 
möglich  ist:  Hi{x,  p)  -  -  -  Hr{x,  p)  durch  eine  homogene  Berührungs- 
transformation (12)  in:  ^i{x\  p')"-^r{x\  p')  überzuführen.    Ist  dann 
X  irgend  eine  Transformation  (12),  welche  diese  Ueberführung  leistet 
Und    ist  S  die  allgemeinste  homogene  Berührungätransformation  (12), 
Welche  jede  einzelne  der  Functionen:  Ux{x,  p)  invariant  lässt,  so  ist 
augenscheinlich:   S%   die    allgemeinste  Transformation  (12),   welche: 
H^ipCy  p)  ' ' '  Hr{Xy  p)  in:  ^i{x\  p')--- §r(^', i>')  verwandelt.     Folglich 
lüsst  sich  die   allgemeinste  homogene  Berührungstransformation  (12), 
vvelche  die  Gruppe:   Hi(x,  p)  >  >  -  Hrix,  p)  in    sich  überführt,   in  der 
B'orm:  ST  darstellen,  wo  die  Transformation  T  nur  solche  willkür- 
l  iche  Elemente  enthält,  welche  in  dem  allgemeinsten  Werthsysteme  der 
y^j  vorkommen,  das  heisst  nur  willkürliche  Parameter.    Also  kommt  die 
Beantwortung  der  oben  gestellten  Frage  darauf  zurück,  festzustellen, 
ob   die  Transformation  S  von  willkürlichen  Functionen  abhängt  oder 
^icht;  das  aber  werden  wir  weiter  unten  (S.  319)  wirklich  thun.    Hier 
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wollen  wir  nur  noch  bemerken,  dass  aucli  der  Inbegriff  aller  Transfc 
mationen  S  selbstverständlich  eine  Gruppe  bildet  (vgl.  S.  288  f.). 

Man  kann   sich   auch  die  etwas   speciellere  Aufgabe  stellen,  ^        '^le 
eingliedrigen  Gruppen    K(xy  ^))    von    homogenen   Brrfihmniritrimf^         n 
mationen  zu  bestimmen,  welche  die  r-gliedrige  Gruppe:  ^^(a;,  jp)  — 
Hr(x,  p)  invariant  lassen. 

Setzen  wir:  {Hjf\^  =  A^{f)  und  {Kf\^  =  B(f).  Die  e=^  ^n- 
gliedrige  Gruppe:  Bf  wird  nach  Abschnitt  1,  Theorem  43,  S.  ^^  ^2 
dann  und  nur  dann  die  Gruppe:  A^^f)  -  •  •  Ar{f)  invariant  las^  ^^sn, 
wenn  r  Relationen  von  der  Form: 

(13)  BiAj(f))  -  MBif))  =  ^.lj.Mf) 

1 

(y  ==  1  .  .  .  r) 

bestehen,  in  denen  die  Ij^  Constanten  bedeuten.    Diese  Gleichungen  Q  9H3) 
lassen  sich  folgendermassen  schreiben : 

1 

woraus  sich  in  der  bekannten  Weise  ergiebt: 

(14)  (KH,)  =  2^  hsS.  0  =  1  •  •  •  r). 

Also  bekommen  wir  den  folgenden  Satz,  welcher  übrigens  von   3    ^m 
auf  S.  303  abgeleiteten  Satze  2  nicht  wesentlich  verschieden  ist. 

Satz  6.  Eine  r-gliedrige  Gruppe:  H^ix,  p)--- Hr{Xy  p)  von  lio^-^Uh- 
geneti  Berührtüigstransformationeii  bleibt  dann  und  nur  dann  bei  aSTJen 
Transformationen  einer  eingliedrigen  Crru2)pe:  K{x,  p)  dersdbcn  .^^rt 
invariant,  wenn  r  BSlationen  von  der  Form; 

(14)  {KH;)^  =  ^.  lj.H.         u=i--ri 

1 

mit  gewissefi  Constanten  Ij,  bestellen. 

Auf  die  Bestimmung  aller  solchen  eingliedrigen  Gruppen  KQt^  jO 
wollen  wir  nicht  weiter  eingehen,  sondern  wollen  unter  ihnen  tMtir 
diejenigen  betrachten,  welche  jede  einzelne  Function:  H^{XjP)'  "' 
Hr(Xy  p)  invariant  lassen. 

Soll  die  eingliedrige  Gruppe:  K{x,p)  von  homogenen  Berührun^^" 
transformationen  die  r  infinitesimalen  Transformationen,  oder  was  a^ 
dasselbe  hinauskommt,  die  r  Functionen:  II^{Xj  p)"*Hr{x^  p)  invariaU* 
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(seD^  so  ist  noibwendig  uud  hinreichend,  dass  die  infinitesimale  Trans- 
'mation:  {Kf)^    dies  thut,  also,  dass  die  r  Gleichungen: 

{KH^)  =  0,  . . .  {KHr,:)  =  0,  . . .  {KHr)  =  0 

(ntisch  bestehen.  Die  Function  K{Xf  p)  muss  mithin  in  der  Polar- 
appe  enthalten  sein,  welche  zu  der  homogenen  Functionengmppe: 
(Xfp)'--Hm(Xy p)  gehört,  und  da  sie  die  charakteristische  Function 
ler  infinitesimalen  homogenen  Berührungstransformation  ist,  so  muss 
in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sein.  Wollen  wir  datier  die 
gemeinste  eingliedrige  Gruppe:  K(x,  p)  von  homogenen  Berührungs- 
insformationen finden,  welche:  H^{x,p)  •  •  •  Hr(x,p)  einzeln  invariant 
fs^,  so  haben  wir  nur  die  allgemeinste  homogene  Function  erster  Ordnung 
r  zur  Functionengruppe:  H^{Xy  jp)  •  •  •  Hjn{x,  p)  gehörigen  Polargruppe 
feusudien. 

Enthält  die  Polargruppe  der  Functionengruppe:  H^(Xjp)"-Hm{Xyp) 
ir  Functionen  von  nullter  Ordnung  in  den  p^  so  giebt  es  offenbar 
ir  keine  eingliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransfor- 
ationen,  welche  H^{x,  p^'-Hrix,  p)  invariant  lässt.  In  allen  übrigen 
lllen  lässt  sich  die  bewusste  Polargruppe,  weil  sie  homogen  ist,  auf 
e  Form: 

J{x,  jp),     N^  {x,  p)'-N^  {x,  p) 

ingen,  wo  J  homogen  von  erster  Ordnung  ist  und  die  N  von  nullter 
rdnung  (vgl.  S.  215).    Dann  hat  die  allgemeinste  eingliedrige  Gruppe: 
(Xyp)  von  homogenen  Beruh rungs trän sformationen,  welche  Hj^(x,  p) 
•  Hr{x,  p)  einzeln  invariant  lässt,  die  folgende  Gestalt: 

J{x,  p) .  Sl(N, .  • .  N^), 

0  die  Function  Sl  vollkommen  willkürlich  ist.  Die  betreffende  all- 
meinste  eingliedrige  Gruppe  hängt  daher  von  wülkürlichen  Functionen 
y  wenn  die  Zahl  (i  grösser  als  Null  ist,  wenn  aber  fi  =  0  ist,  so 
ebt  es  nur  eine  einzige  eingliedrige  Gruppe  von  der  besprochenen 
3schaffenheit. 

Der  Inbegriff  aller  eingliedrigen  Gruppen  von  homogenen  Be- 
hrungstransformationen,  welche:  //^(a;,  j))-  Ar (x,p)  invariant  lassen, 
ii  offenbar  in  dem  Inbegriff  aller  homogenen  Berührungstransfor- 
ationen  enthalten,  welche  dasselbe  thun.  Hängt  nun  jener  erste 
begriff  von  willkürlichen  Functionen  ab,  so  wird  von  dem  zweiten 
)thwendig  dasselbe  gelten  und  umgekehrt  (vgl.  S.  287  f.).  Damit 
ledigt  sich  die  oben  aufgeworfene  Frage,  ob  die  allgemeinste  homogene 
erührungstransformation,  welche  H^{x,p)  -  -  -  Hr{x,p)  einzeln  invariant 
ssty  von  wiUkürlicIien  Functionen  abhängt  oder  nicht. 
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Wttuscbt  man  überhaupt  alle  Transformationen: 
(15)  x!  =  Oi{x,  p),    p/  =  9^(x,  p)         (.•  =  1 . . .  ») 

zu  finden,  welche  die  r-gliedrige  Gruppe:  i/i(ir,  !>)•••  JIr{x^  p)  invariant 
lassen,  also  auch  diejenigen,  welche  keine  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen sind,  so  hat  man  nach  Anleitung  von  Abschnitt  I,  S.  3G0f.  zu 
verfahren. 

Endlich  könnte  man  auch  nach  allen  Transformationen  (15)  fragen, 
welche  die  r  infinitesimalen  Transformationen:  (//j/')  •  •  •  (7/^/")  einzeln 
invariant  lassen,  die  würden  nach  Abschnitt  I,  S.  367  If.  zu  bestimmen  sein. 

§  81. 
Jetzt  in  aller  Kürze  einige  Bemerkungen  über  r-gliedrige  Gruppen 
von   Berührungstransformationen  in  den  Veränderlichen   jsr,  iTi  •  •  •  x« , 

Die  oo*"  Transformationen  einer  solchen  Gruppe  ordnen  sich  in 
cx)*^*  eingliedrige  Gruppen  an,  die  von  infinitesimalen  Berührungs- 
transformationen erzeugt  sind  (vgl.  S.  255,  Satz  2).     Sind  nuu: 

die  Symbole  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe,  so  bestehen  Relationen  von  der  bekannten  Form: 

^•(^x(/-))  -  ÄMiif))  =  ^-c,x.yl,(/-); 

1 
nach  Kap.  15,  Theorem  44,  S.  275  ist  aber: 

MÄ^if))  -  AMiiD)  =  [Ä/-J  -  ii  Y,  > 

wo  ^  die  Form  besitzt: 

oder  wie  wir  der  Kürze  wegen  schreiben  wollen: 
Hieraus  ergiebt  sich,  dass  der  Ausdruck: 

identisch  verschwindet,  was  nach  S.  255  dann  und  nur  dann  eintritt, 
wenn  die  charakteristischen  Functionen  Wi"'Wr  durch  die  folgenden 
Relationen  verknüpft  sind: 


{ll';.Tr.)=2^-^*' 


1 

(,-,  x  =  l  .  .  t). 
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Umgekehrt  seien: 

wr  infinitesimale  Berühr ungstransformationen,  deren  charakteristische 
Tmictionen  W^  -  •  -Wr  durch  keine  lineare  Relation: 

^i^^iH \-BrWr  =  0 

verknüpft  sind^  aber  in  Beziehungen  von  der  Form: 

•  r 

{WiWn]=^^sCi^W,  (i,x  =  l...r) 

1 

stehen.  Dann  sind  diese  infinitesimalen  Transformationen  Ton  einander 
unabhängig  (vgl.  S.  255)  und  erzeugen  eine  r-gliedrige  Gruppe,  natür- 
lich eine  von  Berührungstransformationen. 

Also: 

Theorem  53.  Sollen  r  infinitesimale  Berührungstransfor- 
mationen: 

(16)  [w,n-w.^    («=!••-) 

«"n  den  Veränderlichen:  z,  x^-'-Xn,  Pi'"Pn  ßif^ß  r-gliedrige 
fjrruppe  von  Berührungstransformationen  erzeugen,  so  ist  noth- 
^^endig  und  hinreichend,  dass  ihre  r  charakteristischen  Func- 
Dianen:  W^  •  •  •  Wr  durch  keine  lineare  Relation: 

h^l-\ [-^rWr  =  0 

>9iit  Constanten  Coefficienten  verknüpft  sind,  dass  sie  aber  in 
^Beziehungen  von  der  Form: 

C17)  [WiW,]  =  ^sCi,,W.  (/,x  =  l...r) 

1 

stehen.  Umgekehrt  ist  jede  r-gliedrige  Gruppe  von  Berührungs- 
transformationen  in  den  Veränderlichen:  k,  x^' '  >  Xn,  2h'  "Pn 
-jjon  r  derartigen  infinitesimalen  Berührungstransformationen 
erzeugt*) 

Erzeugen  r  infinitesimale  Berührungs  transformationen  (16)  mit 
den  charakteristischen  Functionen:  W^'-'Wr  eine  r-gliedrige  Gruppe 
von  Berührungstransformationen,  so  nennen  wir  diese  Gruppe  auch 
kurz:  die  Gruppe   TT^  •  •  •  TVi-. 

Es  verdient  angemerkt  zu  werden,  dass  sehr  gut  eine  der  charakteri- 
stischen Functionen:   TFi  •  •  •  Wr  eine  blose  Constante  sein  kann. 


*)  Vgl.   Lie,   Göttinger  Nachrichten,   December   1874;   Abhandlungen   der 
Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  W.,  Bd.  XIV,  Nr.  12. 

Lie,  Theorie  der  Trausformationsgrappeii.    IL  21 
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Die  ConstaDten  dxt  in  den  Gleichungen  (17)  bestimmen  die  Zu- 
sammensetzung der  betreffenden  r-gliedrigen  Gruppe  von  BerOhrungs- 
transformationen«  Man  übersieht  daher  ohne  Schwierigkeit,  wie  man 
die  charakteristischen  Functionen  der  infinitesimalen  Transformationen 
aller  Untergruppen  finden  kann,  welche  in  der  Gruppe  enthalten  sind. 
Hat  man  ferner  zwei  r-gliedrige  Gruppen  Yon  Berührungstransfor- 
mationen, welche  durch  die  charakteristischen  Functionen  von  je  r 
unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  gegeben  sind,  so.  kann 
man  aus  den  zu  beiden  Gruppen  gehörigen  Relationen  (17)  sofort  ent- 
scheiden, ob  die  Gruppen  gleichzusammengesetzt  sind  oder  nicht. 

Die  Begriffe:  Transitiyitat  und  Intransitiyität,  Primitiyität  und 
Imprimitiyität  übertragen  sich  auf  die  Gruppen  von  Berührungstrans- 
formationen in  jgr,  Xi  ' '  •  Xn,  Pi  •  •  •!>»  ohne  Weiteres. 

Die  r-gliedrige  Gruppe:  Wi{0y  ^;1»)-- W^r(^,  x^p)  von  Berührungs- 
transformationen ist  dann  und  nur  dann  transitiv,  wenn  es  unter  den 
r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

in  den  Veränderlichen  0,  x^'-'X»,  Pi'"Pn  gerade  2w  +  1  ^on  einander 
unabhängige  giebt;  sie  ist  dann  und  nur  dann  primitiv,  wenn  die  r 
infinitesimalen  Transformationen: 

[W,n-Wn^  (x  =  l...r) 

kein  g-gliedriges  (0  <  g  <  2n  +  1)  vollständiges  System: 

0  =  1  •••9) 

in  den  Veränderlichen  z,  rCj  •  •  •  a:„,  Pi'  -  •  Pn  invariant  lassen. 
Es  sei: 

(18)  z  =  Z{e,  X,  p),    Xi  =  Xiie,  x,  p) ,    i>,-  =  P,(^,  x,  p) 

(,•  =  1 . . . «) 

eine  Berührungstransfonnation,  welche  die  Gleichung: 
dz  —  Pidx^ —  Pndxn^=  ^(jf,  rc,  p)  (dz  —  PidXj^  — PndXn) 

identisch  befriedigt.  Führt  man  dann  vermöge  dieser  Berübrungstrans- 
formation  in  die  r-gliedrige  Gruppe:  Wi{z,  x^  p)'"Wr{z^  Xj  p)  von  Be- 
rührungstransformationen die  neuen  Veränderlichen  s^  x^  p  ein,  so  bekommt 
man  in  den  z^  x,  p  eine  neue  r-gliedrige  Gruppe   von  Berührungstrans- 


\  Igem.  fib.  endliche  continuirliche  Gruppen  von  ßeruhrnngstransformationen.   323 

jcnationen,  welche  r  unabhängige  infinitesimale  Berührungstransformationen 
t>   den  charakteristischen  Functionen: 

SBx(^,  ^,  P)  =  ?(^,  X,  i>)  .  Wx{z,  x,p)         (x  =  i . . .  r) 

Sind  zwei  r-gliedrige  Gruppen:  W^^z^  a?,  2>)  •  •  •  Wr{e^  x,  p)  und 
1^  (^,  ^,  ^)'"^r(^7  ic,  j))  von  Berührongstransformationen  vorgelegt  und 
l11  man  entscheiden,  ob  dieselben  durch  eine  Berührungstransformation  (18) 
.xmL'ch  sind,  so  muss  man  zunächst  untersuchen,  ob  sie  gleichzusammen- 
( setzt  sind.  Ist  das  der  Fall,  so  kommt  alles  darauf  hinaus,  ob  es  eine 
3xührnngstransformation  (18)  giebt,  welche  die  r  infinitesimalen  Trans- 
rznationen : 

r   infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

~\  (x  =  l...r) 


^'^-ji^y-fi^^-y-W) 


^i^f^hrt.     Diese  Aufgabe  aber  brauchen   wir  nicht  direkt  zu  erledigen, 

•  Icönnen  ja  nach  Anleitung  von  S.  273  die  beiden  Gruppen  und   auch 
oharakteristischen  Functionen   ihrer  infinitesimalen  Transformationen  in 

— |-  2  homogenen  Veränderlichen:  y^  •  •  •  y»+i,  Qi  '  '  •  Qn-{-i  und  bezüglich: 

•  -  •  y»+i,  Qi  '  '  *  Qn-^i  schreiben,  auf  diese  Weise  ergeben  sich  zwei 
Srliedrige  Gruppen:  iZ^O/,  q)'"nr{y^  q)  und:  K^(y,  q)"'KrQj,  q) 
^  homogenen  Berührungstransformationen;  sind  dieselben  durch  eine  homo- 
L^    Berührungstransformation: 

yi=Yi(y,q),     qi  =  Qi{y,q)         (.  =  1  •  • -».  +  1) 

einander  ähnlich,  so  sind  auch  die  Gruppen:   W^'"Wr  und   V-^"*yr 
c^li  eine  Berührungstransformation  (18)  mit  einander  ähnlich,  sonst  nicht. 

§  82. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  bei  einer  besonderen  Art  von  Be- 
^  Tungstransformationen  in  den  Veränderlichen:  Zy  x^-  --  Xny  Pi'  "Pn 
^~  as  verweilen,  bei  denen  nämlich,  welche  die  Gestalt: 

•  D         a'  =  e  +  ß(a;,  p),   x{  =  Xi{x,  p),  p/  =  Pi(x,  p) 

(i = 1 . . . .) 

^  itzen.  Die  entsprechenden  infinitesimalen  Berflhrungstrausformationen 
taen,  wie  wir  wissen,  die  Gestalt: 


^/•=(9r)^  +  (2^,|£-9) 


dz 


9  eine  beliebige  Function  von  a?!  •  •  •  rc»,  jPi  •  •  -p«  allein  bedeutet: 
Nach   S.  260  sind   r   infinitesimale   Berühruugstransformationen: 

21* 
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Alf-"  Ar f  dieser  Art  Yon  einander  unabhängig,  wenn  zwischen  ihren 
r  charakteristischen  Functionen:  q)i(x,  p)  '  -  •  g>r{x,  p)  keine  lineare 
Relation:  yig>i'\-' — |-yr9>r  =  0  mit  constanten  Coefficienten  besteht 
Sind  nun:  A^f"Arf  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  und 
sollen  dieselben  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  so  müssen  Gleiclmngen 
von  der  Form: 

Ä,{A,(r))  -  A^iMf))  =  ^.Ci»A,f 

1 

stattfinden,  oder  anders  geschrieben  (vgl.  S.  269): 

r 
^    ^fCjxsAsf, 

1 
diese   aber  sind  wiederum  nach   S.  260  gleichbedeutend  mit  den  fol- 
genden: 


(f ,  «  =  1  .  .  .  r) 
1 

Wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 

Satz  7.    Sollen  r  infinitesimale  BeriUirungstransfomiaiionen  von  der 
Form: 


'*p 


in  den  VeränderlieJien  e,  oc^-  -  •  Xn,  Pi'  •  *  p»  eine  r-gliedrige  Gruppe  rm 
Beriihni'ngstransformationen  erzeugen^  so  ist  nothtvendig  und  hinreichen^ 
dass  die  r  cJuxrakteristisdien  Functionen:  ^lioc^  p)'"(pr{x,  p)  keine  lineare 
Relation  von  der  Form:  y^y^  +  •  *  •  +  yrg>r  =  0  mit  constanien  Coef- 
ficietiten  befriedigen,  d(iss  sie  aber  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 
(20)  (<Pi<Px)  =  ^  Cix»(p,  (i,x  =  l...r) 

1 

stellen.  Umgekelirt  ist  jede  r-gliedrige  Gruppe  von  Beriüirungstransfor' 
mationen,  deren  Transformationen  die  Form: 

(19)         z  =Z'\-  i^(a;,  p),    xl  —  Z.(a;,  p),    pl  =  P.(rr,  p) 

(i  =  1 . . . «) 

haben,  von  r  derartigen  infinitesimalen  Berührungstransformationen  ereev^ 

Man  kann  die  hier  besprochenen  Gruppen  von  Berühnmgstraos- 

formationeu  in  zwei  Klassen  theilen,  in  die  erste  Klasse  gehören  alle 
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Crappen,  welche  die  charakteristische  Function:  (p(x,p)  =  lund  dem- 
nach die  infinitesimale  Berührungstransformation: 

IL 

dz 

enthalten,  in  die  zweite  alle  übrigen.  Es  leuchtet  ein,  dass  jede 
r-gliedrige  Gruppe  der  zweiten  Klasse  als  invariante  Untergruppe  in 
einer  (r  +  l)-gliedrigen  Gruppe  der  ersten  Klasse  enthalten  ist. 

Die  Grossen  dxs  in  den  Gleichungen  (20)  bestimmen  die  Zusammen- 
setzung der  betreffenden  Gruppe;  man  übersieht  daher  sofort,  wie  man 
alle  Untergruppen  der  Gruppe  findet  und  wie  man  entscheiden  kann, 
ob  zwei  Yorgelegte  r-gliedrige  Gruppen  dieser  Art  gleichzusammen- 
gesetzt sind  oder  nicht. 

Endlich  bleibt  noch  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen 
zwei  r-gliedrige  Gruppen  von  der  besprochenen  Beschaffenheit  durch 
eine  Berührungstransformation  von  der  Form  (19)  ähnlich  sind.  Ueber- 
legungen,  welche  sich  von  den  in  §  79  angestellten  wenig  unterscheiden, 
liefern  uns  das 

Theorem  54.  Sollen  zwei  r-gliedrige  Gruppen  von  Berührungs- 
transformationen: 


und: 


if>'f\p+y2p^7f,-AT^ 


(x  =  1  •  •  •  r) 


(V'x/'L  +  I  ^P'x?-^')-!?      («-»•■•'■) 


durch  eine  Berührungstransformation  von  der  Gestalt: 

(19)       Z   =Z  +  Sl{x,p),   x{  =  Xi{Xyp),  Pi'  =  Pi(Xjp)         (.  =  1. -n) 

mit  einander  ähnlich  sein,  so  ist  vor  allen  Dingen  nothwendig, 
dass  sie  gleichzusammengesetzt  sind.  Ist  das  der  Fall,  so  wähle 
man  in  allgemeinster  Weise  r*  solche  Constanten  gxj  von  nicht 
verschwindender  Determinante,  dass  zivischen:  <Pi{x,p)"*g)r(x,p) 
und  zwischen: 

'ißx(x,  p)  =  g^i  ^i(x,p)'\ h  f/xr  tr(x,  p) 

(X  =  1  .  .  .  r) 

Relationen  von  derselben  Form: 

r 

und: 

r 
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bestehen.  Sind  nun  etwa  q)i'-'(pm  unabhängige  Funetioit^^Jt, 
während  (pr„^i'"(pr  sich  durch  q)^"-q>m' allein  ausdrücken  lasset- 

SO  sind  die  beiden   Gruppen  dann  und  nur  dann  in  der  ver- 
langten Weise  mit  einander  ähnlich^  wenn  es  möglich  ist,  dit 
in  den  g^j  enthaltenen  willJcürlichen  Elemente  derart  Bu  specxa- 
lisiren,  dass  ^i-"tßm  ^on  einander  unabhängig  werden,  während 
tm-\-i"'tr  sich  folgendermassen  durch  tßi"'^m  allein  ausdrücken: 

Ein  gewisses  Interesse  können  auch  diejenigen  Ginippen  von  Be- 
rührungsti-ansformationen  in  z^  ifi-'-a?«,  Pi'-'Pn  beanspruchen,  deren 
infinitesimale  Transformationen  charakteristische  Functionen  von  der  Form: 
EZ  -\-  ic{x^  p)  haben,  wo  e  eine  Constante  bezeichnet  und  tD{xy  p)  eine 
Function  von  o^i  •  •  •  a^nj  Pi'''Pn  allein  ist  Die  infinitesimalen  Trans- 
formationen dieser  Gruppen  haben  natürlich  die  Form: 

[sz  +  tv{x,  p),  f]  —  (ez  +  iü{x,  p))jj ' 
Sind: 

«x^  +  t('x{x,P)  (x  =  l...r) 

die  charakteristischen  Functionen  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen einer  r-gliedrigen  Gruppe  dieser  Art,  und  sind  nicht  alle  f« 
gleich  Null,  so  enthält  die  betreflfende  Gruppe  eine  (r — l)-gliedrige 
invariante  Untergi'uppe ,  deren  infinitesimale  Transformationen  die  vorhin 
betrachtete  Form:    ^ 

(21)  (fjf)^  +  (2^'l^  -  ''^)l7 

haben. 

Es  seien  nicht  alle  e»  gleich  NulL  Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass 
eine  der  Functionen  Wx  verschwindet;  die  Ginippe  enthält  dann  eine  infini- 
tesimale Transformation,  welche  die  charakteristische  Function  g  besitzt 
und  demnach  lautet: 

ausserdem  enthält  sie  r  —  1  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
von  der  Gestalt  (21).  Auf  diesen  einfachsten  Fall  kann  man  den  all- 
gemeineren Fall,  in  welchem  eine  charakteristische  Function  z  nicht  auf- 
tritt, zurückführen.  Sind  nämlich  etwa  w^{x^p)  und  e^  beide  =|=0,  so  braucht 
man  blos  vermöge  einer  Berührungstransformation  von  der  Form: 

(i  =  1  .  .  .  «) 

neue  Veränderliche  einzuführen  und  erhält  auf  diese  Weise  in  den  z\  x\  p' 


(j=l  ...r  —  l) 
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eine  r-gliedrige  Gruppe   von  Berühr ungstransformationeu,   in   welcher  die 

charakteristische  Function  z    vorhanden  ist. 

Sind:  z^  q>^(x^  p)'"q>r—i{Xf  p)  die  charakteristischen  Functionen  von 
r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
von  Berührungstransformationen,  so  bestehen  selbstverstUndlich  Relationen 
von  der  Form  (17),  dieselben  haben  aber  in  dem  vorliegenden  Falle  die 
besondere  Gestalt: 

r--l 
1 

1  1 

(/,  x=l  .  .  .  r— 1). 

Endlich  kann  man  auch  zuweilen  in  die  Lage  kommen,  solche 
Gruppen  in  den  Veränderlichen  x^'-Xny  Pi"'Pn  zu  betrachten,  welche 
von  verkürzten  iofinitesimalen  Transformationen  von  der  Form  {q>f)xp 
erzeugt  sind,  üeber  diese  Gruppen  erhält  man  (vgl.  S.  260)  sehr 
leicht  den 

Satz  8.     Die  r  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen: 

■ 

in  den*Veränderlichen  Xi'"Xnj  Pi"'Pn  erzengen  dann  und  nur  dann  eine 
r-gliedrige  Gruppe,  wenn  die  r  Functionen:  (pi{Xf  p)  '  -  •  q>r{oc,  p)  durch 
Iceine  lineare  Eelation: 

yi  •  9>i(^,  p)-\ h  yr  .  q>r(x,  p)  =  yr+i 

mit  Constanten  Coefficienten  verknüpft  sind,  während  sie  dagegen  in  Be- 
ziehungen von  der  Form: 


{^>iV»)  =  ^*Cix,q>i  +  di 


(i,  x  =  l...r) 

1 


stehen,  wo  sowohl  die  Ci^  als  die  di»  Constanten  bezeichnest. 


Kapitel   19. 

Die  duaüBtische  der  adjnngirten  Gruppe. 

Von  der  adjnngirten  Gruppe  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen haben  wir  bereits  gesprochen  (s.  Kapitel  18, 
S.  301).  An  zwei  Stellen  (Abschn.  I,  S.  493  und  Abschn.  II,  S.  307) 
haben  wir  auch  bereits  derjenigen  Gruppe  Erwähnung  gethan,  welche 
zur  adjungirten  dualistisch  ist.    Diese  dualistische  Gruppe  wird  in  dem 
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nächsten  Kapitel  bei  der  Bestimmung  aller  Gruppen  von  BerOhrangs- 
transformationen  mit  gegebener  Zusammensetzung  eine  grosse  B^lle 
spielen^  sie  kann  daher  der  adjungirten  Gruppe  gegenüber  ein  selb- 
ständiges Interesse  beanspruchen  und  es  scheint  deshalb  gerechtfertigt, 
wenn  wir  auch  ihr  ein  eigenes,  allerdings  kurzes  Kapitel  widmen.  In 
diesem  Kapitel  setzen  wir  aus  dem  ersten  Abschnitt  im  Wesentliclien 
nur  die  Theorien  bis  mit  Kapitel  15  als  bekannt  voraus. 

§  83. 
Es  seien: 

(fl-^a^  =  A,{f),    •;  •    {Hrf)^  =  Är{f) 

unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
Gr  von  homogenen  Berührungstransformationen;  es  mögen  also  Re- 
lationen von  der  Form: 

(1)  Ä,{An{f))  -  AMiif))  =  ^.  Ci„A{f) 

1 
(i ,  X  =  1  •  •  •  r) 

bestehen,  welche  nach  S.  300  auch  durch  die  äquivalenten  Relationen: 

r 

(2)  {HiE,)  =  2  ^««^'        (.•.«  =  !••-) 

ersetzt  werden  können.     Ausserdem  seien  noch: 

(3)  xl  =  Fi(x,  p]  tti"'  ar),    p{  =  Oi{x,  jp;  a^  •  •  •  ür) 

(i  5=  1  •  •  •  «) 

die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  Gr. 

Nach  Abschnitt  I,  S.  80  f.  bestehen  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen vermöge  (3)  Relationen  von  der  Form: 

W  («ay  =  ^J  «'..(«1  •  •  •  «r)  •  (Sjf)^ 

1 

(x=l...r), 

wo  wie  gewöhnlich  H^  kurz  für  H^Qc^'  •  •  •  x»',  p/  •  •  p^)  geschrieben 
ist.  Nun  aber  sind  die  Transformationen  (3)  homogene  Berührungs- 
transformationeu,  also  gilt  (s.  S.  131): 

und  es  ergiebt  sich  aus  (4): 


fm-^w,jia)Hj,f\    =0 


(x=l  •  '  -r  ^ 
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woraus  in  bekannter  Weise  folgt: 

r 

(5)  Hi,  =  ^j Wxj(ay  "    ar).Hj         (x  =  i...r). 

Setzen  wir  weiter: 
(30  Xi"  -  Fi(x',  jp';  &i  .  •  ■  br),    ih  =  4>,(x',  j/;  \--  K) 

(»■  =  1  •  •  •  «)  1 

SO  ergiebt  sich  ebenso: 

(5')  H:^^jW,j(b,  '--br).  H;  (x  =  l...r), 

1 
oder  mit  Benutzung  Yon  (5): 

l'"r 
(5")  £rx'=  ^W^x/(6)  .  W7;7(«)  •  Si  (x  =  l  •••r). 

>* 

Andrerseits  aber  folgt  aus  (3)  und  (3'): 

xl'  =  Fi{x,  1);  Ci  •  •  •  Cr),    p/'  =  ®.  {x,  i>;  c^  •  •  •  Cr) 

(i  =  1  •  •  .  n) , 

WO  c^  *  - '  Cr  durch  Gleichungen  von  der  Form: 

{ß)  Cn  =  (Px(cii  •  •  •  flr;   6i  •  •  •  6r)  (x  =  l .  .  .r) 

definirt  sind,  denn  die  Transformationen  (3)  bilden  ja  eine  Gruppe. 
Mithin  bekommen  wir  für  die  H^   auch  die  folgende  Darstellung: 

r 
(5'")  Hic' =  ^J  Wyj(Ci  '  "  Cr)  .  Hj  (x  =  l...r). 

1 

Da  diese  Gleichungen  nothwendig  vermöge  (6)  mit  den  Gleichungen  (5") 
identisch  werden  müssen,  so  erkennen  wir,  dass  die  Gleicimngen  (5) 
eine  Gruppe  F  darstellen,  sobald  man  in  ihnen  die  Grössen  H^  •  -  -  Hr 
als  iinabliängige  VeränderlicJie  auffassL 

Die   Transformationen   dieser   neuen   Gruppe   F  sind   denen   der 
Gruppe  6fr: 
(3)  Xi'=Fi{x,  2)]  a),    pi'=  Oi{x,  p]  a) 

(i  =  1  •  •  • «) 

in  einem  gewissen  Sinne  zugeordnet.  Sind  nämlich  T(a)  und  T(b)  zwei 
Transformationen  der  Gr  und  ergeben  dieselben  nach  einander  aus- 
geführt die  Transformation:  T(a)T(6)  =  T(c),  so  stehen  die  entsprechenden 
Transformationen  der  Gruppe  F  —  sie  mögen  bezüglich:  I(a),  3^(6)  und 
%(e)  heissen  —  ebenfalls  in  der  Beziehung:  3^(a) 3^(6)  =  2^(0« 
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Wollten  wir  deu  Begriff  des  Isomorphismus  als  bekannt  voraussetzen, 
so  könnten  wir  einfach  sagen:  Die  Gruppe  F  in  den  Veränderlichen  H^"- 
Hr  ist  mit  der  Gruppe  Gr  in  den  Veränderlichen  x,  p  isomorph. 

Der  identischen  Transformation  von  Gr  entspricht  in  F  wieder 
die  identische  Transformation.  Solchen  Transformationen  der  Gr, 
welche  eine  Untergruppe  bilden,  entsprechen  Transformationen  von  F, 
welche  ebenfalls  eine  Untergruppe  bilden,  doch  kann  diese  Untergruppe 
von  r  unter  Umständen  zur  identischen  Transformation  zusammen- 
schrumpfen. Jeder  eingliedrigen  Untergruppe  der  Gr  entspricht  in 
Folge  dessen  entweder  eine  eingliedrige  Untergruppe  von  F  oder  die 
identische  Transformation,  jeder  infinitesimalen  Transformation  der  Gr 
entspricht  entweder  eine  infinitesimale  oder  die  identische  Transfor- 
mation von  F, 

Diese  Ueberlegungen  zeigen,  dass  die  endlichen  Transformationen: 

r 

(5)  Hx  =^  ^jWxj{ai'"ar).Hj        (x  =  i...r) 

1 

der  Gruppe  F  sich  in  eingliedrige  Gruppen  anordnen,  deren  jede  die 
identische  Transformation  enthält  und  somit  von  einer  infinitesimalen 
Transformation  erzeugt  ist. 
Es  sei: 

(7)  Xi  =  %i(x,  p;  0,    Pi  =  ^.(^,  1>;  0 

(j  =  1  . . .  n) 

eine  solche  eingliedrige  Untergruppe  der  G^  welcher  in  F  die  identische 
Transformation  entspricht.     Dann  ist  vermöge  der  Gleichungen   (7): 

H^  =  Hn{x,   p)  =  Hx(x,  p)  (x=  1 . . .  r) 

und  in  Folge  dessen  auch: 

(8)  (Hj)--  =  (H.f)  (x=x....), 


denn  die  eingliedrige  Gruppe  (7)  besteht  ja  aus  homogenen  Berührungs- 
transformationen. Die  Gleichungen  (8)  zeigen,  dass  die  eingliedrige 
Gruppe  (7)  jede  einzelne  der  r  infinitesimalen  Transformationen: 
{Hif)"-{Hrf)  invariant  lässt;  dazu  ist  aber  nach  Abschnitt  I,  S.  259 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  betreffende  eingliedrige  Unter- 
gruppe der  Gr  von  einer  mit:  (IIj^f)"-{Hrf)  vertauschbaren  infinitesi- 
malen Transformation  erzeugt  ist. 

Enthält  demnach  die  Gr  gerade  m  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen,  welche  mit  (H^f)  •  •  •  (Hrf)  vertauschbar  sind,  so 
enthält  die  Gruppe  F  gerade  r  —  m  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen, denn  es  giebt  unter  der  gemachten  Voraussetzung  in  der 
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Gr  gerade  r  --m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen ,  aus 
dienen  sich  keine  mit  {H^f)  -  -  •  {Hrf)  vertauschbare  infinitesimale 
Transformation  linear  ableiten  l'asst,  und  diesen  r  —  m  Transfor- 
mationen entsprechen^  wie  man  leicht  einsieht^  ebensoviele  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  von  F. 


Es  hat  keine  Schwierigkeit  die  infinitesimalen  Transformationen 
von  r  wirklich  aufzustellen. 
Ist  nämlich: 

oder  kurz: 

die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  der  Gr,  so  lassen  sich 
die  endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  in  bekannter  Weise  (Erster 
Abschnitt^  S.  74)  durch  Reihen  nach  Potenzen  von  X^-^'^r  ausdrücken: 


(9) 


^:  =  ^i  +  2^jj^  +  '" 


dH. 


Pi  =Pi-  ZJh  ^-\ 


dX: 


(«  =  1  •  •  •  «)  . 


Diese  Werthe  der  x\  p    tragen  wir  in  Hn{x\  p')  =  Hx  ein  und  er- 
halten so  Uic  nach  Potenzen  von  A^  •  •  •  Ar  entwickelt: 

wofOr  aach  geschrieben  werden  kann: 


(10) 


r 

m^H.  +  ^i  hiHjH,)  +  ■■■ 


1 
1 .  ..r 


Ih  +  ^  XjCjxsHs  H 


(x  =  1  •  •  •  r) . 


Wählen  wir  hierin   A^  •  •  •  Ar   unendlich  klein^   so   erhalten  wir  eine 
infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  F,  nämlich  die  folgende: 

r  1  •  • «r 

df 


^j  Xj  ^  Cj„H,^^ , 


iC4 
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welche  aus  den  r  nachstehenden: 

(11)  -B/=^<vx«-ö,/2f'         0  =  1. -.r) 

linear  abgeleitet  werden  kann. 

Es  fragt  sich,  ob  hiermit  alle  infinitesimalen  Transformationen 
von  r  gefanden  sind,  denn  es  wäre  ja  von  vornherein  denkbar,  dass 
man  in  den  Reihenentwickelungen  (10)  nach  Potenzen  der  X  Glieder 
zweiter  oder  noch  höherer  Ordnung  mitnehmen  müsste,  um  wirklich 
alle  infinitesimalen  Transformationen  von  F  zu  bekommen. 

Um  uns  über  diesen  Punkt  zu  vergewissern,  müssen  wir  zunächst 
feststellen,  wieviele  von  einander  unabhängige  unter  den  infinitesimalen 
Transformationen  B{f'  •  •  Brf  vorhanden  sind. 

Wenn  B^f-'Brf  nicht  von  einander  unabhängig  sind,  so  besteht 
zwischen  ihnen  wenigstens  eine  Relation  von  der  Form: 

in  welcher  die  l  Constanten  bezeichnen.     Hieraus  ergiebt  sich,  dass 
der  Ausdruck: 

r  r 

1  1 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  der  Ausdruck: 


1  \   1 


y  xp 

identisch  verschwindet,  mit  andern  Worten:   die  infinitesimale  Trans- 
formation:   li,ni(x,p)  -\ [-  lr.Hr{X,  p)   ist  mit  SiipO,  p)"'Hr{Xy  p) 

vertauschbar.  Enthält  nun  die  Gr  gerade  m  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen,  welche  mit  H^(x,  p)"'Hr(x,  p)  vertauschbar  sind, 
so  bestehen  zwischen  B^f*  -  *  Brf  gerade  m  und  nicht  mehr  unab- 
hängige Relationen  von  der  Form:  ?i jBi /*+•••  +  lrBrf'=  0,  das 
heisst:  unter  den  infinitesimalen  Transformationen:  B^f'  - '  Brf  giebt 
es  gerade  r  —  m  von  einander  unabhängige,  genau  so  viele  wie  die 
Gruppe  r  unter  der  gemachten  Voraussetzung  enthält.  Folglich  giebt 
es  in  r  keine  von  B^f^Brf  unabhängige  infinitesimale  Transformation. 
Durch  eine  ähnliche  Rechnung  wie  in  Abschnitt  I,  Kapitel  16, 
S.  274  findet  man,  dass  B^f-  •  •  Brf  in  den  Beziehungen: 

r 

lf,(Bx(/0)  -  -B4-B.(/"))  =  '2'Cu,B.f 

1 
(i,  x  =  l...r) 

stehen. 
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Hierin  liegt   ein  neuer  Beweis   dafür,   dass  B^f'-'Brf  eine  Gruppe 
erzeugen  und  dass  diese  Gruppe  mit  der  Gr  isomorph  ist. 

Bemerkt    sei    noch^    dass    die    infinitesimalen    Transformatiouen : 
Ulf' '  •  Brf  auch  mit: 

1  * 

zusammen  eine  Gruppe  erzeugen;  die  r  Ausdrücke:  B{Bx{f))  —  Bx{B(f)) 
verschwinden  nämlich  sämmtlich  identisch. 

Die  Ergebnisse  des  gegenwärtigen  Kapitels  fassen  wir  zusammen 
wie  folgt: 

Theorem  55.    Sind: 
(1)  Xi  =  Fi(x,  jp;  «1  •  •  •  ar)y    p!  =  Oi{x,  P]  Qi"'  ar) 

die  endlichen  Gleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  homo- 
genen Berührungstrans formationeny  welche  von  den  infinitesi- 
malen homogenen  Berührungstransformationen:  Hi(x,  p)  •  •  • 
IIr(x,  p)  erzeugt  ist,  so  bestehen  Relationen  von  der  Gestalt: 

r 

Hn{oc\  p)  =  ^  W^x;(«l  •  •  •  ör)  •  Hj(x,  p) 

1 
(x==l...r). 

Werden  nun  H^'-Hr  als  unabhängige  Veränderliche  aufgefasst, 
so  stellen  die  Gleichungen: 

r 
Eic  =    ^J  Wyj(ai  •  •  •  ar)Hj  (x  =  l  •  •  •  r) 

1 

eine  lineare  homogene  Gruppe  dar,  welche  von  den  infinitesi- 
malen Transformationen: 

(11)  '^''^■"^'m;     ^'='-'^ 


erzeugt  ist  Diese  lineare  homogene  Gruppe  enthält  gerade 
r  —  m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  sobald 
die  Gruppe:  Hi{x,  p)  -  >  '  Hr(x,p)  gerade  m  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  enthält,  welche  mit  H^ix,  !>)••• 
Hr{x,  p)  vertauschbar  sind.*) 


*)  Lie,  Archiv  for  Mathematik  Bd.  I,  Christiania  1876;  Math.  Ann.  Bd.  XVI, 
S.  495. 
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Die  besprochene  lineare  homogene  Gruppe  nennen  wir  die  äualisHsche 
der  adjungirteti  Gruppe;  sie  ist  wie  diese  mit  der  ursprünglichen  Gruppe: 
H^{x,  p)  '  '  '  Hr{xy  p)  isomorph. 


§  84. 

Sind   irgend    r^  Conatanten   d^g   gegeben ^   welche   die   bekannten 
Relationen: 

CiK$  +  c^u  =  0 


(12) 


X^  {  CuvCitjM  +  CxjvCyis  +  CjivCvrs  ]  =  0 


erfüllen;  so  giebt  es  nach  Kapitel  17  immer  solche  r-gliedrige  Gmppen 
von  homogenen  Berührungstransformationen,  welche  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen:  H^{x,  p)"-Hr{x^p)  enthalten,  die  in 
den  Beziehungen: 


(HiH,)=  ^^Ci,.H. 


(i,  x»l*-*r) 


stehen.    Hieraus  geht  hervor,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen 

1  .  .  .  •• 

df 


^if  =  ^  ^i^B'Tn' 


xs 

0  =  1...  r) 


eine,   natürlich   lineare   und  homogene  Gruppe  erzeugen.     Das    folgt 
übrigens  auch  schon  aus  der  auf  S.  332  gemachten  Bemerkung.    Also: 
Satz  L    Erßllen  r^  Constanten: 


Ci 


xs 


(•■,  X,  «=-l...r) 


die  Belatianen: 


(12) 


Cix»  +  Oxis  =  0 


^r  {  CixtCvjM  +  CxjvCvis  +  CjirC^xs  )  =  0 
1 

so  erzeugen  die  linearen  homogenen  infinitesimalen  Transformationen: 


l...r 


df 


Bjf^  yicj„H,^^ 


X» 

(/  =  l...r) 


immer  eine  Gruppe. 
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Wir   werden    jetzt   noch    eine   neue    und    im    Grunde    einfachere 
Begründung  einiger  Ergebnisse  des  §  83  kurz  entwickeln: 
Wir  betrachten  wiederum  die  Gruppe: 

(IT/)  .  .  .  {Hrf) 

in  den  Veränderlichen  x^^'Xn,  Pi"'Pn*  Sind  nun  xi  =  F^^  Px' =  <^x 
die  zugehörigen  endlichen  Gleichungen  und  ist  ^>  eine  beliebige  Function 
der  a:,  jp,  so  gilt  (vgl.  Abschnitt  I,  S.  74)  die  Formel: 

und  insbesondere  ist: 

r  1"  -r 

(13)    H,{x\Tß')=H.{x,f)-\-^h{H,H;)^^-^^ 

(x  =  1  •  •  •  r) . 

Wird  hier  H^  statt  H^ix'y  p')  geschrieben  und  werden  ausserdem  för 
die  Elammerausdrücke  {HjHx)  ihre  Werthe  als  Functionen  der  H  ein- 
geführty  so  ergeben  sich  die  endlichen  Gleichungen  der  früher  betrach- 
teten Gruppe  r. 

Wir  betrachten  nun  andrerseits  in  den  Veränderlichen  H^'-Hr 
die  r  infinitesimalen  Transformationen: 

r  1  •  •  •  r 


«. « 


sowie  die  allgemeinste  aus  ihnen  abgeleitete  infinitesimale  Transfor- 
mation: 

1 

Die  endlichen  Gleichungen  der  zugehörigen  eingliedrigen  Gruppe  sind 
gegeben  (vgl.  Abschnitt  I,  S.  74)  durch  die  bekannte  Formel: 

Hx  =  Hx  +  CHx  +  j-^CCHx  +  •  •  • , 
die  sich  auch  folgendermassen  schreiben  lässt: 

n;  =  Hx  +  ^nj\HjHx\  +  ^^  XiXj\n,\HjHx\\  +  •  •  • 

Vergleichen  wir  diese  letzte  Formel  mit  der  Formel  (13),  so 
erkennen  wir  unmittelbar,  dass  die  Gruppe  F  von  den  r  infinitesi- 
malen Transformationen  Bjf  erzeugt  ist. 
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Kapitel  20. 

Bestimmung  aller  Gruppen  von  Berührungstransformationen,  welche 

eine  gegebene  Zusammensetzung  haben. 

Hat  man  ein  System  von  r^  solchen  Constanten  c,x<,  welche  alle 
Relationen  von  der  Form: 


(1) 


^  {  CixvCyfs  +  CxjtCria  +  CßyCyxi  }  =  0 
1 


erfüllen^  so  giebt  es,  wie  in  dem  Kapitel  17  nachgewiesen  ist,  immer 
r-gliedrige  Transformationsgruppen  von  der  Zusammensetzung  Cixs- 

Wir  werden  jetzt  alle  r-gliedrigen  Gruppen  von  Iwmogenen  Be- 
rührungstransformationen  hestimnien,  welche  die  gegebene  Ztisammefisetzung 
Cix$  Äaiei».*)  Dabei  betrachten  wir  zwei  derartige  Gruppen  als  nicht 
von  einander  verschieden,  wenn  sie  durch  eine  homogene  Berührungs- 
transformation mit  einander  ähnlich  sind,  und  zwar  fassen  wir  den 
Begriff  der  Aehnlichkeit  in  dem  allgemeinen  auf  S.  313  besprochenen 
Sinne;  wir  kümmern  uns  also  nicht  darum,  ob  die  beiden  Gruppen 
gleichviele  unabhängige  Veränderliche  enthalten  oder  nicht. 

Ist  es  uns  gelungen,  alle  r-gliedrigen  Gruppen  von  homogenen 
Berührungstransformationen  zu  bestimmen,  welche  die  gegebene  Zu- 
sammensetzung Cixs  haben,  so  können  wir  sofort  auch  alle  so  zusammen- 
gesetzten Gruppen  von  Berührungstransformationen  in  ;?,  rr^,  ^s*--, 
Pif  Pi'"  angeben.  Das  folgt  ohne  Weiteres  daraus,  dass  sich  nach 
S.  142  die  unendliche  Gruppe  aller  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen in  2n  +  2  Veränderlichen:  yi  •  •  •  J/n+i»  ^i  '  • '  Ö'n-fi  auf  die 
unendliche  Gruppe  aller  Berührungstransformationen  in  2n  +  1  Ver- 
änderlichen: 0,  Xi  - '  '  Xnf  Pi  ' ' '  Pn  holoedrisch  isomorph  beziehen  lässt. 

Endlich  bestimmen  wir  noch  in  dem  Schlussparagraphen  des 
Kapitels  alle  r-gliedrigen  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  o^, 
welche  aus  Berührungstransformationen  von  der  besonderen  Form: 

0'  =  0-^  £l{Xy  jp),    x{  =  Xi(x,  p),    pl  ==  T?i{x,  p) 

(.  =  1,  2...) 
bestehen. 

§  85. 

In  den  Veränderlichen  ^i'  "  ^n,  Pi*  -  -Pn  sei  eine  r-gliedrige 
Gruppe:    Hj^(x,  p)  -  -  -  Hr{x^  p)   von    homogenen   Berührungstransfor- 


"^  Lie,   Theorie   der  Transformationsgruppen  11;    Archiv   for  Mathematik 
Bd.  I,  Christiania  1876. 
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mationen  vorgelegt.  Die  Zusammensetzung  dieser  Gruppe  sei:  c,x«; 
es  mögen  also  Relationen  von  der  Form: 

(2)  (H,H,X^  =  2^.c<,.II,{x,p) 

1 
(i,  x  =  l...r) 

bestehen.  Ferner  seien  die  Functionen:  By^{x,  p)  -  - '  Hmipc,  p)  von 
einander  unabhängig,  während  sieh  Hju+iix,  p)  -  -  -  Ilripc,  p)  folgender- 
massen  durch  H^{x,  p)  •  - '  Hmipc,  p)  allein  ausdrücken  lassen  mögen: 

(3)  H„.+j{x,  p)  =E  W„,^j  (H,  {x,  2?) . . .  11^  {x,  p)) 

0*  ==  1  •  •  •  r  —  in)' 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  werden  die  Gleichungen: 
bei  der  Substitution: 

(5)  n,  =  II,  {x,p),-.-Hr==  Hr{x,  p) 

ZU  Identitäten,  und  umgekehrt  ist  jede  Relation  zwischen  H^'-Hr, 
welche  bei  der  Substitution  (5)  zur  Identität  wird,  eine  Folge  der 
Gleichungen  (4).     Nun  verschwindet  der  Ausdruck: 

augenscheinlich  identisch,  welche  Function  der  x^  p  auch  g?  sein  mag; 
mit  Berücksichtigung  von  (2)  ergiebt  sich  also,  wenn  für  9?  nach  und 
nach  i/j  •  •  •  Hm  -  •  -  Hr  gesetzt  wird,  dass  die  Gleichungen: 

(6)       i?o,  ,„^,  ,H,-^.  i^>(^^-  •  •  ^^)  .%„H,  =  0 

1  1  i"  1 

(1  =  1  .  .  .  r;    ^  =  1  .  •  .  r  —  m) 

bei  der  Substitution  (5)  identisch  erfüllt  sind.  Folglich  müssen  die 
Relationen  (6)  zwischen  den  Grössen  H^-'-Hr  eine  Folge  der  Relationen 

(4)  sein.     Setzen  wir  aber  wie  in  Kapitel  19,  S.  332: 

X.1 

(,  =  l...r), 

80  lassen  sich  die  Gleichungen  (6)  auch  schreiben: 
(G')  Bi(H„,^j  -  \Vr,.-^j{H,  . . .  i/,))  =  0 

(i  =  1  .  .  ■  r ;    y  =  1  .  .  .  r  —  m) ; 

mithin  kann  die  Thatsache,  dass  die  Gleichungen  (6)  eine  Folge  der 
Gleichungen  (4)  sind,  einfach  so  ausgesprochen  werden: 
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Da«  GleichoogensTstem: 

in  den  r  Veränderlichen  H^-'-Hr  gestattet  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen: B^f' '  •  Brf  in  diesen  Veränderlichen. 

Erinnern  wir  uns  endlich  noch^  dass  Si\JC j p)"- Hr\ x j p\  homogene 
Functionen  erster  Ordnung  von  p^"'P%  sind,  so  erkennen  wir  aagen- 
blicklich,  dass  die  W^^  homogene  Fonctionen  erster  Ordnung  Ton 
Hj^'-'Hn  sind;  hieraus  aber  geht  herror,  dass  jede  der  Gleichungen: 
Hn^  —  Wnt^  =  0  die  infinitesimale  Transformation: 

in  den  Veränderlichen  H^ --  -  Hr  gestattet  Dasselbe  gilt  naturlich 
von  dem  ganzen  Gleichungensjsteme  (4). 

Wir  haben  somit  den  Satz: 

Satz  L  Ist:  H^{x,  p)  - -- Hr{x^  p)  eine  r-gliedrige  Gruppe  ton 
homogenen  Berührungstransformationen  in  rf«i  Veränderlichen  x^-'-Xm, 
Pi"'Pm,  i^t  ferner  die  Zusammensetzung  dieser  Gruppe  durch  die 
Gleidiungen: 

r 

1 

bestimmt,  sind  endlidi  die  Functioneti  H^^x,  p)'"Hr(x,  p)  durch  gerade 
r  —  m  unahMngige  Bdationen  verknüpft,  tcetche  etica  die  Form: 

(4)  i?„^^  —  W^j{H,  .  .  .  ^«)  =  0  0  =  1... r-o.) 

erhalten  können,  so  definiren  die  r — m  Gleichungen:  H^^j  —  W^^j  ■=  0 
in  den  r  unabhängigen  Veränderlichen:  H^-'-Hr  ein  Gleichungensystem, 
welches  die  r  +  1  infinitesimalen  Transfonnationen: 


JB<f  ^  ^  c^^H.ß-        (.  =  1 


'f         ■     -      . 


Kg 


in  diesen  Veränderlichcti  gestattet. 

Nach  dem  vorigen  Kapitel  erzeugen  B^f-  -  -  Brf  eine  Gruppe, 
welche  zur  Adjungirten  der  Gruppe:  H^{x,  p)  •  •  •  Hr{x,  p)  dualistisch 
ist     Auch  B^f'  •  •  Brf,  Bf  erzeugen  zusammen  eine  Gruppe. 
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§  86. 

Jetzt   sei   umgekehrt   irgend   ein  System  von   r^  Constanten  c, 
vorgelegt,  welches  die  bekannten  Bedingungen: 

Cixs  +  CxM  =  0 


txs 


Ci) 


r 


1 

(i,  x,^,  «  =  1  •  .  •  r) 


•füllt 

Wir  bilden  mit  diesen  c,««  in  den  Veränderlichen  H^-  -  -  Hr  die 
infinitesimalen  Transformationen: 

1  •  •  •  r 


XS 


(t  =  l...r), 

^vvelche  allerdings  nicht  unabhängig  von  einander  zu  sein  brauchen, 
^.ber  nach  S.  334,  Satz  1  immer  eine  lineare  homogene  Gruppe  er- 
a&eugen.  Wir  wählen  sodann  irgend  ein  Gleichungensystem  in  den 
A/'eranderlichen  H^-'-Hr,  welches  sowohl:  B^f  -  -  -  Brf  als  auch  die 
infinitesimale  Transformation : 

gestattet  und  welches  ausserdem  keine  lineare  homogene  Relation: 

zwischen  H^  *  > '  Hr  nach  sich  zieht.  Das  betreflfende  Gleichungen- 
system denken  wir  uns  der  Einfachheit  wegen  gleich  in  aufgelöster 
Tonn: 

(7)  H,n+j  —  Wm^j{n^  "  '  H„)  =  0  0=1.  ..r-m) 

vorgelegt;  dabei  ist  es  übrigens  keineswegs  ausgeschlossen,  dass  die 
ganze  Zahl  m  gerade  gleich  r  ist:  dieser  Fall  wird  immer  dann  ein- 
treten, wenn  das  gewählte  Gleichungensystem  blos  aus  der  identischen 
Gleichung:  0  =  0  besteht. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  giebt  es  nun  stets  eine 
r-gliedrige  Gruppe:  ^i(a^i-",  i>i*-)  •••^r(i*?r*-,  i>r-)  von  homogenen 
Berührungstransformationen,  welche  die  gegebene  Zusammensetzung 
Cix,  hat  und  deren  charakteristische  Functionen:  B^ix^  p)  ' » •  Hr{Xy  p) 
gerade  durch  die  r  —  m  Relationen: 

nicht  aber  durch  eine  yon  diesen  unabhängige  Relation  verknüpft  sind. 
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Wir  werden  das  im  Folgenden  ganz  allgemein  beweisen,  indem 
wir  nns  auf  die  Entwickelungen  des  Kapitels  13  stützen,  doch  wollen 
wir  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  der  besondere  Fall  m  '='  r  schon  in 
dem  Kapitel  17  seine  Erledigung  gefunden  hat. 

Unter  a  und  ß  verstehen  wir  irgend  welche  der  Zahlen:  1,  2-vW 
und  setzen: 


m  r — m 


HaH(i  =  ^Ca^-iuHf,  +  2"^^,  n^ju;„^j(Hi'"H„,), 


wofür  wir  auch  schreiben  können: 

r 

HaHi\  =    ^/ Ca  ig  Ha 

1 
(a,  ,/?=al  ..  .  m), 

vorausgesetzt,  dass  wir  uns  Hm-^-i'-Hr  vermöge  der  Gleichungen: 
Hm^j  =  Wm-{-j(H^  • '  •  Hm)  als  Fuuctiouen  von  H^»  --  Hm  ausgedrückt 
denken.  Sind  femer  F  und  O  zwei  beliebige  Functionen  von  JETj  •  •  • 
Hmy  so  definiren  wir  wie  früher  den  Ausdruck  \FO\  so: 

Weil   das    Gleichungensystem:    Hm+j  —  Wm^j  =  0    die    infinitesi- 
malen Transformationen : 

1  •  •  •  r 

B,f^^c<»H..^f-         (.=l...r) 
gestattet,  so  werden  die  Gleichungen: 

(8)     2-'-.  "^>-^"  -  2  "H5'''^i;-'^.^- = 0 

1  i  f*  1 

(i  =  1  •  •  •  r ;     j  =  1  •  •  •  r  —  m) 

bei  der  Substitution: 

Hm^l  =  Wm-\-l{H^  '  '  '  H„^,    .  •  •    Hr=  Wr{H^  '  •  •  jET,«) 

ZU  Identitäten.    Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichungen: 


m 


i/„«;„+;  \=2\H,Hf,\  ^ff2. 


^  'Tffr  ^'  ^<'ß*^* 
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die  folgende  Gestalt  erhalten  können: 

r 
1 

In  derselben  Weise  finden  wir: 

1  l^ 

r 

=    X*  C„t-\.x^  m-f;/,  s  "a  ] 
1 

es  gilt  also  die  Formel  : 

r 
1 

allgemein  für  i,  x  =  l'-r,  wenn  man  nur  überall  üfn+vHr  bezüglich 
durch  u?m+i  ' ' '  Wr  ersetzt.  Erinnern  wir  uns  daher,  dass  die  C/x«  den 
bekannten  Relationen  (1)  genügen,  so  sehen  wir,  dass  die  Gleichung: 

\\HiH,\Hj\  +  \\H.Hj\H,\  +  \\HjEi\H.\  =  0 

identisch  besteht,  welche  unter  den  Zahlen  1,  2---r  auch  t,  x,  J  sein 
mögen;  sie  besteht  daher  insbesondere  auch,  wenn  i,  x,  j  drei  beliebige 
unter  den  Zahlen  1 ,  2  •  •  •  m  bezeichnen. 

Endlich  muss  noch  betont  werden,  dass  die  m^  Ausdrücke:  \HaHß\ 
homogene  Functionen  erster  Ordnung  von  H^'-Hm  sind;  es  folgt  das 
unmittelbar  daraus,  dass  das  Gleich ungensystem:  Hm-^j  —  Wm+j  =  0 
die  infinitesimale  Transformation: 


gestattet. 


^f=  ^^dHl  +  •  •  •  +  ^-Jh^ 


Dem  Theoreme  38  in  Kap.  13,  S.  248  entnehmen  wir  jetzt,  dass 
es  in  einer  geeigneten  Anzahl  von  Veränderlichen:  a^i  •  •  •,  i>i  •  •  •  eine 
m-gliedrige  homogene  Functionengruppe:  H^(^Xj  p)'"Hm{x,  p)  giebt, 
deren  m  unabhängige  Functionen  Ha{x,p)  in  den  Beziehungen: 


m  T'^m 


{HaHft)^^='  ^  Caiif.H^{x,p)  +  ^Ua^,  m+J^'m+j{H^-'Hyn) 


1 
(a,  .V=3  1  •  •  •  m) 


stehen  und  ausserdem  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind. 
Wir  denken  uns  eine  solche  w-gliedrige  Functionengruppe:  H^{Xyp) 
•  •  •  HmiXy  p)  bestimmt     Setzen  wir  dann: 

Wm^j(H^{x,  p)"'  Hm{x,  p))  =  -Sm+>(^,  p)  0=1  ••  •  r-m), 


so  wrrden  offenbar  a::ch  die  -ffn— .  ^.  f-  Hoiii«>gr*i  Tön  erster  Ordnung 
in  Cfrn  p.  -nd  es  isi  überdies  klar,  da.«  di*  Gleichiingen  »^S^  bei  der 
.S::b=rii?iiion:  J?^  =  5,  r,  p  .•■  Hr=  H-  z.  p  ideniisok  erfallt  sind. 
Fär  ff.  ^=l---iiH.   '),  x=l"-r  —  JN  erhalirn  wir  daher  die  Elutionen: 


'F,F,^=^^,.£r/z. 


r 


1 


Da  D-im  zwischen  iJ^  x.  pj  *  -  *  fTr  ^x.  p}  augenscheinlich  keine  Relation 
bestehen  kann,  welche  ron  den  Gleichungen: 

unabhängig  ist.  und  da  aus  diesen  letzteren  nach  unsrer  Voraus- 
setzung keine  lineare  homogene  Relation:  CjÄ -{"••* +  ^rflr  =  0  folgt, 
so  ist  n^(x,p)  —  H/z,p;  eine  r-gliedrige  Gruppe  Ton  homogenen 
BerQhrungstransformationen.  Diese  Gruppe  aber  hat  wirklich  die 
gegebene  Zusammensetzung  Cxi  ^uid  ihre  charakteristischen  Functionen 
sind  wirklich  gerade  durch  die  r  —  m  unabhängigen  von  uns  gewählten 
Relationen  (7)  Terknupft.  Damit  ist  die  auf  S.  339,  aufgestellte  Be- 
hauptung bewiesen. 

Es  sei  nun:  ©i'yi"-,  ^i-*)"'^''^l/i  •••,  Si---)  irgend  eine  andere 
r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  BerQhrungstransformationen,  welche 
ebenfalls  die  gegebene  Zusammensetzung  Ci^s  hat,  und  zwar  mögen  ihre 
charakteristischen  Functionen:  ^|iy>  9.)  "  '  ^r(jfi  q)  ebenso  beschaffen 
sein  wie:  n^(x,  pj-'-Hrix,  p),  es  sollen  also  erstens  die  Beziehungen: 


r 


^^  V«",   *=1--T) 

1* 


bestehen  und  zweitens  sollen  sich  iOtu-ri(yy  1  "'^r{tff  Q^  durch  die  von 
einander  unabhängigen  Functionen:  ^^lyjf,  q)  ' ' '  ^r'^y,  o)  ebenso  aus- 
drücken wie  Hff^ifx,  p)  ' ' '  JJr(Xf  }))  durch  Hi(x,  i>)  •  •  •  -ö«(x,  p): 

0"  =  1  •  •  •  r  —  m). 

Dagegen  soll  die  Zahl  der  Veränderlichen:  Pi  '  •  -,  9i  -  -  -  nicht  gerade 
gleich  der  Zahl  der  ^i  *  -  *y  l>i  *  *  *  sein.  Unter  diesen  Voraussetzungen 
sind  nach  dem  Theoreme  52,  S.  311  die  beiden  Gruppen:  H^-Sr  und 
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§i.-.§r  mit  einander  durch  eine  homogene  Berührungstransformation 
ahnlich;  das  Wort  „ähnlich''  in  dem  auf  S.  313  definirten  weiteren 
Sinne  gefasst. 

Kennen  wir  daher  auch  nur  eine  einzige  r-gliedrige  Gruppe  von 
homogenen  Berührungstransformationen;  deren  charakteristische  Func- 
tionen: H^{Xy  p)  '  • '  Sr{x,  p)  in  den  Beziehungen: 


r 


1 

stehen  und  gerade  durch  r  —  m  unabhängige  Relationen  von  der  Form: 

verknüpft  sind,  so  kennen  wir  überhaupt  alle  Gruppen  von  dieser 
Beschaffenheit;  alle  diese  Gruppen  sind  aber  von  dem  Standpunkte 
CK.U8,  welchen  wir  hier  einnehmen  (vgl.  S.  336),  nicht  für  verschieden 
^u  achten. 

Wir  wollen  diese  Ergebnisse  zunächst  in  einem  besonderen  Satze 
zusammenstellen: 

Satz  2.     Befriedigen  die  r*  Constanten  Cix„  die  Gleichungen: 

Ir 
^[CixtCrß  +  CxjvCris  +  Cji^Cvxs]  ===  0 
Cixs  +  CxU  =  0 

'^4nd  ist: 

(7)  H^+j  —  W,n+j  (üi  •  •  •  H,n)  =  0  (y  ==  1  .  .  .  r  -  «0 

-irgend  ein  (r  —  m)'gliedriges  Gleichungetxsysteni,  tvelcJies  die  r  +  1  infini- 
tesimalen Transformationen: 


XI 


in  den  Veränderlichen  H^'^Hr  gestattet^  welclies  aber  Jceine  lineare  homo- 
gene Relation:  c^H^-] \-  CrHr  =  0  zwischen  den  H  nach  sich  zieht, 

so  giebt  es  immer  eine  r-gliedrige  Gruppe:  H^{Xy  p)-"Hr{x,  p)  von  liomo- 
genen  Berührungstransformationen ,  deren  cliardkteristisclie  Functionen: 
H^{x,  p)  ' ' '  Hr(x,  p)  in  den  Beziehungen: 

r 
{HiHx)^  =  ^'  Cix»Hs{x,  p)  (.-,  X  =  1  .  .  .  r) 

1 

stellen  und  gerade  durdi  die  Eelationen  (7)  verknüpft  sind,  während 
zwisdien  H^(x,  p)  "  -  H,n{x,  p)  keine  Belation  besteht    Man  findet  eine 


344  Kapitel  20,  §§  86,  87. 

solche  Gruppe,  wenn  man  in  hinreichend  vielen  Veränderlichen:  x^,  x^---, 
PifPi'"  ^^^^  m-gliedrige  homogene  Functioncngruppe:  H^{x^p)'"II,u(Xyp) 
bestimmt,  deren  m  Functionen  H^*  -  -  Um  in  den  p  homogen  von  erster 
Ordnung  sind  und  die  Belutione^i: 


m  r — in 


{H^  H.iX^  =  2  ^-i^f'  ^f*  +  2^  ^«,^  "*+>  w^.-f-y  (//"i  •  •  •  IQ 

1  1 

identisch  befriedigen;  die  betreffende  Gruppe  van  Jiomogcnefi  Bcriihrungs- 
transformationen  hat  alsdann  die  Form: 

H^{x,p)'"Hm{x,p) 

ffm-\-j(x,  i>)  =  W„,^jiHi{x,  p)'"  H„,{x,  p)) 

0  =  1  •  •  •  r  —  m) . 

Jede  andere  derartige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransfonnationen 
ist  mit  dep'  so  gefundenen  Gruppe:  Hj^(x,  p)'"Hr(x,  p)  durch  eine  hmno- 
gene  Berührungstransformation  ähnlich. 

Wünscht  man  zu  wissen,  welches  die  geringste  Anzahl  von  Ver- 
änderlichen: ^i**?  J?i""  ist,  in  denen  es  eine  r-gliedrige  Gruppe  von 
der  hier  betrachteten  BeschaflPenheit  giebt,  so  hat  man  nur  nach  An- 
leitung von  S.  191  die  Anzahl  n  der  unabhängigen  ausgezeichneten 
Functionen  zu  bestimmen,  welche  die  m-gliedrige  Functionengruppe: 
H^{x,  p)  ' '  *  Um{x,  p)  enthält;  die  kleinste  mögliche  Zahl  von  Ver- 
änderlichen ist  dann:  m  -f-  n.  Die  Zahl  n  kann  selbstverständlich 
gefunden  werden,  ohne  dass  man  die  Functionengruppe:  H^{Xj  p)  -  ' ' 
IIm{x,  p)  wirklich  bestimmt. 

§87. 

Aus  den  Entwickelungen  der  beiden  vorhergehenden  Paragraphen 
geht  unmittelbar  hervor,  wie  man  zu  verfahren  hat,  um  alle  r-gliedrigen 
Gruppen  von  homogenen  Berührungstransforniationen  zu  bestimmen, 
welche  eine  gegebene  Zusammensetzung  C(>«  haben. 

In  §  85  sahen  wir,  dass  zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe:  H^{x,p) 
'''Hr(Xjp)  ein  gewisses  Gleichuugensystem  in  den  Veränderlichen: 
Si*  '  •  Hr  gehört,  welches  die  r  +  1  infinitesimalen  Transformationen : 
Bfy  Bif"'Brf  gestattet.  In  §  86  ist  gezeigt,  dass  auch  umgekehrt 
zu  jedem  Gleichungensysteme  in  H^^'-Hr,  welches  Bf,  Bj'-Brf 
gestattet  und  welches  keine  Relation  von  der  Form: 

c^U^  H 1-  Crlfr  =  0 

nach  sich  zieht,  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen gefunden  werden  kann  und  dass  alle  zu  dem  betreifenden 
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Gleichungen  Systeme  gehörigen  Grappen  durch  homogene  Berührungs- 
transformation mit  einander  ahnlich  sind.  Mithin  bekommen  wir  das 
Theorem  56.  Alle  r-gliedrigen  Gruppen  von  homogenen  Be- 
rührungstransformationen,  welche  eine  gegebene  Zusammen- 
setzung Cixs  haben,  können  folgendermassen  gefunden  werden: 
Man  bilde  zunächst  in  den  Veränderlichen  H^-  -  •  Hr  die  r  +  1 
infinitesimalen  Transformationen: 

welche  eine  lineare  homogene  Transformationsgruppe  erzeugen. 
Sodann  bestimme  man  in  H^-  *  -  Hr  alle  Gleichungensysteme, 
welche  Bf,  B^f-"Brf  gestatten,  s^hliesse  aber  dabei  alle  solchen 
aus,  welche  eine  lineare  homogene  Relation:  qfli+«"4-^r-Hr=0 
zur  Folge  haben.    Ist: 

eines  der  gefundenen  Gleichungensysteme,  so  bestimme  man  nach 
dey%  Regeln  des  Satzes  2,  S,  343  in  einer  geeigneten  Anzahl  vo)i 
Veränderlichen:  Xy^---,  Pi'-  eine  r-gliedrige  Gruppe:  Hj^{x,p)"- 
IIr{x,p),  deren  charakteristische  Functionen:  H^  -  >  >  Hr  in  den 
Beziehungen: 


{h,h;)^^  =  ^^cu.Hs 


(»,  X  =  1  .       r) 


stehen  und  durch  die  r  —  m  Relationen:  Sm-^j  —  Wm+j^^O  ver- 
knüpft sind,  während  zwischen  H^-  -  -  Hm  allein  keine  Relation 
besteht  In  dieser  Weise  muss  man  alle  gefundenen  Glei- 
chungensysteme  behandeln.  Jede  r-gliedrige  Gruppe  von  homo- 
genen Berührungstransformationen,  welche  die  Zusammen- 
setzung Cus  hat,  ist  alsdann  mit  einer  der  erhaltenen  Gruppen 
durch  homogene  Berührungstransformation  ähnlich*) 

In  dem  vorstehenden  Theoreme  liegt,  dass  die  Bestimmung  aller 
r-gliedrigen  Gruppen  von  homogenen  Berilhrungstransformationen ,  welche 
eine  gegebene  Zusammensetzung  haben,  jedenfalls  durch  Integration  von 
simultanen  Systemen  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  geleistet  werden 
kann.*) 

*)  Lie,  Archiv  for  Math.  Bd!  I,  Christiania  1876;  Math.  Ann.  Bd.  XVI; 
Berichte  der  Kgl.  Sachsischen  Ges.  d.  W.,  Februar  1888. 


^1 
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Zunächst  ist  nämlich  die  Bestimmung  aUer  Gleichungen&fsUme^ 
welclie  die  infinitesimalen  Transformationen  Bf j  B^f- ••  Brf  gestatten^ 
eine  ausführbare  Operation,  Es  beruht  das  darauf;  dass  die  vom:^,^ 
Bfj  Bif-'-Brf  erzeugte  Gruppe  linear  und  homogen  ist^  dass  alsc^^o 
ihre  endlichen  Transformationen  durch  Auflösung  algebraischer  Gleif  ^^^. 
chungen  gefunden  werden  können;  aus  den  endlichen  TransformaücneK- ^^  en 
dieser  Gruppe  lassen  sich  aber  die  besprochenen  invarianten  Gleichongexr^K-^sn' 
Systeme  nach  Abschn.  I^  Kap.  14,  Theorem  37^  S.  226  durch  Eliminatio  «zz^^on 
ermitteln. 

Andrerseits  handelt  es  sich   nach   Satz  2y  S.  343    noch    um   dJE»    die 
Bestimmung  einer  m-gliedrigen  Functionengruppe:  II^{x,  py-^Hmipo^ ^  p\ 

von  gewisser  Beschaffenheit.  Wir  haben  aber  in  Kapitel  13^  S.  ?ii^  -JLlf. 
gesehen  y  dass  zu  dieser  Bestimmung  nur  die  Integration  simultan.K^K'^Aner 
Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erforderlich  ist 

Sehr  nahe  liegt  die  Frage  nach  der  kleinsten  Zahl  von  Yerand^f^der- 
liehen:  x,-,  p,-;  in  denen  es  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  hotn=.3rnK,. 
genen  Berührungstransformationen  giebt^  welche  die  Zusammensetzu^KiB^^iig 
Cixt  besitzt.     Um   sie  zu   beantworten ,  bestimme  man  zu  jedem  Gif -SEjJei- 
chungensysteme,   welches   die   infinitesimalen    Transformationen:    ^^      Bf 
£i/'«--^r/' gestattet,  die  zugehörige  auf  S.  344  definirte  Zahl  ä.     Dt      Die 
kleinste   unter  den  sich  ergebenden  Zahlen   m  +  ä   ist  die  gesucr^zzcife 
Zahl  von  Veränderlichen.    Dabei  ist  es  augenscheinlich  gar  nicht  nötkz^Oig^ 
eine  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  c,x«  zu  kennen. 

Da   wir  auf  Grund  des  Theorems  56  alle  r-gliedrigen  Gmpy —  pen 
von   homogenen   Berührungstransformationen   finden    können,   wel        ciie 
eine   gegebene  Zusammensetzung  c,x«  haben,  so  sind  wir,  wie  sc^Hion 
im  Anfang  des  Kapitels  (auf  S.  336)  hervorgehoben  wurde,  auch         m 
Stande,   alle  r-gliedrigen   Gnippen  von  Berührungstransformationen        in 
^7  ^i' ' '}  Pi' ' '  ^^  iestimtnen^  deren  Zusammensetzung  die  gegebene        iä- 

§  88. 

Das  Problem  der  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen  ^^on 
homogenen  BerOhrungstransformationen  mit  gegebener  Zusamnirrsen- 
setzung  Cixs  führte  uns  auf  das  andere:  eine  m-gliedrige  homo^^^^i^ 
Functionengruppe:  Hi{x,p)"-nm(x,p)  zu  bestimmen,  deren  Functic^'^ien 
Hl' "Hm  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind  und  die  BelatioK^^' 


m  r — m 


{HaHßX^  =  2  ^"^'''^f  +2  ''"•■'<  ■•^J«>m+j(ffi-HJ)  =  \HaHp\ 


((T ,  ^  =»  1  •   •  •  W«) 
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lentisch  erfüllen.  Dass  es  eine  solche  Functionen gruppe:  n^{x,p)-" 
r„i(x,  p)  giebt,  folgte  aus  den  Entwickelungen  in  Kapitel  13,  §  63, 
eiche  zeigen,  dass  immer  m  unabhängige  Functionen:  X^'^Xa,  Pi'"P{i 
yn  Hl' "Hm  vorhanden  sind,  welche  die  bekannten  Relationen: 

|X,Xxl  =  iX,-P.|  =  |P,P.|  =  0,     |P,X,|  =  1 


1  X  1  ^ 

• 

*füllen.  Das  citirte  Kapitel  enthielt  überdies  eine  Methode  zur  Auf- 
iduDg  von  m  solchen  Grössen  X,  P  und  damit  eine  Methode,  eine 
:>inogene  Functionengruppe  von  der  verlangten  BeschaflFenheit  durch 
tiegration  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zu  bestimmen. 

Jene  Methode  ist  nun  keineswegs  diejenige,  welche  am  Einfachsten 
im  Ziele  führt,  es  erhebt  sich  daher  die  Frage,  welche  Methode  die 
nfachste  ist.  Diese  Frage  gehört  aher  in  das  Gebiet  der  DifFerential- 
leichungen  und  soll  deshalb  hier  nicht  ausführlich  behandelt  werden; 
ur  mit  den  ausgezeichneten  Functionen  der  gesuchten  Functionen- 
ruppe:  Hj^(x,  p)"*Hm{pc,  p)  werden  wir  uns  eingehend  beschäftigen; 
ie  Bestimmung  derselben  als  Functionen  von  H^'^Hm  gestaltet  sich 
ämlich  besonders  einfach  und  verlangt,  wie  wir  sehen  werden,  nur 
usführbare  Operationen. 

Es  seien:  Hi(x,  p)"*Hm{Xf  p)  irgend  m  unabhängige  Functionen, 
reiche  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind  und  welche  die 
Leiationen: 

1  1 

(a ,  /?  =s  1  .  .  .  m) 

dentisch  befriedigen.  Wir  setzen  diese  Functionen:  Hi(Xyp)'"Hm(x,p) 
[urchaus  nicht  als  gegeben  voraus,  aber  wir  wissen  ja,  dass  es  m 
olche  Functionen  giebt  und  deshalb  können  wir  von  ihnen  reden. 

Die  allgemeinste  ausgezeichnete  Function:  U^H^  •  •  •  Hm)  der 
r»-gliedrigen  homogenen  Functionengruppe:  Hi{x,  p)  •  -  -  Hm(Xj  p)  ist 
lach  S.  189  f.  die  allgemeinste  gemeinsame  Lösung  der  m  linearen 
lartiellen  Differentialgleichungen: 

{HaH^j^  H f-  {HaHm)j^  =  0 

(a  =3  1  •  •  •  m) 

n  den  Veränderlichen  H^'-'Hmy  in  unsrem  Falle  also  die  allgemeinste 
gemeinsame  Lösung  der  m  Gleichungen: 
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m      /     //*  r — m 

dU 


1^1  1 

(U  =  1  •   •   •  7«)  . 


dH, 


0 


Die  uuabhüngigen  unter  diesen  Gleichungen  bilden  ein  vollständig 
System,  aus  dessen  Gliederzahl  sich  sogleich  die  Anzahl  der  von  ein-^ 
ander  unabhängigen  ausgezeichneten  Functionen  der  Gruppe  ergiebtc^- ^^^ 

Wir  werden   nachweisen ,   dass   die   gemeinsamen  Losungen   der ^^  ^^ 
Gleichungen   (10)    durch    ausführbare   Operationen    gefunden   werde 
können. 

Zu  dem  Zwecke  deuten  wir  H^* '  -  Hr  als  die  Punktcoordinate 
eines  r-fach  ausgedehnten  Raumes.    Die  Punkte  dieses  Raumes  werde^^  j^q 
bei  der  Gruppe: 


n 


Bif=   ^Ci^sS,^^-  0  =  1.      r) 


Xi 


transformirt  und  zwar  so^  dass  die  Mannigfaltigkeit^  welche  durch  c^     die 
Gleichungen: 

dargestellt  wird,  invariant  bleibt. 

Die   Punkte    der    besprochenen  Mannigfaltigkeit  werden    bei  ^       der 
Gruppe:  B^f'-Erf  unter  einander  vertauscht  und  zwar  nach  ÄbschD^ezrai.  T, 
S.  233,  Theorem  40  ebenfalls  durch  eine  Gruppe.    Wenn  wir  -Si— _     — ff„ 
als  Coordinaten  der  einzelnen  Punkte  auf  der  Mannigfaltigkeit: 

ansehen,  erscheinen  die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  ner-  -?ueii 
Gruppe  in  der  Gestalt: 


m        /      m  r — m  \ 

(1 1)  W,f  =  2\2  ^^?^'  ^"  +  ^  ^'.*»  rn+J^^^^^j    äjT 

Berücksichtigen  wir  aber,  dass  das  Gleichungensystem: 

die   r  infinitesimalen   Transformationen   Bif  gestattet,   dass  also        die 
Gleichungen: 

B,  («;„+,  -  Wm-^j{H, . . .  fl;„))  =  0 

(i  ==  1  •  .  •  r;    ^"  =  1  •  .  •  r  —  m) 

bei  der  Substitution: 

zu  Identitäten  werden,  so  erkennen  wir,  dass  TTi/*- ••  TTr/*  durch  die 
identischen  Relationen: 
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1  P 


(;•  =  1  .  •  •  r  —  m) 

verknüpft  sind.  Hieraus  folgt,  dass  das  System  der  Gleichungen  (10) 
mit  dem  Systeme  der  Gleichungen:  Wif=  0,  -  -  -  Wrf=  0  äquivalent 
ist,  mit  andern  Worten:  die  gemeinsamen  Lösungen  der  Gleichungen  (10) 
sind  nichts  anderes  als  die  Invarianten  der  Gruppe:   W^f-"Wrf. 

Diese  Invarianten  aber  lassen  sich  durch  ausführbare  Operationen 
finden.  Es  ist  ja  zunächst  durch  ausführbare  Operationen  möglich, 
die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  ^j/"- ••  jBr/"  aufzustellen.  Hat 
man  aber  diese  gefunden,  so  kann  man  nach  Abschn.  I,  S.  233  sofort 
die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  TVj/'-'TFi./' hinschreiben,  welche 
die  Punkte  der  invarianten  Mannigfaltigkeit:  ifw-f./  —  «^m-h/  =  0  trans- 
formirt.  Die  Invarianten  der  Gruppe:  W^f'-'Wrf  findet  man  dann 
durch  Elimination  (Abschn.  I,  Theorem  35,  S.  218). 

Damit  ist  bewiesen,  dass  man  die  ausgezeichneten  Functionen  der 
m-gliedrigen  Functionengruppe:  H^-^Hm  durch  ausführbare  Operationen 
ermitteln  kann. 

Jede  absolute  Invariante  der  Gruppe:  Tri/*«  ••  TTr/"  liefert,  gleich 
einer  willkürlichen  Constanten  gesetzt,  eine  Schaar  von  oo^  Theil- 
gebieten  der  Mannigfaltigkeit:  -Hin-h,  —  ^m-f;  =  0.  Natürlich  bleibt 
jedes  einzelne  dieser  Theilgebiete  bei  der  Gruppe:  TFi/"- •  •  TTr/*  und 
zugleich  bei  der  Gruppe:  B^f'-'JBrf  invariant.  Ist  daher  die  Mannig- 
faltigkeit: -ffm-f-y  —  w?m-h/  =  0  eine  von  denen,  welche  wir  in  Abschn.  I, 
S.  224  als  „die  kleinsten  bei  der  Gruppe:  ^j^-^r/^  invarianten  Mannig- 
faltigkeiten'' bezeichneten,  so  enthält  die  Functionengruppe:  H^^^Um 
gar  keine  ausgezeichneten  Functionen;  solche  Functionen  treten  viel- 
mehr dann  und  nur  dann  auf,  wenn  die  Gruppe:  B^f-"Brf  die  Mannig- 
faltigkeit :  -Hm-H  —  "^tn^j  =  0  in  eine  continuirliche  Schaar  einzeln 
invarianter  Theilgebiete  zerlegt. 

Unter  den  ausgezeichneten  Functionen  der  m-gliedrigen  homogenen 
^Functionengruppe:  H^ix,  p)- -  -  Smi-CjP)  giebt  es  insbesondere  solche, 
T^elche  in  den  p  homogen  von  nullter  Ordnung  sind.  Es  ist  bemerkens- 
T^erth,  dass  auch  diese  durch  ausführbare  Operationen  gefunden  werden 
können. 

In  der  That,  die  ausgezeichneten  Functionen  nullter  Ordnung  der 
Functionengruppe:  H^{x,  p)  -  -  -  II„^{x,  p)  sind  diejenigen  ihrer  aus- 
gezeichneten Functionen,  welche  in  i/^  •  •  •  Hm  homogen  von  nullter 
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Ordnung  sind,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  diejenigen  Func- 
tionen von  iZi  •  •  •  Htny  welche  die  infinitesimale  Transformation: 

gestatten.  In  Folge  dessen  lassen  sie  sich  auch  definiren  als  die  In- 
varianten der  Transformationsgruppe:  Wif'"Wrfy  Wf\  dass  man  abecK:^! 
die  Invarianten  dieser  Gruppe  durch  ausführbare  Operationen  findeniiK:  ^d 
kann,  liegt  auf  der  Hand. 

Enthält  die  homogene  Functionengruppe:  S^{Xy  p)  •  •  Sm(p^}  P7^^^p) 
gerade  l  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen,  so  bildet  der  Jnmz:m:ln- 
begriff  aller  ihrer  ausgezeichneten  Functionen  nach  S.  218,  Satz  **■  4 
eine  Z-gliedrige  homogene  Functionengruppe,  deren  Functionen  paarsK^ ..Ar- 
weise  in  Involution  liegen.  Wir  werden  jetzt  noch  zeigen,  in  welche^^»  ^er 
Weise  man  diese  Z-gliedrige  Functionengruppe  auf  eine  kanonischxifhe 
Form  bringen  kann. 

Sind  alle  ausgezeichneten  Functionen  der  Functionengruppe  ^e: 
IIi(x,  p)  "  '  Hmi^f  p)  von  nuUter  Ordnung  in  den  p,  so  bestimm^^  .en 
wir  —  durch  ausführbare  Operationen  —  l  unabhängige  anter  ihne^^aeo, 
etwa: 

dann  ist:   U^'  -  -  üi  bereits  eine  kanonische  Form  unsrer  Z-gliedrig 
Functionengruppe.      In    jedem    andern    Fall    enthält    die    Functiom 
gruppe:  H^-'-Htn  blos  l  —  1  unabhängige  ausgezeichnete  Functioi 
nullter  Ordnung.     Wir  denken  uns  daher  l — 1  solche: 

und  irgend  eine  von  denselben  unabhängige  ausgezeichnete  Functi^CDii: 
U{H^"-Hm)  bestimmt  —  alles  durch  ausfährbare  Operationen,     i.    Im 
nun  die  Functionengruppe:  U^  •  •  •  U/— 1,  U  auf  eine  kanonische  Fc^xm 
zu  bringen,  müssen  wir   noch  eine  Function  F(üi  •  •  •  U(-.i,  U)  ai^uf- 
suchen,   welche   in  den  p   oder,  was   auf  dasselbe  hinauskommt,      in 
H^  ' ' '  Hm  homogen  von  erster  Ordnung  ist     Für  diese  FunetioEK  F 
erhalten  wir  die  DifiEerentialgleichung: 

m 

1  ^ 

welche  augenscheinlich  die  einfache  Form: 

m 

IfT  du    dF  _ 

1  f* 
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annimmt.     Hier  lässt  sich  der  Faktor  von  -^^^  welcher  sicher  nicht 

verschwindet,  als  Function  von  Ui  •  •  •  U/_i,  U  darstellen,  also  wird  F 
selbst  durch  eine  Quadratur  gefunden.  Kennt  man  F,  so  ist:  FU^,"* 
JFU^_l,  F  eine  kanonische  Form  der  i-gliedrigen  Functionengruppe. 
Wir  sprechen  die  Ergebnisse  dieses  Paragraphen  folgender- 
massen  aus: 

Theorem  57.     Befriedigen   die  r*  Constanten  Cix»   die   Glei- 
chungen: 


(1) 


1 

Cixs  +  Oxis  =  0 


und  gestattet  das  Gleichungensystem: 

(7)  Ilm^j  —  W,n+j{Hj^  ...  H„)  =  0  (;  =  1  .       r  -  m) 

die  r  +  1  infinitesimalen  Transformationen: 

Bif  =  ^  Cix,Hsjj^         0=1  •••^, 

so  gieht  es  in  einer  geeigneten  Anzahl  von  Veränderlichen: 
^i'"}  Pi'"  stets  m  unabhängige  Functionen:  Hi(x,  p)"-I{m{Xy  p), 
tjoelche  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind  und  welche 
clie  Gleichungen: 

m  r — m 

(9)  iflaBßX^=^Ca;i,Hf,  +  ^i  Caß,  m^jWr^j{H^' "  Hm) 

1  1 

(a,  /*  s=  1  •  •  •  m) 

identisch  befriedigen.    Man  kann  immer,  auch  wenn  man  noch 

'nicht  m  solche  Functionen:  Hi{x,p)  •  •  •  Hmixyp)  kennt,  durch 

<iusführbare     Operationen     alle     ausgezeichneten    Functionen 

U(^Hi'"Sm)  der  von  Hi{x,  p)-"H}n{x,  p)  bestimmten  m-gliedrigen 

homogenen  Functionengruppe  durch  H^---Hm  ausdrücken  und 

insbesondere    auch    alle    ausgezeichneten    Functionen    nullter 

Ordnung  dieser  Functionengruppe.     Will  man   die   homogene 

Functionengruppe,  welche  von  den  ausgezeichneten  Functionen 

der  Functionengruppe:  H^{Xj  p)  -  "  Hm{Xy  p)  gebildet  wird,  auf 

eine  kanonische  Form  bringen,  so  bedarf  man  dazu,  abgesehen 

von  ausführbaren  Operationen,  höchstens  einer  Quadratur. 
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Noch  wolleu  wir  den  folgenden  Satz  aufstellen^  der  in  dem  eben 
ausgesprochenen  Theoreme  enthalten  ist. 

Satz  3.  Ist  in  den  2n  Veränderlichen:  x^  -  -  -  x^,  Pi  -  -  'Pn  ^ivic 
r-gliedrige  Gruppe:  IIi(Xy  pi)  -  -  -  ITr(Xj  p)  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen vorgelegty  so  Jcann  man  stets  durch  ausführbare  Operationeil 
alle  ansgemchncten  Functionen  und  alle  ausgezeichneten  Functionen  nullter 
Ordnung  der  homogenen  Functionengruppe  finden^  tvelche  von  den  miah- 
hängigen  unter  den  Functionen:  lT^{Xj  p)"*Hr{x,  p)  bestimmt  tvird.  Will 
man  die  von  allen  diesen  ausgemchneten  Functionen  gebildete  homogene 
Functionengruppe  auf  eine  kanonische  Form  bringen,  so  bedarf  man  dazu^ 
abgesehen  von  ausführbaren  Operationen,  höclistens  einer  Quadratur. 

Im  Vorangehenden  wurden  dio  ausgezeichneten  Functionen  unsrer 
unbekannten  Functionengruppe  7/^  •  •  •  Hm  als  Functionen  von  //j  •  •  •  Hm 
durch  eine  einzige  nicht  einmal  immer  nöthige  (juadratur  ausgedrückt.  Um 
jetzt  m  unabhängige  Functionen  X^  •  •  •  A',,  -^i  •  •  *  Pfi  von  77j  •  •  •  Hm  zu 
finden,  welche  die  bekannten  Belationen: 

P,X,'  =  1,     \XiX,\  =  \XiP^\  =  \PiP,\  =  0       (f+x) 


(A) 


'ÖX..  ^        dP 


X  1 


erfüllen,  sind  gewisse  Integrationen  erforderlich.  Wir  werden,  jedoch  ohne 
ausführliche  Begründung,  angeben,  wie  diese  Bestimmung  sich  am  ein- 
fachsten durchführen  lässt;  dabei  beschränken  wir  uns  der  Einfachheit 
wegen  auf  den  Fall,  dass  alle  ausgezeichneten  Functionen  unsrer  Func- 
tionengruppe von  nullter  Ordnung  in  den  Hx  sind. 
Es  seien: 

^1  =  Ni(Z/i  •  •  •  H,n),  •  .  .  K  =  N.(7/,  .  .  .  77,,) 

die  schon  gefundenen  ausgezeichneten  Functionen  unsrer  Gruppe.  Ist  nun 
w  =  2 1*  4"  ^  ^^^  dementsprechend  X^ •  •  •  X^ •  •  •  X^-|.,.,  Py^-^P^  die  typische 
Form  unsrer  homogenen  Functionengruppe,  so  setzen  wir: 

und  wählen  eine  beliebige  von  N^-  -  •  N^  unabhängige  Function  nullter 
Ordnung  von  H^  •  '  -  H,n  als  X^.  Sodann  bilden  wir  die  beiden  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen : 

m 

1  * 

welche  offenbar  gemeinsame  L()8ungeu  besitzen  und  wählen  eine  von 
Ni"'Nt  und  Xj  unabhängige  Lösung  als  X^.  Ferner  wählen  wir  eine 
von  N^"*Nyj  Xj  und  Xg  unabhängige  Lösung  der  Gleichungen: 

m 

I  ^ 
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als  X3,  und  so  weiter.  In  dieser  Weise  finden  wir  nach  und  nach  gerade 
fi  Functionen  nullter  Ordnung:  X^,  Xg  •  •  •  X^,  von  H^  -  -  •  !/„,,  welche  mit 
X^^-i  •  •  •  Xfi^v  zusammen  ein  (/*  +  v)-gliedriges  Involutionssystem  bilden. 
Sodann  suchen  wir  ft  Functionen:  Pi^'"Pf^  von  H^'^Hm^  welche  die 
Oleichungen : 

\X,Pi\  =  0,      iP,X,|  =  1,     ^'B,jj^  =  P, 

1  * 

(x±i,     1  =  1,  2 -../i,    x  =  l-../i-f  v) 

erfällen.  Es  ergiebt  sich,  dass  diese  Gleichungen  für  jedes  i  eine  einzige 
gemeinsame  Lösung  Pi  besitzen,  welche  ohne  Integration  gefunden  wird, 
und  ausserdem  dass  alle  \PiPx\  identisch  verschwinden. 

Hiermit  sind  2fi  +  ^  unabhängige  Functionen:  X^-'-X^-fy,  P^'-^P^ 
von  Hl" 'Hm  gefunden,  welche  die  Belationen  (A)  erfüllen;  werden  sodann 
die  Hx  als  Functionen  von  den  X  und  P: 

Hx  =  Fx(Xi  . . .  X^4.„  Pi  . . .  P^) 
ausgedrückt,  so  bestimmen  die  m  Functionen: 

Hx    ==   Vx{Xi    '    •    •    Xf,^y,     Pi'"  Pf,) 

in  den  Veränderlichen  x^'^Xf^^v^  Pi"-Pn-{-v  eine  Functionengruppe,  welche 
die  verlangte  Beschaffenheit  besitzt. 

§  89. 

Um  die  bisherigen  Entwickelungen  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern^ 
wollen  wir  alle  dreigliedrigen  Gruppen:  H^{x,p)y  II^{x,p),  H^(x,  p) 
von  homogenen  Berührungstransformationeu  bestimmen ;  welche  mit 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe: 

XJ^Ii,     XJ=x^,     X,^=^|^ 

der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  gleichzusammengesetzt  sind. 
Es  soll  werden: 

{H,H,)^^H,,     {H,H,)^^2H„    {H,H,X^^H„ 
wir  erhalten  daher: 


wozu  noch: 


T>r  TT     ^f       \      TT     ^f       \      TT    ^f 


dH,  ^  ^^dH^  '^  ^'^dH^ 

tritt. 
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Durch   Bildung  aller  drei-   und  zweireihigen  Determinanten  der 
Matrix: 


0 

H, 

2H^ 

-H, 

0 

H, 

-2ff^ 

-s. 

0 

Hx 

H, 

H> 

überzeugt  man  sich  leicht,  dass:  S^S^  —  H^  =  0  das  einzige  bei  de^^^^er 
Gruppe:  B^fy  B^f,  B^fy  Bf  invariante  Gleichungensystem  ist^  welche^^  ^es 
keine  in  den  H  lineare  Gleichung  enthält.  Es  müssen  daher  zw^-^^^ei 
Fälle  unterschieden  werden  und  in  jedem  dieser  beiden  Fälle  genü^^  ^gt 
es,  eine  zugehörige  Gruppe  anzugeben,  alle  andern  sind  dann  mit  diesa^  ^ser 
einen  durch  homogene  Berührungstransformation  ähnlich. 

Im  ersten  Falle  sind  H^,  H^^  H^  überhaupt  nicht  durch  Belation^^  ^en 
verknüpft.    Um  die  ausgezeichneten  Functionen  der  FunctionengmppM— ^^; 
H^jH^j  H^  zu  finden,  haben  wir  daher  H^jH^jH^  als  Punktcoordinat»^«^::len 
im  dreifach  ausgedehnten  Räume  zu  deuten  und  zu  untersuchen,  »>       ob 
die  Gruppe:  B^fj  B^fy  B^f  diesen  Raum  in  eine  continuirliche  Scha^^aaar 
von  einzeln  invarianten  Mannigfaltigkeiten  zerlegt.     Wir  finden,  da^aeass 
jede  der  oo^  Flächen  zweiten  Grades:  H^H^  —  ifj*  =  const.  bei  E^^Kiet 
Gruppe:  B^fj  B^f-^  B^f  invariant  bleibt,  dass  aber  diese  Flächen  nic^^^ht 
in  continuirliche  Schaaren  invarianter  Theilgebiete  zerfallen.    Hien^^nos 
folgt,  dass  die  allgemeinste  ausgezeichnete  Function  der  Function^^en- 
gruppe:  H^j  H^y  ^s  ®^^®  willkürliche  Function  von:  H^JS^  —  S^^  '>t 

Eine   kanonische   Form   der   von   diesen   ausgezeichneten   Functioi 
gebildeten    homogenen    Functionengruppe     ist    die    Function    ei 

Ordnung:   YH^H^  —  U^,     Als   Repräsentant    der    hierher    gehorif 
Gruppen  von  homogenen  Berührungstransformationen  kann  die  folge^Kide 
dienen: 

-öl  =  Ih  +Pt,       ^2=  ^iPi  +  ^2Piy       ^3  =  ^i*Ä  +  a?«*A; 

in  weniger  als  vier  Veränderlichen  a?!  •  •  •,  |?i  •  •  •  giebt  es  o£Fenbar    Ä*' 
keine  derartige  Gruppe. 

Der  zweite  Fall  ist  durch  die  Gleichung:  H^H^  —  H^ms^O  gek^^iui- 
zeichnet,   welche   einen   bei   der  Gruppe:   J5,/,  Bf  invarianten  K^^gd 
zweiten  Grades  darstellt.     Die  zugehörige  Functionengruppe:  JBi,      ^ 
ist   zweigliedrig  und  enthält  keine  ausgezeichneten  Functionen.     X^a^ 
letztere  erkennt  man  entweder  aus  der  Relation:  (H^H^)  =  S^  cyder 
daraus,  dass  jener  Kegel  bei  der  Gruppe:  B^fy  B^fy  B^f  nicht  in  eine 
continuirliche  Schaar  von  invarianten  Theilgebieten  zerfällt   Alle  hierher 


5t 


Alle  Berfibrangstransformationegnippen  mit  gegebener  Zusammensetzung.    355 

hörigen  Gruppen  von  homogenen  Berühningstransformationen  sind 
it  der  Gruppe: 

irch  homogene  BerühruDgstransformation  ähnlich. 


§  90. 

Die  Ergebnisse  der  §§  86,  87  sind  nach  einer  gewissen  Richtung 
n  unvollständig  und  bedürfen  noch  der  Ergänzung.  Wir  haben  aller- 
Dgs  gezeigt,  wie  man  alle  Gruppen  von  homogenen  Berührungstrans- 
rmationen  finden  kann,  welche  von  gegebener  Zusammensetzung  dxa 
id.     Bisher  wissen  wir  aber  nur  Folgendes: 

Erstens.  Zu  jedem  Gleichungensysteme  in  -Hi  •  •  •  -S).,  welches  bei 
r  Gruppe:  B^f^-Erf,  Bf  invariant  bleibt  und  keine  lineare  Relation 
tischen  den  H  liefert,  gehören  gewisse  r-gliedrige  Gruppen  von 
»mogenen  Berührungstransformatiouen,  welche  die  Zusammensetzung 
«  haben  und  welche  mit  einander  durch  homogene  BerQhrungstrans- 
rmation  ähnlich  sind.  Ziveitens.  Hat  man  zu  jedem  der  besprochenen 
eichungensysteme  eine  zugehörige  Gruppe  aufgestellt,  so  ist  jede 
gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen,  welche 
ß  Zusammensetzung  Ctxs  hat,  mit  einer  der  gefundenen  Gruppen  durch 
imogene  Berührungstransformation  ähnlich. 

Dagegen  wissen  wir  noch  nicht,  wann  zwei  verschiedene  unter 
len  Gleichungensystemen  auch  zwei  Gruppen  liefern,  welche  wir  als 
rschieden  betrachten,  das  heisst  zwei  Gruppen,  welche  nicht  durch 
mogene  Berührungstransformation  mit  einander  ähnlich  sind,  das 
ort  ,,ähnlich^^  in  dem  weiteren  auf  S.  313  definirten  Sinne  genommen. 
ir  müssen  daher  noch  die  Bedingungen  aufstellen,  unter  denen 
ei  verschiedene  Gleichuugensysteme  in  den  H  zu  zwei  mit  einander 
alichen  Gruppen  führen.  Das  wollen  wir  jetzt  ausführen,  können 
er  dabei  voraussetzen,  dass  die  beiden  Gleichungensysteme  ein  und 
^selbe  Anzahl  unabhängiger  Gleichungen  enthalten,  thäten  sie  das 
mlich  nicht,  so  würden  sie  sicher  zwei  Gruppen  liefern,  die  nicht 
t  einander  ähnlich  sind. 

Es  sei  wie  früher: 
a  Gleichungensystem,  welches  die  Gruppe: 

23* 
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xs  * 


(i  =  1  .  .  .  r) 


gestattet  uud  keine  lineare  homogene  Relation  zwischen  den  H  nach 
sich  zieht.  Eine  zugehörige  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Be- 
rührungstransformationen sei: 

wo  die  Functionen  Hx{x,  p)  in  den  Beziehungen: 

r 

(12)  (-Hifix),,  =  2  ^<"  ^'         <••.«  =  »■  '> 

1 

stehen. 

Andrerseits  sei: 

ein  Gleichungensystem  in  §i  •  •  •  $r,  welches  die  Gruppe: 

gestattet.  Eine  zugehörige  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Be- 
rührungstransformationen sei: 

wo  die  $x(y,  ö')  in  den  Beziehungen: 


r 

(12')  ($.$x)^  =  2''^'«>' 


(/,  x=  1  •  •  •  r) 


stehen. 

Sind  zwei  solche  Berührungstransformationsgruppen  Hy^^-Hr  und 
$i*"$r  schon  bekannt,  so  ist  es  leicht  zu  entscheiden,  ob  sie  im  Sinne 
von  S.  313  durch  eine  homogene  Berührungstransformation  ähnlich  sind. 

Wir  können  nämlich  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  voraus- 
setzen, dass  die  Zahl  der  j/,  q  und  die  Zahl  der  x^  p  einander  gleich 
sind.  Wäre  nämlich  zum  Beispiel  die  Zahl  der  y,  q  kleiner  als  die 
der  X,  Pj  so  könnten  wir  wie  auf  S.  313  zu  den  y,  q  gewisse  neue 
Veränderliche  y,  q  hinzufügen,  welche  bei  der  Gruppe:  $i(y,  ff)  •  •  • 
^rijfy  q)  nicht  transformirt  werden.  Wir  wollen  daher  annehmen,  dass 
sowohl  die  Zahl  der  x,  p  als  die  Zahl  der  y,  q  gleich  2n  ist. 
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Sollen  nun  die  beiden  Gruppea:  Hj^(x,  p)-"Hr(x,  p)  und:  §i(y,  q) 
"'^r(!f,  q)  mit  einander  ähnlich  sein^  so  ist  nach  Theorem  51^  S.  309 
nothweudig  und  hinreichend^  dass  es  eine  homogene  Berührungstraus- 
formaüon: 

(13)  yi  =  Yi{x,  p),      Qi  =  Qi(x,  p)        (» =  1 . . .  „) 
giebt,  vermöge  deren  jedes  §,(y,  q)  die  Form: 

r 

(14)  ^i{yj  q)  =  ^öalljix,  p)         (.  =  1  • . .  r) 

auDimmt;  dabei  bezeichnen  die  g^  Constanten,  deren  Determinante 
nicht  verschwindet.  Existirt  eine  solche  Transformation,  so  erfüllen 
die  r  infinitesimalen  Transformationen: 

r 

^(^;  P)  =  ^'9ijHj{x,  p)         (I  =  1 . . .  r; 
die  Relationen: 

r 

1 
wahrend  das  Gleichungensystem: 

mit  dem  Gleichungensysteme  Hm-^j  =  Wm-{-j{IIj^"'IIm)  äquivalent  wird. 
Ist  es  andrerseits  möglich  r^  solche  Constanten  gfj  mit  nichtverschwin- 
dender  Determinante  zu  finden,  dass   die  Gleichungen  (A)  bestehen, 

Während  das  Gleichungensystem  Ha„^,  =  to^i+y  mit  dem  Gleichungen- 
systeme jffm4.y  =  M?OT-H  äquivalent  wird,  so  giebt  es  (Theorem  52,  S.  311) 
sicher   eine    homogene   Berührungstransformation   (13),   welche  jedes 

^i(jH}  Q)  auf  die  Form  ^JgijHj{x,  p)   bringt. 

Sind  daher  schon  zwei  homogene  Berührungstransformations- 
^uppen  H^  "  '  Hr  und  §i  •  •  •  §r  bekannt,  welche  in  der  auseinander- 
gesetzten Weise  zu  den  Gleichungensystemen  (7)  und  (7^  gehören, 
90  lässt  sich  die  Frage,  ob  diese  beiden  Gleichungensysteme  ähnliche 
Gruppen  liefern,  nach  den  Entwickelungen  des  vorletzten  Kapitels 
ohne  weiteres  erledigeu. 

Wir  stellen  uns  aber  hier  auf  den  Standpunkt,  dass  wir  nur  die 
beiden  Gleichungensysteme  (7)  und  (7')  kennen,  und  wir  wünschen 
zu  wissen,  ob  die  zugehörigen  noch  unbekannten  Berührungstransfor- 
xnationpgruppen,  welche  wir  fortwährend  mit  H^-  "  Hr  und  §i  •  •  •  $r 
bezeichnen,  durch  homogene  Berührungstransformation  ähnlich  sind 
oder  nicht. 
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Giebt  es  eine  homogene  Berührungstransformation  (13)^  welche 
jedes  §,(y,  q)  auf  die  Form  ^jgijHj(x,  p)  bringt,  so  ist  identisch: 


r 

(15)  .t),(r,  (2)-2<''>^X^,i') 


(;=l...r). 


Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (12')  ein  und  berü(^^l 
sichtigen  wir,  dass  G^/^x)^  =  (^t^x)^^  ist  (vgl.  S.  131),  so  ergi^^l 
sich  mit  Benutzung  von  (12),  dass  die  Gleichungen: 


l'  •  •  r 

jn  1  1 

(»I  X  =  1  •  •  •  r) 


r  r  r 

9ij9^n  ^  CjnsU,{Xj  P)=^  Ci^t^'gtsU,{x,  j)) 


identisch  erfüllt  sind,  diese  aber  zerlegen  sich,  weil  H^(Xyp)-"Hr{x      ^ 
nicht  durch  eine  lineare  Relation  verknüpft  sind,  in  die  folgenden  ^ 

1  •  •  -r  r 

(16)  ^  gijgxn  cjrts  =  ^*  Cixtgts 

jjt  1 

Setzen  wir  andrerseits  die  Werthe  (15)  der  $<(ir,  Q)  in  die  Gleichung'eii 
(7')  ein,  welche  von  den  ^^(y,  q)  und  also  auch  von  den  §,(F,  Q) 
identisch  erfüllt  werden,  so  ergeben  sich  r  —  m  unabhängige  Gleichungen 
zwischen  den  H,  welche  von  den  Functionen  H^ix^  p)  •  •  •  Hr{x,p) 
identisch   erfüllt   werden.     Das   System   dieser  r  —  m   unabhängigen 
Gleichungen  muss  aber  augenscheinlich  mit  dem  Systeme: 

(7)  Hm^j  —  Wm^j{H^  '  •  •  Hm)  =  0  0  =  1.  .-r-m) 

äquivalent  sein,  denn:  H^{x,  p)- Hr{Xj  p)  sind  durch  keine  von  den 
Gleichungen  (7)  unabhängige  Relation  verknüpft. 

Soll  es  daher  eine  homogene  Berührungstransformation  (13)  von 
der  beschriebenen  Beschaffenheit  geben,  so  ist  jedenfalls  Folgendes 
noth wendig:  Es  muss  möglich  sein  r*  Constanten  gtj  mit  nicht  verschucin- 
dender  Determinante  m  bestimmeti,  welche  erstens  die  Gleidiungen  (16) 
identisch  erfüllen  und  welche  zweitens  so  beschaffen  sind,  dass  das  GUir 
chungensystem  (7')  hei  der  Substitution: 


r 

^i  =  2^9vHj 


(t  ==  1  .  .  .  r) 
1 

in  ein  Gleichungensystem  übergeht^  welches  mit  dem  Systeme  (7)  äqui' 
valent  ist. 

Die  gefundenen  nothwendigen  Bedingungen  sind  nun  aber  zugleich 
hinreichend.     Giebt  es  nämlich  r^  Constanten  gij,  welche  die  ange- 
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gebenen  Eigenschaften  besitzen^  so  stehen  die  r  charakteristischen 
Functionen: 

r 

ili{x,  p)  =  ^JgijHj{x,  p)  (« =  1 . . .  r) 

1 

augenscheinlich  in  den  Beziehungen: 

r 

{Hi i/x),^  =  ^  Ci^,Hs{X,  p)  («,  X  =  1  .  .  .  r) 

1 

und  sind  ausserdem  gerade  durch  die  r  —  m  unabhängigen  Relationen: 

verknüpft,  es  giebt  daher  nach  Theorem  52,  S.  311  sicher  eine  homogene 

Berührungstransformation  (13),  welche  H^{x,p)- —  Hr{Xjp)  bezüglich 
^'  $i(y;  5')***$r(y,  g)  überführt,  und  diese  Berührungstransformation 
erfüllt  alle  gestellten  Forderungen. 

Wir  wollen  die  gewonnenen  Ergebnisse  zunächst  noch  einmal 
zusammenfassen;  dabei  bedienen  wir  uns  zweckmässig  der  beiden 
Symbole: 


;i7) 


// 


IX  *  *  1 

r 


\      IX 


lann  können  wir  sagen: 

Satz  4.    Hai  man  in  den  Veränderlidien  H^'-Hr  zwei  (r  —  m)- 
jliedrige  Gleichungensystetne: 

und: 

IIu„,^j  =  tP.,+;(/f.    •  •  •  i7",J  0=  1  •  •  •  r-  m), 

welclie  beide  die  Gruppe:  Bf,  B^f"'Brf  zulassen  und  beide  Jceine  lineare 
}wmogene  Relation  swisclien  H^"-Hr  nacli  sidi  zielten,  so  liefern  dieselben 
dann  und  nur  dann  solche  r-gliedrige  Gruppen  von  liomogeneti  Berührungs- 
transformationen  mit  der  Zusammensetzung  Cing,  welche  durch  homogene 
Berührungstransformation  mit  einander  äJinlich  sind,  wenn  es  möglich  ist 
r*  Constanten  g,j  mit  nicht  verschwindender  Determinante  anzugeben,  welche 
die  folgenden  Eigenschaften  besitzen:  Erstens  müssen  die  r  Ausdrücke: 


§.  =  ^'9ijHj 


(i 
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die  symbolischen  Gleichungen: 

(18)  IMx|,,=  i§l$x'^  (.•.x  =  l...r) 

oder  ausführlicher  geschrieben,  die  Gleichungen: 

l-'-r  r  r  r 

(19)  ^gug^n^'^CjnsH,  =  ^' Cf^r  ^' gts  H, 

Jrt  l  11 

(/,  «  =  1--     r) 

/iVr  oZ/e   Werthe  der  U  identisch  erfüllen  und  Btceitens  rtiuss  das  Glei- 
diungensystetn: 

bei  der  Substitution: 


^i=^^9ijBj 


(i  =  1  .  .  .  r) 
1 


mit  dem  Systeme:  Htn^j  =  xVm+j{H^  •  •  •  Hm)  äquivalent  werden. 

Das  in  dem  vorstehenden  Satze  ausgesprochene  Ejriterium  wollen 
wir  jetzt  noch  etwas  umgestalten. 

Bestehen  die  symbolischen  Gleichungen: 

(18)  iMxl,/  =  !Mx|^       (/,  x=i . .  T) 

für  alle  Werthe  von  H^"  -  Hr  identisch,  so  ist  zugleich  identisch: 

(20)  \<Pf\u-\9f\^, 

welche  Functionen  von  H^-'-Hr  auch  <p  und  f  sein  mögen.  Umgekehrt 
ist  klar,  dass  aus  dem  Bestehen  von  (20)  das  Bestehen  der  Gleichungen 
(18)  folgt,  dass  die  eine  Gleichung  (20)  mit  dem  Systeme  (18)  äqui- 
valent ist.  Insbesondere  bestehen  nun  auch  die  r  symbolischen  Glei- 
chungen: 

(21)  \^if\H=\^if\^  0=1 -r), 

deren  Inbegriff  ebenfalls  mit  dem  Inbegriff  aller  Gleichungen  (18) 
äquivalent  ist.  Die  Gleichungen  (21)  aber  lassen  sich  mit  Benutzung 
der  Symbole: 


1  ••  -r 


^if=  ^  ^"*^*yH   "^  \^*f\ll 


l-'-r 


W-^c^.s^.-S^^l^if] 


xs 


folgendermassen  schreiben: 


7 

(22)  ^J  gijBjf  =  S8./-        (.  =  1  •  •  •  r) . 
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Also  erhalten  wir  das 

Theorem  58.    Genügen  die  r^  Constanten  Ci^  den  Gleichungen: 


(1) 


X,    \CixvCrjs  ~r  e^jvOrin  -j"  CjivCyxi,]  —  U 
1 

Cixs  +  Cx,.,  =  0 
(i,  x,/,  «=  1  •  •  •  r) 


und  gestatten  die  beiden  Gleichungensystenie: 
nnd: 

deren  keines  eine  lineare  homogene  Relation  zwischen  H^'^Hr 
nach  sich  0ieht,  die  r+1  infinitesimalen  Transformationen: 

1  •  ■  -r 

Bif  =  ^  CixsHs  j-jf        ('•  =  1  •   -•) , 

X*  * 

so  entsprechen  jedem  dieser  beiden  Gleichungensysteme  gewisse 
r^gliedrige  Gruppen  von  homogenen  Berührungstransforma- 
tionen  mit  der  Zusammensetzung  c,x«.  Es  sind  nun  die  Gruppen^ 
welche  dem  einen  Gleichungensysteme  entsprechen,  mit  denen, 
welche  dem  andern  entsprechen,  dann  und  nur  dann  durch 
homogene  Berührungstransformation  ähnlich*),  wenn  es  eine 
lineare  homogene  Transformation  von  der  Gestalt: 

r 

(23)  ^i  =  ^^9ijHj       (.•  =  i.r) 

1 

giebt,  welche  das  eine  Gleichungensystem  in  das  andere  über- 
führt und  welche  überdies  ergiebt: 

1  •  • -r  r 

(22a)  2'""^'U-  -=  ®'^=  Sff'^^jf 

(t  =  1  .  .  .  r) . 

Will  man  daher  untersuchen  ^  ob  die  beiden  Gleichungensysteme 
(7)  und  (7')  zu  Gruppen  führen,  welche  mit  einander  ähnlich  sind,  so 
hat  man  zunächst  alle  Transformationen: 

r 
(23)  §»  =  ^^gijHj  (« =1  .       r) 

1 

*)  Vgl.  Lie,  Berichte  der  Kgl.  SächaiBchen  Ges.  d.  W.,  Februar  1888. 
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za  bestimmeD,  «welche  die  Gleichungen  (22  a)  befriedigen  und  sodann 
zu  untersuchen^  ob  es  unter  den  gefundenen  Transformationen  eine 
giebty  welche  das  Gleichungensystem:  Hj^+j — tVn-\^=^0  in  das  System: 
^f'm+i  —  '^m+j  =  0  überfQhrt  Man  findet  alle  Transformationen  (23), 
welche  die  Gleichungen  (22  a)  befriedigen,  indem  man  zuerst  alle  Trans- 
formationen (23)  bestimmt,  welche  die  Gruppe:  B^f  •  •  •  Brf  invariant 
lassen  und  alsdann  unter  den  gefundenen  Transformationen  diejenigen 
aufsucht,  welche  die  Gruppe:  B^f—Brf  in  der  Weise  invariant  lassen, 
dass  die  Gleichungen  (22  a)  erfüllt  sind.  Diese  letzten  Transformationen 
bilden  offenbar  ihrerseits  eine  Gruppe. 

Den  Inbegriff  aller  r-gliedrigen  Gruppen  yon  homogenen  Be- 
rührungstransformationen mit  der  Zusammensetzung  (Vm  theilen  wir 
in  eine  Reihe  von  Typen  ein,  indem  wir  zwei  Gruppen,  die  durch 
homogene  Berührungstransformation  ähnlich  sind,  stets  zu  demselben 
Typus  rechnen,  zwei  Gruppen  aber,  die  nicht  ähnlich  sind,  zu  ver- 
schiedenen Typen. 

Durch  die  Entwickelungen  des  gegenwärtigen  Paragraphen  sind 
wir  nun  in  den  Stand  gesetzt,  festzustellen,  wieviele  verschiedene 
Typen  von  r-gliedrigen  Gruppen  von  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen mit  der  Zusammensetzung  Ci»»  unterschieden  werden  müssen« 
Wir  bestimmen  zunächsif  alle  Gleichungensysteme  in  H^'-'Hr,  welche 
die  r -f-  1  infinitesimalen  Transformationen:  Bfy  B^f-^Brf  gestatten 
und  keine  lineare  Relation  zwischen  den  H  nach  sich  ziehen.  Femer 
suchen  wir  die  allgemeinste  Transformation: 


r 

(23)  ^i  =  2^9ijSi       0  =  1  •• 

1 

vermöge  deren  die  Gleichungen: 

r 

(22)  W=2^ffoBjf       0  =  1 


r) 


r) 


bestehen.     Sodann  theilen  wir  die  gefundenen  Gleichungensysteme  i 
verschiedene  Klassen  ein,   indem  wir   zwei  Gleichungensysteme  stc 
dann  und  nur  dann  in  dieselbe  E3asse  rechnen,  wenn  das  eine  da? 
eine  der  gefundenen  Transformationen  (23)  in  das  andere  übei^efü 
werden  kann.     Die   Zahl  der  so   gefundenen  Klassen   ist  gleich 
Zahl  der  zu  unterscheidenden  Gruppentypen.     Es   ist  klar,   dass 
Bestimmung  dieser  Zahl  nur  ausführbare  Operationen  erfordert 

Wünscht  man   für  jeden   Gruppentypus    eine  Gruppe    zu   hi 
welche  ihm  angehört,  so  hat  man  nur  aus  allen  besprochenen  KL 
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von  Gleichungensystemen  je  ein  Gleichungensystem  auszuwählen  und 
nach  Anleitung  von  §  87  eine  zugehörige  Gruppe  zu  bestimmen.*) 

§  91. 

Als  einfache  Anwendung  der  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen 
wollen  wir  untersuchen^  was  für  verschiedene  Typen  solcher  Gruppen 
von  homogenen  Berührungstransformationen  es  giebt,  welche  mit  der 
viergliedrigen  Gruppe: 

^'f^ox'      ^^f^^dx^     ^^f^^cx'      -^^f^cy 

von  Punkttransformationen  der  Ebene  x^  y  gleichzusammengesetzt  sind. 
Es  soll  werden: 

also  bekommen  wir: 


^^f'=^^jH,  +  ^^^jH, 


df 


3 

df 


B/=0 


df      ,     rr    df      ,     rr    df      ,     rr    df 


Sf=  Äi  g"^^  +  Ifg^  +  K 


»air. 


+  ^*J3, 


Die  Determinante: 


0 
—  2H^ 


0 


2H. 


m 


s 


if. 


H, 


0 


0 
0 
0 


verschwindet  identisch,  also  haben  die  Gleichungen: 

TT   t    TT    JT 

eine    Losung   gemein,   niimlich    die    folgende:    —  *    ^ 

ergiebt  sich,  dass  die  <x>^  Gleichungensysteme: 


X' 


Hieraus 


*)  Im  nächsten  Abschnitte  kommen  wir  auf  diese  üntersuchnngen  zurück 
und  leiten  einige  weitere  allgemeine  Resultate  ab.  Vgl.  Abschnitt  I,  Kap.  14, 
sowie  Archiv  for  Mathematik,  Bd.  I,  Christiania  1876. 
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(24)  Ii;  —  H,H^  =  C.H,' 

bei  der  Gruppe:  Bf,  B^f'-B^f  invariaDt  bleiben.  Das  sind  aber,  wie 
man  sich  durch  Nullsetzen  der  dreireihigen  Unterdeterminanten  jener 
Determinante  überzeugen  kann,  die  einzigen  invarianten  Gleichungen- 
Systeme,  aus  denen  keine  lineare  homogene  Relation  zwischen  H^  •  •  • 
H^  folgt. 

Es  ist  nun  zu  untersuchen,  wie  sich  die  Gleichungensysteme  (24) 
verhalten,  wenn  man  Transformationen  von  der  Form: 

4 

(25)  §,•  =  ^JgijHj        (I- = 1  • . .  4) 

1 

ausfuhrt,  welche  die  Gleichungen: 

4 

befriedigen.  Dazu  brauchen  wir  aber  nicht  die  allgemeinste  Trans- 
formation (25)  von  dieser  Beschaffenheit  aufzustellen,  es  genQgt  viel- 
mehr zu  bemerken,  dass  jede  Transformation  von  der  Form: 

die  Gleichungen: 

SdJ=B,f,    Sd,f'=B,f;  %f^BX    ^J=c.BJ 

nach  sich  zieht  und  dass  man,  solange  (7=^0  ist,  durch  eine  Trans- 
formation von  der  Form  (26)  jedes  Gleichungensystem  (24)  in  jedes 
andere  überführen  kann. 

Hiemach  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  erstens  C=^0  und 
zweitens  (7<=»0.  Im  ersten  Falle  kann  man  stets  erreichen,  dass 
C  =  1  wird.     Den  beiden  Gleichungensystemen : 

i//  -  H,H,  =  0 
und: 

entsprechen  zwei  verschiedene  Gruppentypen.  Als  Repräsentanten  des 
einen  kann  man  die  Gruppe: 

wählen,  als  Repräsentanten  des  andern  die  Gruppe: 

^i=^2Piy     ^i=    '    '    2     *    *  ^     ^3  =  —  ^lPi 

4  o 
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Hierza  kommen  endlich  alle  Gruppen  von  der  gegebenen  Zusammen- 
setzong^  deren  charakteristische  Functionen  keine  Relationen  erfüllen. 
Als  Repräsentanten  dieser^  unter  einander  ähnlichen,  Gruppen  wählen 
wir  die  Gruppe:  x^p^,  K^^^iPi  —oc^p^),  xj>^,  x^p^. 

§  92. 

Mit  wenigen  Worten  wollen  wir  jetzt  noch  auf  ein  Problem  ein- 
gehen, welches  mit  dem  in  §  87  erledigten  sehr  grosse  Aehnlichkeit 
hat,  aber  doch  ein  selbständiges  Interesse  beanspruchen  darf. 

Wir  wollen  nämlich  jetzt  Gruppen  von  Berührungstransformationen 
in  den  Veränderlichen  jßf,  ^i'",  Pi'"  betrachten,  aber  nur  solche,  deren 
infinitesimale  Transformationen  die  besondere  Gestalt: 

df 


M.  +  {2^^n--^)l^ 


besitzen,  wo  q)  eine  Function  der  x,  p  allein  bedeutet  Ist:  (Pi(x,p) 
"  '  (Pr(jso,  p)  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  dieser  Beschaffenheit  und: 
i^i(^' 7  P)  ' ' ' '^r(jc' )  p')  eine  andere,  so  betraAten  wir  diese  beiden 
Gruppen  als  nicht  von  einander  verschieden,  wenn  sie  durch  eine 
Berührungstransformation  von  der  Form: 

(27)  /  =  0  +  £l{x,p),    xl  =  Xi{x,p)y    Pi=Pi(x,p) 

(1  =  1,  2...) 

mit  einander  ähnlich  sind  (vgl.  S.  325).  Dabei  fassen  wir  das  Wort 
„ähnlich'^  in  seinem  allgemeineren  Sinne,  wir  verlangen  also  nicht, 
dass  die  beiden  Gruppen:  (fiQc, p)--q)r(Xy p)  imd:  tii^'j p')"'tr(pi^') p) 
gleichviele  unabhängige  Veränderliche  enthalten. 

Ist:  q>i(x,p)^"(pr(x,p)  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  Berührungs- 
transformationen, so  bestehen  nach  8.  324,  Satz  7  Relationen  von 
der  Gestalt: 


r 

{9i9>x)^  =  ^'Cijcs(p»{x,  p) 


(I,  X  =  1 .  .  .  r) . 


Es  giebt  dann  immer  eine  Functionengruppe  mit  m^r  Gliedern, 
welcher  alle  r  Functionen:  q>i(Xy  p)  -  -  -  ^r{x,  p)  angehören.  Nehmen 
wir  nämlich  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  g>iipOy  p)"'g>mipCy  p)  von 
einander  unabhängig  sind,  während:  <Pm-{-i{Xj p)'"g>riXy p)  sich  folgender- 
massen  ausdrücken: 

(p„^j(x,  p)  =  £lm^j{q)^{x,  p)'"  (pm(x,  p))  0  =  1  •  .    r^m)^ 

so  bestimmen  (PiQc,p)'"<pm{^fP)  offenbar  eine  m-gliedrige  Functionen- 
gruppe, der  auch  g>mi-i{Xf  p)  -  "  q>r(x,  p)  angehören.    Betrachten  wir 
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Das  folgt  ohne  Weiteres  daraus^  dass  die  grosste  lineare  homogene 
Gruppe,  in  welcher  die  Gruppe  JB,/  invariant  ist,  die  Form: 

BJ,  BJ,  BJ,       Bf=  q>,^~  +  92-^—  +  93^ 

besitzt. 

Wir  haben  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

In  dem  ersten  sind  die  Functionen:  q>^j  tp^y  9)3  durch  keine 
Relation  verknüpft.  Alle  hierher  gehörigen  Gruppen  sind  mit  der 
Gruppe: 

durch  eine  Berührungstransformation  (27)  ähnlich. 

Im  zweiten  Falle  besteht  zwischen  9^,  fp^y  93  die  Relation  (28), 
es  muss  daher  werden:  * 

Eine  zweigliedrige  Functionengruppe:  ^i{x,p)j  92(^)P))  welche  der 
Bedingung:  (^i 92X^  =  ^1  S^^^g^,  ^s*'  9i  =  Piy  ^2  =  ^ift;  wir  ziehen 
jedoch  die  folgende  Functionengruppe: 

(29)  9?i  =|)i,     g)2  =  XiPi  +  a 

vor,  weil  wir  durch  Verfügung  über  die  willkürliche  Constante  a  einen 
bequemeren  Ausdruck  für  9)3  erhalten,  als  wenn  wir:  g?^  ==pj,  q>i=^Xj^Pi 
setzten.     Aus  den  Gleichungen  (29)  ergiebt  sich  nun: 

93  = -^, , 

also,  wenn  wir  a  gleich  a  wählen: 

93  =  ^i^Pi  +  2aa;i . 
Eine  hierher  gehörige  Gruppe  ist  daher: 

9i  =  Pu    92  =  ^iPi  +  «;    93  =  ^i^Pi  +  2aa;i. 

Jede  andere  Gruppe:  (Pi{x,p),  q)%(Xjp)j  93(^5, l>),  bei  welcher  die 
Relation:  tp^  —  9i93  =  ^^  besteht,  ist  mit  der  eben  geschriebenen 
durch  eine  Berührungstransformation  von  der  Gestalt  (27)  ähnlich. 
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Kapitel   21. 

Beduoible  und  irreduoible  Gruppen  von  Berührongstrans- 

formationen. 

Führt  man  in  eine  Gruppe  G  von  BerühruDgstransformationen 
eines  m-fach  ausgedehnten  Raumes  vermöge  einer  Berührungstrans- 
Formation  neue  Veränderliche  ein,  so  erhält  man  eine  neue  Gruppe^ 
welche  mit  der  ursprünglichen  ähnlich  ist.  Giebt  es  nun  unter  den 
Gruppen  von  Berührungstransformationen,  welche  mit  der  Gruppe  G 
ähnlich  sind,  solche,  welche  aus  lauter  Punkttransformationen  des 
m-fach  ausgedehnten  Raumes  bestehen,  so  soll  G  reducibel  heissen,  im 
entgegengesetzten  Falle  nennen  wir  es  irreducibel. 

Wir  beschäftigen  uns  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  mit  den 
Begriffen  der  Reducibilität  und  Irreducibilität  der  Gruppen  von  Be- 
rührungstransformationen, namentlich  entwickeln  wir  Kriterien  dafür, 
ob  eine  vorgelegte  Gruppe  von  Berührungstransformationen  reducibel 
ist  oder  irreducibel.  Um  uns  mit  der  nothigen  Schärfe  ausdrücken 
zu  können,  betrachten  wir  zunächst  die  Gruppen  von  homogenen  Be- 
rQhrungstrausformationen  und  darnach  die  Gruppen  von  Berührungs- 
transformatiouen  in  z,  x^  '  •  -  Xn ,  i>i  •  •  •  Pn  • 

§  93. 
In   den  Veränderlichen:   x^'-'Xn^  Pi  ' ' '  Pn    sei   eine   r-gliedrige 
Gruppe:   H^ix,  i>)  •  *  *  IJr{Xy  p)    von   homogenen    Berührungstransfor- 
mationen vorgelegt.     Führen  wir  in   diese  Gruppe  durch  eine  homo- 
gene Berührungstrausformatiou: 

(1)  xl  =  Xi  {x,  p) ,    pi  =  Pi  {x,  p)         (.•  =  1  . .  I.) 

die  neuen  Veränderlichen:  x^  -  -  *  Xny  Pi  -  -  - Pn  ein,  so  erhalten  wir 
eine  neue  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen;  die 
charakteristischen  Functionen:  K^{x'jp')  •  •  •  Kr{x\  p')  dieser  neuen 
Gruppe  ergeben  sich,  indem  man  einfach:  H^ix^p)  •  •  •  Ur(x,p)  ver- 
möge der  Gleichungen  (1)  durch  die  x',  p'  ausdrückt  (vgl.  Satz  5, 
S.  306).  Soll  nun  die  neue  Gruppe:  K^{x,  p)  •  •  •  Kr(x\  p')  aus 
lauter  Punkttransformationen  in  den  Veränderlichen  x^'-^x^  bestehen, 
so  ist  nach.  S.  265  noth wendig  und  hinreichend,  dass  die  r  Functionen: 
K^ix'j  p')  ' '  '  Kr{x',  p),  welche  sowieso  homogen  von  erster  Ordnung 
in  den  p'  sind,  ausserdem  noch  lineare  Functionen  von  Pi"Pn   werden: 

n 

Kj{x\  p ')  =  ^'  rjji  {Xi    •  •  •  Xn)  .  pi  (y  =  l  •  •  •  r)  . 

1 
LiOf  Theorie  der  Transformationsgrnppeii.   II.  24 
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Der  Definition^  welche  wir  in  der  Einleitung  des  Kapitels  von  den 
Begriffen  Reducibilität  und  Irreducibilitat  gegeben  haben  ^  können  wir 
nunmehr,  soweit  es  sich  um  Gruppen  von  Iwmogenen  Berührungstrans- 
formationen handelt,  die  folgende  schärfere  Fassung  geben: 

Eine  r-gliedrige  Gruppe:  H^ix^p)  •  •  •  Hr(Xyp)  von  homogenen 
Berührnngstransfornnationen  in  den  Veränderlichen:  x^  -  •  -  x»,  Pi  •  •  -p» 
Iteisst  reducihelj  sobald  es  eine  homogene  BeriüimngstransfonncUrion: 

x'i  =  Xi{x,  p),    pl  =  Piix,  p)        (.•  =  1 . . . ») 

giä>tj  hei  tceldier  die  chardkteristisdien  Functionen:  Si(3:,p)'"Sr(x,  p) 
in  lineare  hotnogene  Functionen  von  j>/-  •  'Pn   übergehen: 


Sx{x,  p)  =  ^'  riHi{x^ '  •  •  a:/)  .  p- 


(x  =  l...r)5 


sie  heisst  irreducibel,  wenn  es  keine  derartige  Berührungstransfor- 
mation  giebt. 

Ist  die  r-gliedrige  Gruppe:  Hi{x,  p)  •  •  Hr^x,  p)  von  homogenen 
BerQhrungstransformationen  reducibel  und  ist: 

(1)  x/  =  Xi(x,  p),    p!  =  Pi{x,  p)        (.•  =  1  •  •  ,.) 

eine  homogene  Berührungstransformation,  welche  die  Hx(x,  |>)  in 
lineare  homogene  Functionen  der  p'  überfuhrt: 

n 

Hx  {X,  p)  =^  n^iix^'  '  '  '  Xn)  >Pi'  (X  =  1         r), 

1 

80  bestehen  vermöge  (1)  Relationen  von  der  Form: 

(X  =  1  •  •  •  r  j    r  =  1  •  •  •  «) , 

es  ist  also  identisch: 

ausserdem  ist  noch  zu  bemerken,  dass  Xy{x,  p)*"Xn{Xy  p)  homogene 
Functionen  nullter  Ordnung  der  p  sind  und  dass  sie  paarweise  in  In- 
volution liegen,  es  folgt  das  daraus,  dass  die  Gleichungen  (1)  eine 
homogene  Berührungstransformation  darstellen. 

Giebt  es  nun  umgekehrt  n  solche  unabhängige  Functionen: 
Si'''lSn  von  x^-'-Xnj  Pi  ' ' '  Pnj  wclchc  in  den  p  homogen  von 
nullter  Ordnung  sind,  paarweise  in  Involution  liegen  und  endlich  r  .  n 
Relationen  von  der  Gestalt: 
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(2)  (-HxÄ)^  =  *«(S,  •  •  •  Ä) 

(x=  1  •  .  •  r;     y  =  1  .  .  .  n) 

identisch  erfallen,  so  ist  die  Gruppe:"J3i(a:,  p)  •  •  •  jBi.(a;,  |))  reducibel. 
In  der  That^  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  lassen  sich 
und  zwar  ohne  Integration  (vgl.  S.  137,  Satz  15)  n  homogene  Func- 
tionen erster  Ordnung:  n^{x^  p)  •  •  •  Unix,  p)  bestimmen ^  welche  so 
beschaffen  sind,  dass:  Si  -  '  -  Sn,  TI^  -  -  -  Tln  in  den  kanonischen  Be- 
ziehungen stehen.     Nach  Theorem  14,  S.  137  ist  dann: 

(3)  x/=  Si(x,p)y    Pi=Ih{Xyp)         (.  =  1....) 

eine  homogene  BerQhrungstransformation.  Führen  wir  vermöge  der- 
selben in  die  Gleichungen  (2)  die  neuen  Veränderlichen  x\  p  ein,  so 
bekommen  wir: 

(fl.&),^  =  {H.x:),.  =  ^.^ü  =  ^„{xi . . .  x:) 

(x  =  1  •  •  •  r ;     v  ■-=  1  •  •  •  n ) . 

Erinnern  wir  uns  schliesslich,  dass  die  H^  homogene  Functionen 
erster  Ordnung  der  pl  werden  müssen,  so  erhalten  wir  sofort: 

2i>.' a"'  =  i/x  =  ^  «x,(x.'  •  •  •  x:)v: 

1  ^^'  1 

(x  =  1  .  .  .  r) . 

Demnach  geht  die  Gruppe:  H^{Xj  p)  -  * '  Hr{Xj  p)  bei  Ausführung  der 
Berübrungstransformation  (3)  in  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen 
über  und  ist  daher  wirklich  reducibel. 

Damit  ist  das  Theorem  gewonnen: 

Theorem  59.  Soll  eine  r-gliedrige  Gruppe:  H^{x,p)"-Hr{Xjp) 
von  homogenen  Berührungstransformationen  reducihel  sein^ 
soll  sie  also  durch  eine  homogene  Berührungstransformation: 

x!  =  Xi{x,  p),     p-  =  Pi(x,  p)  (1=1  "-n) 

mit  einer  Gruppe  von  runkttransformationen  in  den  Veränder- 
lichen Xi"'Xn  ähnlich  sein,  so  ist  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung,  dass  es  n  unabhängige  Functionen:  Si'  *  -  Sn  von: 

Pl  Pn-l 

Xt  •  *  *  X» .        -...—    . 

m 

giehtf  welche  paarweise  in  Involution  liegen  undr.n  Relationen 
von  der  Gestali: 

(i/.a.),^  =  «.,.(Ä,  •  •  •  a) 

(x  =  1  •  •  •  r;     !■  =  1  •  .  •  «) 

erfüllen,     (rieht  es  n  solche  Functionen,  so  giebt  es  eine  ganz 

24* 
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bestimmte  homogene  Berührungstransformation  von  der  Form: 

Xi'=  lE!i(x,  p),    Pi'=Pi{x,p)         (.•  =  1.1.) 

und  diese  führt  die  Gruppe:  Hi(x,  p)  •  •  -  Hr(Xy  p)  in  die  Gruppe 
von  PunJcttransformationen: 


n 


^  ^x,  (^l'  •  •  •  Xn)p^.'  (X  =  1  .  .  .  r) 

1 

Über, 

Das   erhaltene  Kriterium  für  die  Reducibilitat  einer  Gruppe  von 
homogenen  Berührungstransformationen   lässt  sich  in  anderer  Weise  ^ 

formuliren. 

Wir  haben  gefunden,  dass  die  Gruppe  Hiipo^  p)  >  -  -  Hr{Xy  p)  von  ^^ 

homogenen  Berührungstransformationen  rcducibel  ist^  wenn  es  n  unab-  

hängige  homogene  Functionen  nullter  Ordnung:  Si(x,  p)  -  •  •  Sn(x,  p)        ^^ 
giebt,  welche  paarweise  in  Involution  liegen  und  r.n  Relationen  von 
der  Form: 

(H>S.)^  =  «2>x..(Ä,  •  •  •  Ä) 

(X  =  1     •  •  r;     I    -  1  •  ••  ?i) 

identisch  befriedigen.     Die  Functionen:  ÄiC^:,  p)  -  -  -  Sh{x^  p)  aber  sind 
Lösungen  eines  ganz  bestimmten  n-gliedrigen  vollständigen  Systems:^  ^ 

(1  =  1  •  •  •  «) 

in  den  2m  Veränderlichen  x^  -  -  -  Xn,  Pi  -  -  Pn  und  dieses  vollständig^^ ^e 
System  gestattet  nach  Abschnitt  I,  Kapitel  8,  Satz  1,  S.  139  jede  de^  -^r 
infinitesimalen   Transformationen:   (H^f)      und   demzufolge   die  ganz^  .ze 

Gruppe:  (fl,ap---(^^ap- 

Eine  reducible  Gruppe:  Hi(Xy  p)"*Hr(x,  p)  ist  demnach  dadurclKT-h 

charakterisirt,   dass  sie  in  den  Veränderlichen  Xj^*  •  -  Xn,  Pi  - '  -Pm  eiBK"  -n 

n-gliedriges  vollständiges  System  invariant  lässt,  dessen  Losungen  iiK~  -^n 

den  p  homogen  von  nullter  Ordnung  sind  und   ausserdem  paarweis»*  <^e 

in  Involution  liegen.     Es  ist  klar^  dasl^  dieses  vollständige  System  di»  ^5e 

Gleichung: 

umfasst. 

Wir  können  daher  das  in  Theorem  59,  S.  371  enthaltene  Kriteriui^^ 
auch  folgendermassen  aussprechen: 

Satz  1.    Eine  r-gliedrige  Gruppe:  n^{Xy  p)  "  '  Hr{x^  p)  von  Jwmc^' 
genen  lierähriingstrapisformationen  in  den  VcränderlicJien:  x^-'-Xn,  p^—j^^ 
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ist  dann  und  nur  dann  reducibel,  wenn  es  in  diesen  Veränderlicheti  ein 
n-gliedriges  vollständiges  System  von  der  Form: 

AJ=  0,  . . .  An-if=  0,    ^'Pr^~  =  0 

giebty  welches  die  r  infinitesimalen  Transformationen:  (Hj^f)"<(Hrf) 

gestattet  und  ausserdefn  so  beschaffen  ist,  dass  seine  Lösungen  pcuD'weise 

in  Involution  liegen. 

Betrachten  wir  für  einen  Augenblick  oc^  '  •  •  x^  Pi  -  -  *  Pn  als  gleich- 
berechtigte Veränderliche,  so  können  wir  jede  Gruppe  Hi{Xy  p)'"llr(xy  p) 
von  homogenen  Berühr ungstransformationen  als  eine  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen  des  2 n -fach  ausgedehnten  Raumes  x^'-'Xn^  2h"'Pn  auf- 
fassen. Eine  solche  Gruppe  von  Punkttransformationen  ist  (vgl.  S.  305  f.) 
immer  imprimitiv,  da  sie  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

^^^1\     '  '        ^Pn 

invariant  lässt.  Sie  kann  aber  noch  in  anderer  Weise  imprimitiv  sein; 
das  ist  sie  insbesondere  sicher  dann,  wenn  die  Berühr ungstransformations- 
gruppe:  H^  -  -  -  Ur  reducibel  ist.  Darin  liegt  ein  nothwendiges  Kriterium 
für  die  Reducibilität  einer  homogenen  Berührungstransformationsgruppe, 
dasselbe  ist  aber  nach  dem  Vorangehenden  keineswegs  hinreichend. 

Durch  den  Satz  1  ist  die  Beantwortung  der  Frage,  ob  eine  vor- 
gelegte Gruppe:  H^(x,  p)"-Hr(x,  p)  von  homogenen  Berührungstrans- 
formationen reducibel  ist^  auf  die  Untersuchung  der  vollständigen 
Systeme  zurückgeführt,  welche  bei  der  Gruppe:  (H^f)  •  •  •  (Hrf)^ 
invariant  bleiben.  Die  Bestimmung  dieser  vollständigen  Systeme  ver- 
langt allerdings  im  Allgemeinen  Integration  (vgl.  Abschnitt  I,  das 
Kapitel  25  „lieber  Differentialinvarianten"  §  132),  jedoch  wollen  wir 
nicht  unerwähnt  lassen,  dass  man  immer  ohne  Integration  entscheiden 
kann,  ob  ein  vollständiges  System  vorhanden  ist,  welches  die  in  Satz  1 
beschriebene  Beschaffenheit  hat.  Mit  andern  Worten:  Man  kann  immer 
durch  ausführbare  Operationen  entscheiden,  ob  eine  vorgelegte  r-glie- 
drige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen  reducibel 
ist  oder  nicht.     Den  Beweis  hierfür  übergehen  wir. 

Endlich  wollen  wir  noch  eine  dritte,  begriffliche  Formulirung  für 
Unser  Kriterium  der  Reducibilität  einer  Gruppe  von  homogenen  Be- 
rührungstransfprmationen  entwickeln.  Zu  diesem  Zwecke  schicken  wir 
einige  allgemeine  Bemerkungen  voraus. 

Es  sei: 


n 


UJ  = 


df 


f  =  ^'  ^V,  ("i  •••««)  g  „-;  (X  =  1  •  •     r) 
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in  den  Veränderlichen   «^  •  •  •  m«   eine  r-gliedrige  Gruppe   von  Pu.  r»}lrt- 
transformationen,  welche  eine  Schaar: 

(4)  £^n(tii  •  •  •  nn,  li-  •  '  h)  =  0        (/i  =  1  ■  ■ .  /«) 

von  oo*  verschiedenen  Mannigfaltigkeiten  des  Raumes  w^ •••!<„  inva^-iaat 
lässt,  es  gebe  also  (vgl.  Abschn.  I,  Kap.  23,  S.  467)  in  den  Verai:>.der- 
lichen  ?i  •  •  •  ?a  r  infinitesimale  Transformationen: 


Lxf=  ^'^xr('i  "  '^^)jr 


(x  =  l.  •     r) 


von  solcher  Beschaffenheit ^  dass  das  Gleichungensystem  (4)  in  den 
n  +  A  Veränderlichen  «i  •  •  •  ««,  /^  •  •  •  h  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 

XJ+LJ,.-Xrf+Lrf 

gestattet.  Führt  man  nun  an  Stelle  der  n  neue  Veränderliche:  Uj— u, 
ein,  so  erhält  man  aus  der  Gruppe:   Uif*  -  •  Urf  eine  neue  Gruppe: 

^^J—    2'^X.(Ui    •    •   •    U,)  .^  (x=.l  .   .  T) 

1  * 

und  aus  (4)  ein  neues  Gleichungensystem: 

(4')  £)^(Uj       "llny    h"'h)  =  0  t"  =  l  •  •  •  "0, 

welches  wiederum  eine  Schaar  von  oo*  verschiedenen  Mannigfaltig- 
keiten darstellt.  Diese  neue  Schaar  von  Mannigfaltigkeiten  gestattet  die 
Gruppe:  Ui/'-'U^/',  denn  das  Gleichungensystem  (4')  in  den  Veränder- 
lichen: U^-'Un,  li"'h  gestattet  augenscheinlich  die  r  infinitesimalen 
Transformationen : 

in  diesen  Veränderlichen. 

Das  Gesagte  soll  jetzt  auf  reducible  Gruppen  von  homogenen 
Berilhrungstransformationen  angewendet  werden. 

In  den  Veränderlichen  x^^'X^y  l>i'"Pn  sei  ii^end  eine  reducible 
Gruppe:  H^{x,  p)  •  '  '  Sr(x,  ^))  von  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen vorgelegt  und  es  sei: 

(5)  x/  =  Xi{x,  i>),    pi'  =  Pi  {x,  2))         (.• = 1  • . . ») 

eine  homogene  Berührungstransformation^  welche  diese  Gruppe  in  die 
aus  lauter  Punkttransformationen  bestehende  Gruppe: 


n 


(^0  ^  V^i  (^1    '  '  '  ^n)p{  (X  =  1  .  .  .  r) 

überführt 
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Die  Grappe  (6)  lässk  die  Schaar  aller  oo"  Punkte; 

(7)  X^  =  ^1}   '  "  ^n  =  ö« 

des  Raumes  a;/  •  •  •  Xn  invariant.  Führt  man  nun  rückwärts  vermöge 
der  Berührungstransformation  (5)  die  alten  Veränderlichen  x,  p  ein, 
so  geht  die  Gruppe  (6)  in  die  ursprüngliche  Gruppe:  Si(x,  !>)'•• 
Hr(x,  p)  über.  Zugleich  verwandelt  sich  die  Schaar  (7)  aller  Punkte 
des  Raumes  x^ '  •  -  Xn    in  eine  Schaar: 

(70  X^{x,  p)  =  a,,  .  • .  Xn{x,  p)  =  a« 

von  oo"  Element- iLr„—i  des  Raumes  Xy^-"Xn  (vgl.  S.  168,  Satz  7)  und 
aus  den  oben  gemachten  Bemerkungen  erhellt,  dass  der  Inbegriff  dieser 
cx)"  Element -Jlf„_i  bei  der^ Gruppe:  H^ix^p)  •  •  •  Hr{x,  p)  invariant 
bleibt.  Ueberdies  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  Elemente  x,  p  der 
oo"  Element -ilfn_i  (7')  keine  Relation  befriedigen;  die  willkürlichen 
Constanten  a^^»  -  -  ün  lassen  sich  ja  aus  den  Gleichungen  (7')  nicht 
fortschaffen. 

Soll  daher  eine  r-gliedrige  Gruppe:  H^(x,p)  •  •  •  Hr{x,p^  von 
homogenen  Berührungstransformationen  in  den  Veränderlichen  x^»"  Xn, 
Pt  ' '  'Pn  reducibel  sein,  so  muss  es  eine  bei  der  Gruppe  invariante 
Schaar  von  oo"  Element -ilfn_i  des  Raumes  x^-'-Xn  geben,  und  zwar 
eine  Schaar,  deren  Elemente  x,  p  keine  Relation  befriedigen. 

Diese  Bedingung  ist  nothwendig  aber  auch  hinreichend,  denn  ist 
sie  erfüllt,  so  brauchen  wir  die  betreffende  Schaar  von  oo"  Element- 
Mj^i  nur  durch  eine  geeignete  homogene  Berührungstransformation 
in  die  Schaar  aller  Punkte  des  n-fach  ausgedehnten  Punktraumes 
überzuführen,  was  nach  Satz  8,  S.  170  immer  möglich  ist.  Dabei 
geht  die  Gruppe:  H^{x,  p)  •  •  •  Hr{Xyp)  in  eine  neue  über,  welche  die 
Schaar  aller  Punkte  invariant  lässt,  also  in  eine  Gruppe,  die  aus 
lauter  Punkttransformationen  besteht. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  2.  Eine  r-gliedrige  Gruppe:  Si{x,  p)  -  "  Sr(pc,  p)  von  homo- 
genen Berührtmgstramformatiofien  in  den  Veränderlichen  x^'-Xm  Pi-"Pn 
ist  dann  und  nur  dann  reducibel,  wenn  sie  eine  solclie  Schaar  von  oo*» 
Element- Mn^i  des  Eautnes  x^'-Xn  invariant  lässty  deren  Eletnente  x,  p 
keine  Relation  von  der  Form:  F{x^  • '  -  Xny  Pi  "  'Pn)  =  0  erfüllen. 

Der  vorstehende  Satz  ist  nur  eine  neue  (dritte)  Formulirung  des 
in  Theorem  59,  S.  371  enthaltenen  Kriteriums.  Jede  Schaar  von  oo** 
Element -ilf,^-i  des  Raumes  x^-'-Xn^  deren  Elemente  keine  Relation 
erfüllen,  wird  nämlich  (vgl.  S.  110)  durch  n  unabhängige  Gleichungen 
von  der  Form: 

(8)      JV'i(a:i---a:„,Pi-.-j)«)  =  ai,  ••  •  Nnix^'-Xn^ Py^-- pn)  =  an 
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dargestellt,  wo  N^-'-Nn  homogene  Functionen  nullter  Ordnung  der  p 
sind  und  paarweise  in  Involution  liegen,  während  a^'-aa  willkürliche 
Constanten  bezeichnen.  Eine  solche  Schaar  (8)  aber  gestattet  dann 
und  nur  dann  die  Gruppe:  Si{x,  p)-"Hr(x,  p)  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  die  r  infinitesimalen  Transformationen:  {Hy^f)  »»'{Hrf)^, 
wenn  r  .  n  Relationen  von  der  Form: 

(x  =:  1  •  •  •  ri     !■  =  1  •  •  •  n) 

identisch  bestehen,  denn  nur  in  diesem  Falle  giebt  es  r  infinitesimale 
Transformationen  von  der  Form: 

i 

welche  das   Gleichungensystem   (8)  in  den  Veränderlichen  arj  •  •  •  a:«, 

Pi  '  '  '  Pnj   €ii  '  •  '  dn    invariant   lassen  (Abschn.  I,    S.  467   und   468). 

Der  Satz  2  ist  somit  wirklich  nur  eine  andere  Form  des  Theorems  59. 

§  94 
Es  ist  leicht,  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  auf  Gruppen 
von  Berührungstransformationen  in  0,  x^^-'-Xn,  2h'" Pn  zu  übertragen. 
Eine  r-gliedrige  Gruppe: 

von  Berührungstransformationen  in  den  Veränderlichen:  0,  x^  -  •  -  Xn, 
Pi'"Pn  heisst  redticibely  wenn  sie  durch  eine  Berührungstransformation: 

z'  =  Z{z,  X,  p),    x!  =  Xi{z,  X,  p),    pl  =  Vi{z,  X,  p) 

(1  =  1...  n) 

in  eine  Gruppe  von  Berührungstrausformationen  übergeführt  werden 
kann,  weiche  aus  lauter  Punkttransformationen  des  Raumes  z\  x^^-x^ 
besteht.  Ist  eine  solche  Ueberführung  nicht  möglich,  so  heisst  sie 
irreducibel. 

Soll  die  Gruppe:  B^f-'Brf  redticibel  sein,  so  ist  noth wendig  und 
hinreichend,  dass  sie  eine  Sdiaar  von  00"+^  Element- Mn  des  Maumes 
0,  x^' ' '  Xn  invariant  lässt,  deren  Elemente  z,  x,  p  Jceine  Eelation  von 
der  Form:  £l(z,  x^  -  --  Xn,  Pi  •  i)«)  =  0  erfüllen.  Eine  solche  Schaar 
von  Element -3/rt  wird  durch  n  +  1  Gleichungen  von  der  Form: 

Zi{z,    Xi"  'Xn,  Pl-  "  Pn)    =  Oi  U=  1  ■  .  •  «  +  1) 

dargestellt,  wo  die  Z,-  von  einander  unabhängig  sind  und  paarweise  in 
Involution  Hegen,  so  dass  die  Ausdrücke:  [ZiZy]  alle  identisch  ver- 
schwinden.    Das  können  wir  auch  so  ausdrücken: 
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Tlieorem  60.    Eine  r-gliedrige  Gruppe: 

von  Berührungstransformationen  in  den  Veränderlichen  z^x^^'^Xn^ 
Pi'"Pn  ist  dann  und  nur  dann  reducibel,  wenn  es  in  diesen  Ver- 
änderlichen ein  n-gliedriges  vollständiges  System  gieht^  welches 
die  Gruppe  gestattet  und  dessen  Lösungen  paarweise  in  Invo- 
lution liegen. 

Man  kann  natürHch  auch  sagen:  die  Gruppe:  B^^f "  * Brf  ist  dann 
und  nur  dann  reducibel,  wenn  es  n  +  1  unabhängige  Functionen  Z^  •  •  • 
Zh^i  von  Zj  x^' '  'Xny  Pi  '  • '  Pn  (l^cht,  welche  paanveise  in  Involutiofi 
liegen  und  r(n  +  1)  Relationen  von  der  Form: 

B,Z,  =  cl>.,(Z^  .  . .  Z„+i) 

(x  =  1  •  •  •  r;     I  =  1  •  •  •  n  -}-  1) 

identisch  befriedigen, 

Ist  die  Gruppe:  B^f"-  Brf  in  den  Veränderlichen  z^  x^'"Xn,  2h"  'Pn 
transitiv,  so  enthält  ihre  grösste  Untergruppe,  welche  ein  Element  z,  x,  p 
von  allgemeiner  Lage  invariant  lässt,  r  —  2«  —  1  Parameter.  Soll  nun 
die  Gruppe:  B^f  •  •  •  Brf  reducibel  sein,  so  ist  jedenfalls  nothwendig,  dass 
die  eben  besprochene  Untergruppe  in  einer  (r  —  «)-gliedrigen  Untergruppe 
steckt,  doch  ist  das  noch  nicht  hinreichend. 

Ist  in  den  x,  p  eine  Bertihruugstransformationsgruppe  von  der  Form: 

vorgelegt,  so  erkennt  man  leicht,  dass  dieselbe  daun  und  nur  dann  durch 
eine  Berühr ungstransformation  von  der  Form: 

z'=  z  +  Ä(j-,  i>),     x/  =  Xy{.r,  i>),     pj  =  Py{x,  p) 
in  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  von  der  Gestalt: 

übergeführt  werden  kann,  wenn  es  n  unabhängige  Functionen: 

X^{X^  '  •  '  Xn,   Pi Pn)  (X  :-  1        .  n) 

von  den  x,  p  giebt,  welche  paarweise  in  Involution  liegen  und  überdies 
r  .  n  ReiatioDcn  von  der  Form: 

{q>^Xi)  =  ^xi(-Vi  •  •  •  X„)  (X-  1  ...  r;     ,  =  1     .  .  «) 

erfüllen;  alsdann  hängen  die  tx{j:\  s)  offenbar  nur  von  x^  -  •  -  Xn    ab. 
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Kapitel   22. 

Erweiterung  der  Berühmngstransformationen  und  der  Grapi>en  von 
solchen.     Differentialinvarianten  derartiger  Gruppen« 

Bei  einer  Berabrungstransformation: 

(1)  z=Z{z,x,p),    x;  =  Xi{z,x,p),    Pi=Pi{£,x,p) 

(1  =  1...») 

des  Raumes  z,  t^  •  •  •  a;«  geht  nach  S.  156  f.  jede  Element-JS/»  dieses 
Baumes  wieder  in  eine  Element- 3/,  über.  Dabei  zeigen  aber,  wie  in 
Kapitel  6^  §§  42,  43  auseinandergesetzt  worden  ist,  die  verschiedenen 
Element -JI/m  ein  verschiedenes  Verhalten.  Hat  man  nämlich  eine 
Element- JI/m;  ans  deren  Gleichungen  gerade  im  >  1  unabhängige  Re- 
lationen zwischen  z,  x^'-x^  allein  folgen ,  so  erhält  man  bei  Aus- 
fQhrung  einer  Berührungstransformation  (1)  im  Allgemeinen  keine 
Element- Jl/ny  deren  analytischer  Ausdruck  gerade  m  unabhängige 
Relationen  zwischen  z\  x^' "  -  x/  allein  liefert.  Hat  man  dagegen 
eine  Element -JL^  für  welche  die  vorhin  definirte  Zahl  m  gerade 
gleich  1  ist,  also  eine  Element -Jf«  von  der  besonderen  Form: 

(2)  r  -  F(x^  •  •  -x,)  =  0,  p,  _  |-J  =  0,  •  - .  1),  -  H^  =  0, 

1  " 

80  verwandelt  sich  dieselbe  bei  der  Berührungstransformation  (1)  im 
Allgemeinen  in  eine  Element -J/„,  aus  deren  Gleichungen  blos  eine 
Relation  zwischen  z\  x^  "  •  Xn    allein  hervorgeht. 

Die  Element 'Mn  von  der  Fonn  (2)  sind  also  die  cimigen  des 
Baumes  z^  arj  •  •  •  x« ,  welche  sich  bei  Ausführung  einer  Berühnoigstrans- 
formation  (1)  im  Allgemeinen  in  E lernen f-Mn   von  der  analogen  Form: 

(2-)    .-'  -  4>(a-/  . . .  x:^  =  0,  j,,'  -  l^,  =  0,  . .  ■  i>.'  -  II-,  =  0 

1  * 

verwandeln.  In  Kapitel  6,  S.  161  f.  haben  wir  überdies  gesehen,  dass 
die  Element -3/,  (2)  bei  der  Berührungstransformation  (1)  dann  und 
nur  dann  nicht  in  eine  Element -J/,  von  der  Form  (2')  übergeht, 
wenn  die  Function  F\x.^  •  •  •  x^)  eine  gewisse  partielle  Differential- 
gleichung befriedigt.     Mit  Benutzung  der  Bezeichnungen: 


cz 
ex, 

i'.; 

=  !>.. 

(t.  1 

=  1  - 

und  der 

Abkürzungen: 

1 
1 

+ 

c  -V,    , 

(.,  »  = 

n 

1 
=  1  •  • .  ») 

r  X, 

dX. 
dx^ 
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lässt  sich  diese  Differentialgleichung  folgendermassen  schreiben 


(3)  D  = 


dx 

äX„ 

dx 

• 

m                           m 

dx 

dx 

=  0. 


Sie  ist  (vgl.  S.  164)  im  Allgemeinen  ¥on  der  zweiten  Ordnung,  von 
der  ersten  nur  dann,  wenn  X^  •  •  •  X„  sämmtlich  von  Pi'-'Pn  frei 
sind;  in  diesem  Falle  ist  aber  zugleich  Z  von  den  p  frei,  und  die 
Berührungstransformation  (1)  ist  nichts  anderes  als  eine  erweiterte 
Punkttransformation  des  Raumes  z,  x^'-'Xn-  Wir  erinnern  schliesslich 
noch  daran,  dass  die  Determinante  D  niemals  identisch  verschwindet. 
Betrachtet  man  daher  in  den  Gleichungen  (1)  das  z  als  eine 
beliebige  Function  von  x^  -  •  >  Xn,  indem  man  nur  solche  Functionen 
ausschliesst,  welche  der  Differentialgleichung:  D  =  0  genügen,  und 
betrachtet  man  Pi' '  'Pn  als  die  partiellen  Differentialquotienten  erster 
Ordnung  von  z  nach  x^-Xn,  so  definiren  die  Gleichungen  (l)  das  z' 
als  Function  von  x^  - '  •  Xn,  und  Pi  "  •  Pn  werden  die  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten erster  Ordnung  von  z'  nach  x^'--Xn»  unsere  Be- 
rührungstransformation bestimmt  die  |)x'  als  Functionen  von  jßf,  x^--Xn, 

Pl"'Pn' 

Offenbar  liegt  es  nahe,  zu  vermuthen,  dass  die  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten m  -  ter  Ordnung  von  z'  nach  x^  -  -  -  Xn  auch  für 
m>l  durch  z,  x^-'-Xn  und  durch  die  partiellen  Differentialquotienten 
erster  bis  m  -  ter  Ordnung  des  z  nach  x^-  •  -  Xn  ausgedrückt  werden 
können.  Wir  werden  jetzt  nachweisen,  dass  diese  Vermuthung  der 
Wahrheit  entspricht. 

§  95. 
Die  partiellen  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung: 

sind  bezüglich  durch  die  Gleichungen: 

n 

(4)  dpi  =  ^  pir  dxy  (I  - 1 . . . «) 

1 

und: 

n 
(4 ')  d^)/  =  ^J  Piv  dXy  (/  =  1  .  .  .  n) 
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definirt.    Setzen  wir  in  (4')  die  aus  (1)  folgenden  Werthe  von  Pi"-Pnj 
Xi  - '  •  x'n    ein,  so  ergiebt  sich: 

n 
dPi  =  ^Pi'ydX,  (i  =  1 . . .  „)  , 

1 
ausführlicher  geschrieben: 

-^^dz -\-  yi-. — dXi-\-  y'j-^ — dpj=» 


1  J 

n  /   , n 


OPj 


= 2:p-'  I  CZ ''-  +  Z'  ex,  ''^>  +  2i  w'^i'^ 

Werden  hierin  dz,  d]\  •  •  •  dj)H  vermöge  der  Gleichungen: 

dz  —  2h  d^i  —  •  • 2K  dXn  =  0 

und  (4)  durch  dx^  •  •  •  dXn  ausgedrückt,  so  entstehen  n  Gleichungen 
von  der  Form: 

n 

^;  Un  dXr  =  0  (,•  =  l  . .    »)  ^ 

1 

deren  jede  wiederum  in  n  verschiedene  Gleichungen  zerföllt,  denn 
dxi  •  •  •  dXn  sind  ja  vollkommen  willkürlich.  Wir  bekommen  also  zur 
Bestimmung  der  p/^c  die  folgenden  n^  Gleichungen: 


»  « ^.  /* 


^^'    ,         ^^i    r      >;:        ^^i  "V      '^'^'>     .         ^"^'>-    r      'S!         ^-^•• 


^J*.      .  ^i*;  -^TT  CP. 

welche  sich  mit  Benutzung  der  auf  S.  378  angewendeten  Abkürzungen 
folgendermassen  schreiben  lassen: 

Da  die  Determinante  I)  nicht  identisch  verschwindet,  lassen  sich  diese 
Gleichungen  augenscheinlich  nach  den  ;r  Grössen  p/x  auflösen.  Scheinbar 
ergeben  sich  dabei  für  j),>  und  2hi  zwei  verschiedene  Werthe,  sobald 
i  von  V  verschieden  ist,  aber  auch  nur  scheinbar.  Es  muss  ja  |),>  gleich 
Pri  sein  und  diese  Gleichheit  muss  identisch  stattfinden,  andernfalls 
bestände  ja  eine  Gleichung  zwischen  den  z,  Xi,  Pi^  pir  und  das  ist 
ausgeschlossen,  weil  wir  s  als  eine  beliebige  Function  von  ar^  •  •  •  an;, 
betrachten. 

Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass  sich  vermöge  der  Gleichungen  (1) 
einer  Berührungstransformation  die  pfv  als  Functionen  der  0,  o?/,  jp,-,  p,> 
darstellen  lassen: 
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(i,  i'=l-     -n). 

Hierbei  ist  Tir^Tvi'  VerJialten  sich  die  Functionen  Z,  X^'-'X«, 
F^'- '  Pn  in  der  Umgebung  von  ^^  x^^  -  -  -  x^^,  Pi  * ' '  Pn^  regulär  und 
verschwindet  die  Determinante  D  für  das  Werthsystem:  z^  j  Xi^  p^,  pi^ 
nicJUy  so  verhalten  sich  offenbar  aucJi  die  Piv  in  der  Umgebung  von: 
z^j  Xi^f  p?,  Piv^  regulär. 

Jede  Berührungstransformation  (1)  transformirt  demnach  ausser 
den  jer,  x,  p  auch  noch  die  partiellen  Differential quotienten  zweiter 
Ordnung  von  0  und  zwar  durch  die  erweiterte  Transformation: 

(6)  z'  =  Z,     x!  =  X/,    p!  =  Pi,    pi'r  =  Pir 

(1 ,  1  =  1  .  .  .  n) . 

Diese  erweiterte  Transformation  kann  auch  definirt  werden  als  die- 
jenige Transformation  in  den  Veränderlichen  z,  Xt,  pi,  piv,  welche  die 
Form: 

(7)  z'=Z,    x;=X„    p/=Pi,    p;r  =  IIir 

(r,  r=l.  -n) 

besitzt  und  welche  das  System  der  Pfaffschen  Gleichungen: 


n  n 


(8)  dz  —  ^pydx,  =  0,     dpi  —  ^  VirdXy  =  0 


(/  =  1    •    •   •  7l) 

invariant  lässt.     Soll  nämlich   die  Transformation  (7)  das  System  (8) 
invariant  lassen,  so  müssen  ausser  der  bekannten  Identität: 


n 


dZ—  ^  PydXy  =  q{Zj  Xj  p)    [dz  —  ^PrdXy 

1  \  1 

auch  noch  n  Identitäten  von  der  Form: 

dPi  —  2^  //...rfX,  =  ai\dz  —  ^p,dxy )  + 


n 


+  2  ^v(  ^^PJ  —  ^"PjrdX, 
1  \  1 

(1  =  1  •  •  •  n) 

bestehen;  aus  diesen  Bedingungen  ergeben  sich  zunächst  eindeutig 
bestimmte  Werthe  für  die  <y,  und  r^  und  sodann  erhält  man  für  die 
77,>  eine  Reihe  von  Gleichungen,  welche  zeigen,  dass  jedes  /7,>  =  P,>  ist. 

Ebenso  wie  die  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  von  z  werden 
auch  diejenigen  dritter  Ordnung  bei  der  Berührungstransformation  (1) 
transformirt     Setzt  man: 
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d'^z 


so  ist: 

n 

^^/'  =  ^'VilivdXr  (I,  //  =  1  •  •  •  «) . 

1 

Entwickelt  man  diese  Gleichung  unter  Berücksichtigung  der  Relationen 

(8)  und  zerlegt  sie  dann  wegen  der  Willkürlichkeit  von  dx^  •  •  •  dx^  in 
je  n  Gleichungen,  so  findet  man: 

-dJ;  +  i'*  "äF  +  •  •  •  +  i'-  gp,;  =  ^'^'"-  rfT. 

(1,  /*,  t==l-  .     n), 

woraus  sich,  weil  D  nicht  verschwindet,  alle  pl^^  als  Functionen  von 
den  Zj  Xi,  j\,  pivf  Pifiv  bestimmen  lassen.  Dass  die  scheinbar  ver- 
schiedenen Werthe,  welche  man  so  für  p,),,.,  j}/,.^  u.  s.  w.  erhalt,  mit 
einander  identisch  sein  müssen,  ist  klar;  denn  sonst  bestanden  zwischen 
den  z,  Xi,  j),,  |),>,  pif,v  Relationen,  was  unmöglich  der  Fall  sein  kann, 
so  lange  js  eine  beliebige  Function  von  x^-  • '  x^  ist.  Findet  man : 
p/y^  =  Piyf,,  SO  ist: 

(9)  z'  =  Z,    xl  =  X,-,    p!  =  P,-,    p,'y  =  P,>,    |),-^',..  =  Fi^r 

diejenige  Transformation,  welche  angiebt,  wie  die  dritten  Differential- 
quotienten von  z  bei  (1)  transformirt  werden.  Diese  erweiterte  Trans- 
formation (9)  ist  offenbar  dadurch  vollständig  definirt,  dass  sie  das 
System  der  Pfaffschen  Gleichungen: 


(10) 


n  n 


dz  —  ^ptdxr  =  0,    dpi  —  ^PitdXt  =  0 


n 

dPiv  —  ^PirxdXt  =  0 
1 

(«1  »•  =  1  •••  n) 

invariant  lässt. 

In  dieser  Weise  fortfahrend,  kann  man  bis  zu  Differentialquotienten 
von  beliebiger  Ordnung  gelangen  und  findet  immer,  dass  die  Differential- 
quotienten m-ter  Ordnung  von  z'  sich  durch  z,  x^  -  •  -  Xn  und  die  Dif- 
ferentialquotienten erster  bis  mit  w-ter  Ordnung  von  z  ausdrücken 
lassen.  Man  erhält  dabei  eine  Anzahl  von  erweiterten  Transformationen, 
deren  jede  dadurch  charakterisirt  ist,  dass  sie  ein  gewisses  System  von 
Pfaffschen  Gleichungen  invariant  lässt.  Die  Gleichungen  dieser  enceiterten 
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Transformationen  verhalten  sich  für  jedes  Werthsysiem:  ifi,  a:,®,  i>,^,  piv^ 
regulär,  welches  D  nicht  mm  Verschwinden  bringt. 

Demnach  gilt  das 

Theorem  61.    Jede  Berührungstransformation: 

(I)  g'  =  Z(0y  X,  1)),    Xi  =  Xi{z,  X,  p),    p!  =  Piiz,  X,  p) 

(t  =  1  •  •  •  n) 

des  Raumes  z^  iCj  •  •  •  a;«  transformirt  ausser  den  ersten  Dif- 
ferentialquotienten Pi"'Pn  des  z  nach  den  x  auch  alle  Dif- 
ferentialquotienten höherer  Ordnung  von  z.  Berüchsichtigt 
man  alle  Differentialquotienten  von  z  bis  zu  einer  bestimmten 
Ordnung,  so  erhält  man  aus  (1)  eine  erweiterte  Transformation, 
welche  dadurch  definirt  ist,  dass  sie  ein  gewisses  System  von 
Pfaffschen  Gleichungen  invariant  lässt. 

§  96. 
Die  Gleichungen: 

z'  =  Z{z,  X,  |);  «1 .  •  •  Or),    xl  =  Xi{z,  X,  p\  a), 

(II)  p;=Pi(z,  x,p',a) 

(i  =  1  •  •  •  n) 

mögen  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationen  des 
Raames  z^x^'^-Xn  darstellen.    Wir  fügen  zu  ihnen  solche  Gleichungen: 

(12)  l),>  =  P,r(^,    00^"^n,  Pi-'Pn,  Pii"-Pnn''i    a^     •  '  ttr) 

(t,  v  =  1  •  •  •  n) 

hinzU;  dass  (11)  und  (12)  zusammengenommen  Transformationen  dar- 
stellen,  welche  das  System  der  Pfaffschen  Gleichungen: 

n  n 

(8)  dz  —  ^^p^dxv  =  0,    dpi  —  ^PivdXv  =  0 

1  1 

(i  =s  1  •  •  •  n) 

invariant  lassen.     Ausserdem  bilden  wir  noch  die  Gleichungen: 
xf"=  Z{z',  x\  p-,  &i  •  •  •  br),    Xi"=  Xi(z\  X,  |)';  6) 

(13)  p!'^  p.{g'^   x\  p\    6),      ply  =  Vir{z\    X\  p,  pii  .  "Pnn\   b) 

(»I  I  =1  •  •  •  n). 

Fahren  wir  nun  zuerst  die  Transformation  (11),  (12)  aus  und  alsdann 
(13),  so  erhalten  wir  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  eine 
Transformation  von  der  Gestalt: 

z'  =  Z{z,  X,  i);  Cj  •  •  •  Cr),     xl'=  Xi(z,  X,  p]  c) 

(14)  |,/'=  p.(^^    X,  p]    C),      p/r  =  Qn(z,    X,  p,   Pii   .  •  -Pnn]    d,    b) 

(l.  v^l-.li), 
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in  welcher  die  c  gewisse  FuDctionen  von  a^'-ür,  ft^  •  •  •  6r  bezeichnen. 
Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  Transformation  (14)  ihrerseits  eben- 
falls das  System  der  Pfaffschen  Gleichungen  (8)  invariant  lässt,  folg- 
lich besitzt  die  Function  ^,>  die  Form:  P,r(^,  a;,  p  •  •  •;  c),  das  heisst: 
die  oo''  Transformationen:  (11);  (12),  welche  aus  den  Transformationen 
der  Gruppe  (11)  durch  Erweiterung  entstanden  sind,  bilden  eine 
r  -  gliedrige  Transformationsgruppe.  Diese  erweiterte  Gruppe  ist  mit 
der  ursprünglichen  Gruppe  (11)  gleichzusammengesetzt,  denn  sie  hat 
augenscheinlich  dieselbe  Pararaetergruppe  wie  diese. 

Die   gefundene    erweiterte   Gruppe    können    wir   wiederum   durch 
die  Hinzunahme  der  Differentialquotienten   dritter  Ordnung  von  js  er — . 
weitem  und  so  fort.     Kurz  wir  haben  das 

Theorem  62.    Bei  jeder  r-gliedrigen  Gruppe: 

z  =  Z{z,  Xj  m  a^-'-ür),     x{  ^  Xi{Zj  X,  p\  a^'-ar) 

(11)  p/=  Ti{z,   X,  p'^    a^'"(lr) 

(*•  =  1  .  .  .  n) 

von  Beriihrungstransformationen  des  Baumes  z,  x^"-Xn  werden ^ 
ausser  den  Veränderlichen  z,  x,  p  auch  noch  die  Differenticmi- 
quotienten  zweiter,  dritter,  •  •  •  N-ter  Ordnung  von  z  nach  den    z 
durch  eine  Gruppe  transformirt,  welche  mit  der  ursprünglichen 
Gruppe  (11)  gleichzusammengesetzt  ist*) 

Es  sei  wiederum: 

Iz'  =  Z{z,  X,  p]  flTi .  . .  ar)y    xl  =  Xi{z,  X,  p]  a), 

(11)  I  i)/=  Fi{z,  X,  p\  a) 

\  (i  =  1  .  .  .  n) 

eine  r- gliedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationen  des  Raumes 
z^  x^' ' '  Xn  und  zwar  sei  dieselbe  von  den  r  unabhängigen  infinitesi- 
malen Berührungstransformationen : 

n  n 

By.f=  %^{Z,    X,  p)l{   +  ^^l.r{z,    X,  p)y~^^  +  ^^^r{z,    X,  J))^ 

(X  =  1  •  .  •  r) 

erzeugt.  Die  identische  Transformation  der  Gruppe  (11)  habe  die 
Parameter:  a^  - » -  ar^  und  es  seien  die  Forderungen  der  SS.  14  — H 
und  74  des  ersten  Abschnitts  erfüllt. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  bestehen  nach  Abschnitt  I,  S.  33, 
Theorem  3  vermöge  (11)  Gleichungen  von  der  Gestalt: 


*)  Lie,  AbhaDdlnngen  der  Kgl.  SacLs.  Ges.  d.  W.  Bd.  XIV,  Nr.  12. 
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(15) 


tx(e',  «',  p')  =  ^a^(a)  •  g-; 


dx; 


!«*(«',  x',  p')  =  2^a^(a)  •  -^ 


««.■(^',  a;',  p')  =  2*  «'■'(")  '  ä7 


(x  «=  1  •  •  •  r;    t  =  1  .  .  •  n) , 

WO  die  Detenninanto  der  ayj(a)  für:  a^  =  a^^,  •  •  •  «>.  =  flfr^  nicht  ver- 
schwindet. 
Ist  nun: 

e'=Z{z,  X,  jp;  a),    a;/=  X,(;8f,  o;,  2^;  a),   p/=  P/(j?,  a:,  i?-,  a) 

(16)  Kv  =  -PtvC^?    ^;   Pf  Pll"  'Pnn\    a) 

(,-,  v=  1  .  .  .  n) 

die  zu   (11)   gehörige   erweiterte   Gruppe,    so    bestehen  vermöge   (IG) 
Gleichungen  von  der  Form: 


(17) 


tx(^\    ^\  P\   P'll  •  •  •  Pnn)  =   ^^CCyj(d)  .    . 


dz' 


|x.(/,    X\  j)',  2hl  "'Pnn)  = 


da. 


dxf 


^^~i  dp' 

^xii^  f   ^';  P,  Pil  •  '  'Pnn)  =  ^  «x,  (o)  •  y^ 


(x  =  1  •  •  •  r;     »  r=  1  .  .  .  «) 


(17') 


Äx,v(^',    rc',  l/,  1)U  •  •  •  Pnn)  =  ^   «x/o)  '  ^J-^" 


(x  =  1  •  •  •  r ;     I ,  »•  =  1  •  •  •  n) . 


Aus  (17)  gebt  hervor,  dass  die  gx,  Ix/,  äx,-  nur  von  den  0\  x',  p  ab- 
hängen, nicht  von  jpii •••!)«»,  und  da  die  Functionen  fx,  Sx/;  ^x»,  «xy(«) 
durch  die  Gleichungen  (15)  eindeutig  bestimmt  sind,  so  ergiebt  sich, 
weil  die  Gleichungen  (15)  und  (17)  in  derselben  Weise  gebildet  sind: 

5x  =  Sx,        5x>  =  Sx;,        ^xj  =  ^xj,        ^xj{(i)  =  CCxj(a) 

(x,>=l...r). 

In  Folge  dessen  verschwindet  die  Determinante  der  cCi^(a)  für:  a^^aj^, 
...Or^sza^  ebenfalls  nicht  und  wir  können  daher  (Abschn.  I,  S.  74)  aus 
den  Gleichungen  (17),  (17')  schliessen,  dass  die  erweiterte  Gruppe  (16) 
ihrerseits  von   den  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

Lie,  Theorio  der  Transformationsgruppen.   II.  25 
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n  ^  .  .     n 


^"'h  +  ^'^'"äi,  +  2'^"'^..  + 


1 

n 


erzeugt   ist;   diese    infinitesimalen   Transformationen    aber   haben    die 

Gestalt; 


n 


Bi'^f=Bj+  y^  y.«x.>. 


df 


^-  ^' ""'  dp,, 

1      1 

(X  ==  1  .  •  •  r) . 

Die  erweiterte  Gruppe  (16)  ist  also  von  r  unabJiängigen  infinitesi- 
malen Transformationen  erzeugt,  welche  am  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen  der  ursprünglidien  Gruppe  (11)  durch  Erweiterung  entstehen. 

Um  die  jBx  /  wirklich  berechnen  zu  können,  erinnern  wir  daran, 
dass  das  System  der  Pfaffschcn  Gleichungen: 

n  n 

(8)  dz  —  y^PvdXr  =  0,      dpi  —  ^pirdXv  =  0 

1  1 

(»  =  1  •  •  •  n) 

alle  endlichen  und  in  Folge  dessen  auch  alle  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  erweiterten  Gruppe  (16)  gestattet.  Wir  schliessen 
hieraus^  dass  Relationen  von  der  Gestalt: 

ßxH  dpi  —  ^Pirdxy  j  =  aj  dz  —  ^^ptdx^  \  + 

n  /  n 

bestehen.     Die  linken  Seiten  dieser  Relationen  haben  die  Form: 

n  n 

dlt^i  —  ^"Jt^irdXy  ^Pirdl^y. 

1  1 

Durch  Vergleichung  der  Coefficienten  auf  beiden  Seiten  findet  man 
zunächst  die  6xij  t^ij  und  sodann  erhält  man: 

Vi  V 

(x  =  1  •  •  •  r ;     t ,  y  =  1  •  •  •  n) , 

WO  wie  gewöhnlich  gesetzt  ist: 

dU   .       du   .    ^      du       dU 


dx^,    '    ^''  cz    ^  ji^^'''dp,,         dx 

1  ' 
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Hiermit  sind  die  äx,>  bestimmt;  dass  die  formell  vorhandene  üeber- 

bestimmung  derselben  nur  scheinbar  ist^  liegt  in  der  Natur  der  Sache^ 

da  die  Grössen  0^  x,  p,  Pii"'PnH  nicht  durch  Relationen  verknüpft  sind. 

Zwischen  den  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

df 


11  *^ 

(X  =  1  .  .  .  r) 

der  erweiterten  Gruppe  (16)  bestehen  nun  Relationen  von  der  Gestalt: 


OiTBf^)^'2"^'"^'^f 


1      t 

1       1 
andrerseits  ist  aber: 


dp 


1       1 


TV 


=2''''-^'/'+i?2^--r£' 


also  ergiebt  sich: 


2 


cyjsBj+  >j  y}^^jrv-pi-^  = 


s 

1  11 

r  n  t  r 


cp 


tv 


df 


=  ^'  (^rj^Bsf  +  ^  ^  ^s  c/yasTv^--  , 

1  111  ^*' 

woraus  sofort  folgt:  Cxjs  =  Cxjs-  Wir  erkennen  auch  auf  diese  Weise, 
was  wir  schon  oben  (S.  384)  sahen,  dass  die  erweiterte  Gruppe  (16) 
mit  der  ursprünglichen  Gruppe  (11)  gleichzusammengesetzt  ist. 

Genau  dieselben  Betrachtungen  kann  man  natürlich  anstellen,  wenn 
man  die  Gruppe  (11)  durch  Mitnahme  aller  Diflferentialquotienten  von  z 
bis  zu  einer  gewissen  Ordnung  erweitert  hat.  Wir  können  daher  sagen: 

Theorem  63.     Ist  die  r-gliedrige  Gruppe: 

(11)    z'  =  Z{z^  x,p]  a),    Xi'  =  Xi{B,  Xyp\  a),  p-  =  P.(^,  x,  p;  a) 

(i  =3  1  •  •  •  n) 

von  Berührungstransformationen  des  Raumes  0,  x^»  -  -  Xn  von  r 
unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen:  B^f  -  •  -  Brf 
erzeugt,  und  wird  dieselbe  durch  Mitnahme  aller  Differential- 
quotienten  von  0  bis  mit  N-ter  Ordnung  erweitert,  so  ist  auch 
die  so  entstehende  erweiterte  Gruppe  von  r  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen: 

25* 
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erzeugt    Stehen  die  B^cf  in  den  Beziehungen: 

r 
(B^Bj)  «=    V,  C^jsBJ  (X,  ^-  =  1  .  .  .  r), 

1 
so  stehen  die  B^^^^^f  in  denselben  Beziehungen: 


(^(.v-i,^(^-i)_2ic^.Br'y 


(X,  J  =  l  .  .  •  r) 


Wählt  man  die  Zahl  N  gross  genug;  so  wird   das   vollständige 
System: 

immer  Losungen  besitzen ^  diese  Losungen  sind  dann  Invarianten  der 

erweiterten  Gruppe:  Bi^^f  -  •  •  Br^^^^f  und  sind  als  Differential- 
invarianten  der  ursprünglichen  Gruppe  von  Berührungstransformationen: 
Bif'-'  Brf  zu  betrachten.     Also: 

Theorem  64.  Jede  endliche  continuirliche  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen  des  Raumes  z^x^-^Xn  bestimmt  eim 
unendliche  Reihe  von  Differentialinvarianten,  welche  sich  ah 
die  Lösungen  vollständiger  Systeme  definiren  lassen.*) 

Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen  der  ursprünglichen  Gruppe  ^s^e, 
so  kennt  man  auch  die  endlichen  Gleichungen  einer  jeden  zugehorigeiZK^  ^n 
erweiterten  Gruppe;  man  kann  daher  alle  Invarianten  der  letzterenEz^to, 
das  heisst  also  alle  Differentialinvarianten  der  ursprünglichen  Gmpp*«^pe 
ohne  Integration  bilden  (vgl.  Abschn.  I^  S.  218^  Theorem  35).  Unte^^»^^r 
allen  Umständen  aber  lassen  sich;  wenn  eine  hinreichende  Anzabif^^U 
von  Differentialinvarianten  bekannt  ist;  beliebig  viele  neue  durch  Dir^S:  Dif- 
ferentiationen herstellen.  Doch  soll  auf  diesen  Punkt  nicht  irüitc»^  ^cr 
eingegangen  werden. 

Jedes  Gleichungensystem,  welches  bei  einer  erweiterten  Grupc»^  pe 
invariant  bleibt,  stellt  natürlich  ein  System  von  Differentialgleichung^^  en 
dar;  welches  die  ursprüngliche  Gruppe  gestattet  Alle  derartigi 
Systeme  lassen  sich  nach  den  Regeln  von  Eap.  14  des  Abschnii 
bestimmen  und  zwar  ohne  Integration;  wenn  die  endlichen  Gleichung^^o 
der  ursprünglichen  Gruppe  vorliegen.  Bei  jedem  einzelnen  solch,  ^so 
Gleichungensysteme  muss  aber  noch  besonders  untersucht  werden,  €)b 
es  die  Integrabilitätsbedingungen  erfüllt  Etwas  Allgemeines  lässt  sich 
naturgemäss  darüber  nicht  aussagen. 

♦)  Lie,  Abbandlungen  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  W.,  Bd.  XIV,  Nr.  12. 
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Abtheilung  V. 

Nachdem  wir  uns  in  der  vorigen  Abtheilung  mit  der  allgemeinen 
Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von  Berührungstrans- 
formationen beschäftigt  haben ^  werden  wir  in  der  gegenwärtigen  Ab- 
theilung einige  besonders  wichtige  specielle  Klassen  von  derartigen 
Gruppen  behandeln. 

Den  Anfang  machen  wir  mit  der  Bestimmung  aller  irreducibeln 
Gruppen  von  Berührungstransformationen  der  Ebene.  Wir  werden 
eine  sechs-,  eine  sieben-  und  eine  zehngliedrige  Gruppe  dieser  Art 
finden  und  werden  zeigen,  dass  jede  irreducible  Gruppe  von  Berührungs- 
transformationen der  Ebene  durch  eine  Berührungstransformation  mit 
einer  dieser  drei  Gruppen  ähnlich  ist.  Insbesondere  gelingt  es  uns 
die  zehngliedrige  Gruppe  durch  eine  geeignete  Berührungstransformation 
in  diejenige  Gruppe  zu  verwandeln,  welche  aus  allen  Berührungstrans- 
formationen der  Ebene  besteht,  die  Kreise  in  Kreise  überführen.  Ausser- 
dem bestimmen  wir  die  in  der  zebngliedrigen  Gruppe  enthaltenen 
grossten  Untergruppen,  unter  denen  sich  die  beiden  irreducibeln 
Gruppen  mit  bezüglich  sechs  und  sieben  Parametern  befinden 
(Kapitel  23  und  24). 

Indem  wir  die  angedeuteten  Untersuchungen  auf  den  Raum  von 
n  Dimensionen  übertragen,  finden  wir  zwar  nicht  alle  irreducibeln 
Gruppen  von  Berührungstransformationen  dieses  Raumes,  aber  doch  drei 
der  wichtigsten  unter  ihnen.  Namentlich  ist  zu  bemerken,  dass  wir 
in  jedem  Räume  von  gegebener  Dimensionenzahl  eine  einfache  Gruppe 
dieser  Art  erhalten  (Kapitel  25). 

Endlich  leiten  wir  in  dem  Schlusskapitel  der  Abtheilung  (im 
Kapitel  26)  einen  merkwürdigen  Satz  ab,  welcher  für  die  Bestimmung 
gewisser  Gruppen  von  Berührungstransformationen  des  n-fach  aus- 
gedehnten Raumes  von  grossem  Werthe  ist. 


Kapitel  23. 

Bestimmung  aller  irredticibeln  Gruppen  von  Berührungstrans- 
formationen der  Ebene. 

Wählen   wir  0,  x  als  Coordinaten   der  Punkte  einer  Ebene   und: 

dz 

als  die  Coordinaten  der  Linienelemente,  so  sind  nach  Kapitel  1   die 
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Beruh rungs trän sformationen  der  betreflfenden  Ebene  diejenigen  Trans- 
formationen in  z,  jc,  ijy  welche  die  PfaflFsche  Gleichung:  dz  —  ydx  =  Q 
invariant  lassen. 

Die  Gruppen  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  zerfallen 
in  zwei  Kategorien,  sie  sind  nämlich  entweder  redncibel  oder  irreducibel; 
jene  sind  durch  Berührungstransformationen  mit  Gruppen  von  (er- 
weiterten) Punkttransformationen  der  Ebene  ähnlich,  diese  nicht  (vgl. 
Kap.  21).  Da  wir  nun  im  dritten  Abschnitt  alle  Gruppen  von  Punkt- 
transformationen  der  Ebene  bestimmen,  so  dürfen  icir  uns  hier  auf  die 
irreducibeln  Gruppen  vmi  Beriihrungstransforniationen  der  Ebene 
heschränkenJ^) 

§  97. 

Um  die  reducibeln  Gruppen  von  vornherein  ausschliessen  zu  können, 
müssen  wir  uns  zunächst  die  Bedingungen  vergegenwärtigen,  unter  denen 
eine  vorgelegte  Gruppe  von  Berührungstransformationen  der  Ebene 
reducibel  ist.  Wir  thun  das,  indem  wir  die  Entwickelungen  des 
Kapitels  21  auf  den  besonderen  Fall  der  Ebene  übertragen  und  dann  ^ 
noch  einige  Bemerkungen  hinzufügen,  welche  sich  gerade  in  diesem  ^^ 
besonderen  Falle  darbieten. 

Es  seien: 

BJ=^  l,{x,  z,  y)|^  +  gx(a;,  z,  y)|f  +  ri,(x,  z,  y)-/- 

(x  =:  1  •  •  •  r) 

unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Grupp»  ^nye 
von  Berührungstransformationen  der  Ebene  Xj  z.     Diese  Gruppe  i^^^ist 
nach  S.  376  dann  und  nur  dann  reducibel,  wenn  sich  die  oo'  LinierzzK- sn- 
elemente  der  Ebene  in  oo^  solche  Element- J/^  anordnen  lassen,  dere^^  en 
Inbegriff  bei  der  Gruppe  invariant  bleibt,  während  die  einzelnen  El^^tJe- 
ment-J/j  des  InbegriflFs  unter  einander  vertauscht  werden.    Analjtisci^  ch 
können  wir  die  angegebene  Bedingung  für  die  Reducibilität  der  Grupp  ^czje: 
i?i/«-Br/*folgendermassen  aussprechen  (vgl.  S.  377):  Es  ist  nofhtveiiSmd^ 
und  hinreichend,  dass  zwei  unabhängige  Functionen:  u  und  v  von  x,  ^  _     y 
existiren,  tvelche  in  Involution  liegen: 

(1)         uv\  =  -^(g^  +  y-rz)  -  öyKj-x  +  ^ W  - -^ 0 

*)  Die  in  diesem  Kapitel  abgeleiteten  Resultate  wurden  zum  ersten  Ma/e 
angegeben  und  bewiesen  in  den  Abhandlungen  „üeber  Gruppen  von  Transfor- 
mationen*^ und  „Theorie  der  Trausformationsgruppen"  von  Sophus  Lie,  Göttinger 
Nachr.  Decbr.  1874  und  Archiv  for  Math.  Bd.  3  und  4,  Christiania  1878  und  1879. 
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toid  welche  atisserdem  2r  Relationen  von  der  Fomi: 

(2)  BxU  =  q)x{u,  v),     liyV  =  Xx(jh  ^) 

(X  =  1  .  .  .  r) 

hefriedigcn.    Die  Gleichungen:  u  =  const.^  v  =  conat.  stellen  dann  eine 
bei  der  Gruppe  invariante  Schaar  von  oo^  Element- J/j  dar. 
Auf  Grund  von  S.  377  können  wir  auch  sagen: 
Ufisere  Gruppe:  B^f'-Brf  ist  dann  und  mir  dann  reducihely  wenn 
sie  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

(3)  a{x,  s,  y)  '/-  +  y(x,  g,  y)  ^^f  +  ß{x,  s,  y)|J  =  0 

invariant  lässt,  von  welcher  irgend  zivei  unabhängige  Lösungen  in  In- 
volution liegen. 

Es  sei  (3)  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung,  welche  zwei 
unabhängige' Losungen  u  und  v  besitzt,  die  in  Involution  liegen.  Dann 
ist  einerseits  identisch: 

du    .       du    .    ^du  .. 

( X    ^    '  dz    '    '  cy 

cv    .       CO    .    ^dv  _   .  .. 

«ä^  +  y  dz  +  ^w "  -  ^^> 

woraus  folgt: 

(4)        .       «  -  y  -  P 


du  cv         dv  du  ""   dv  du        du  dv      '  du  dv         dv  du  ' 
dy  dz         dy  dz         dy  ex        dy  dx  cz  dx        dz  ex 


andrerseits    haben   wir   wegen    der   Involutionsbeziehung   zwischen    u 

und  VI 

^-v  du  dv         dv  du    ,       (du  dv  dv  du\ ^ 

^  ^  dy  dx         cy  dx    '    '^\dy  dz         dy   dz) 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  zwei  ersten  Nenner  in  den  Gleichungen 
(4)  entweder  beide  gleich  Null  sind  oder  beide  von  Null  verschieden. 
Im  ersten  Falle  ist  nothwendig:  a  =  y  =  0,  im  zweiten  ergiebt  sich: 
y  ^  ay,  in  beiden  Fällen  hat  mithin  die  Differentialgleichung  (3)  die 
Gestalt: 

C3')  a{x,  5,  y)  •  (1^  +  y%)  +  ß{x,  z,  y)  ■  |J-  =  0, 

wo  natürlich  a  und  ß  nicht  gleichzeitig  verschwinden  dürfen. 

Umgekehrt  ist  leicht  zu  sehen,  dass  zwei  unabhängige  Lösungen 
u  und  V  einer  Differentialgleichung  von  der  Form  (3')  stets  in  In- 
volution liegen.     Die  Identitäten; 
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(cu     .        cu\    ,     ^cu         ^ 

( CC      .  cr\  CV 

\cx    •    -'  c:/    '    '   et/ 


-0 

haben  Dämlich,  da  a  und  ß  nicht  beide  verschwinden,  augenscheinlich 
die  Involutionsbeziehung  (5)  zwischen  u  und  v  zur  Folge. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  der  Satz  gilt: 

Satz  1.     Eine  r-gliedr'uie  Gruppe: 

B,t  =  l.U',  z,  i/)-5-^  +  Sxü',  z,  y)  l^^  +  v^i^y  z,  y)^-^ 

{K=l  .  .  .  r) 

von  Beriihrungstransfonnationen  der  Ebene  x^  z  ist  dann  und  nur  dann 
reduciMy  iccnn  sie  eine  lineare  partielle  Diffeientialgleichung  ixm  der 
Form : 

(3')  «(x,  z,  y) .  {^/^  +  ,,  a)  +  yix,  z,y)-t{^=() 

invariant  lässt. 

Eine  reducible  Gruppe:  B^f'-Brf  "^ou  Beruhrungstransformationen 
kann  insbesondere  auch  aus  lauter  (erweiterten)  Punkttransformationen 
der  Ebene  a*,  z  bestehen.  Wie  wir  anmerken  wollen,  tritt  dieser  Fall 
dann  und  nur  dann  ein,  wenn  die  Gruppe  eine  Differentialgleichung 
von  der  Form  f3')  invariant  lasst,  in  welcher  die  Function  a  ver- 
schwindet, eine  Differentialgleichung  also,  deren  Losungen  sammtlich 
von  y  frei  sind;  denn  nur  unter  dieser  Voraussetzung  lässt  die  Gruppe 
diejenige  Schaar  von  oo-  Element -J/j  invariant,  welche  von  allen..fl=:ai 
Punkten  der  Ebene  x,  z  gebildet  wird.  — 

Dem  Satze  1  können  wir  noch  eine  andere  Fassung  geben.     Di^^  ie 
lineare  partielle  Differentialgleichung: 


r'     I» 


{:^)  a  (r,  .-,  ;/)  g  +  ;- {x,  z,  y) -^^^  +  ß(JC,  -',  y)  p-  =  0 

und  das  simultane  System: 

(6)  ^  =  Ü  =  •'-•'- 

^   ^  a  y  p 

sind  nämlich  mit  einander  invariant  verknüpft,  das  heisst,  jede  Tran&.  — 
formation  in  den  Veränderlichen  x,  £,  y,  welche  (3)  invariant  lässC^ 
lässt  auch  (6)  invariant   und  umgekehrt.     Folglich  können  wir  aucb 
sagen : 

Satz  2.     5t'//  eine  r-ylieiJrige  Grupix: 

Bnf=  £x(.r,  z,  v)^'"(^  +  tr  :.r,  r,  y^  |"[.  +  iy,(j:,  r,  y)g^ 
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van  Berührungstransformationen  der  Ebene   x,  z   reduexbel  sein,  so  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  sie  ein  sinmltanes  System  von  der  Form: 

/.jx  dx ^^  dz  ^^ dy 

^^  ti(x,z,y)         y>tt{x,z,y)        ß{x,z,y) 

invariant  lässf. 

Endlich  wollen  wir  noch  den  Satz  beweisen: 
Satz  3.     Eine  irreducible  Gruppe: 

B,f=  |x(:r,  ^,  y)'^^  +  t.{x,  r,  y)Jj  +  fi,{x,  z,  //)jj 

(X  =  1  .  .  .  r) 

von  Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  0  lässt  ausser  der  Gleichung: 
dz  —  ydx  =  0  heine  andere  Ff  äff  sehe  Gleidimig: 

X(Xj  s,  y) .  dx  +  v(x,  z,  y).dz  +  (i{x,  z,  y)  .dy  =  0 

invariant. 

Liesse  die  Gruppe  nämlich  die  beiden  von  einander  verschiedenen 
Pfaffschen  Gleichungen: 

dz  —  ydx  =  0,       Xdx  +  vdz  +  i^^y  =  0 

invariant;  so  liesse   sie   auch  das  von  denselben  bestimmte   simultane 
System : 

dx  dz     dy 

f*  2/.ft         —  X  —  y  .  V 

invariant  und  wäre  daher  nach  Satz  2  nicht  irreducibel,  was  mit  der 
Voraussetzung  des  zu  beweisenden  Satzes  in  Widerspruch  stände. 

§  98. 

Die  Grössen  x,  z,  y  haben  wir  bis  jetzt  immer  als  Coordiuaten 
der  Linienelemente  in  der  Ebene  x,  z  aufgefasst^  wir  können  sie  aber 
auch  als  Punktcoordinaten  in  einem  dreifach  ausgedehnten  Räume 
deuten.  Das  wollen  wir  jetzt  thun  und  uns  zunächst  den  Zusammen- 
hang zwischen  diesen  beiden  verschiedenen  Auffassungen  klar  machen. 

Jedem  Linienelemente  der  Ebene  x,  z  entspricht  für  die  neue 
Auffassung  im  Räume  x^  z,  y  ein  Punkt.  Jeder  Element-JK^  der 
Ebene  x,  z  entspricht  im  Räume  x,  z,  y  eine  die  Pfaflfsche  Glei- 
chung: dz  —  ydx  =  0  befriedigende  Curve,  mag  nun  die  betreflFende 
Element- il/^  aus  allen  Elementen  einer  Curve  oder  aus  allen  Elementen 
eines  Punktes  der  Ebene  x,  z  bestehen.  Umgekehrt  entspricht  jeder 
Curve  des  Raumes  x,  z^  y,  welche:  dz  —  yda;  «=  0  befriedigt,  eine 
Element-Jlfi  der  Ebene  x,  z.  Bezeichnen  wir  daher  jede  Curve  des 
Raumes  x,  z,  y,  welche  die  Pfaflfsche  Gleichung:  dz  —  yc7a:  =  0  erfüllt, 
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als  eine  Integralcurve  dieser  Gleichung,  so  können  wir  sagen:  Die 
Element- M^  der  Ebene  x,  s  bilden  sich  im  Bannte  x,  z,  y  als  die  In- 
tegralciinen  der  Pfajf selten  Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  a6  und  umgekeiirt 
(vgl.  S.  14). 

Die  Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  ihrerseits  hat  für  den  Raum  x,  s,  y 
eine  sehr  einfache  geometrische  Bedeutung.  Sie  ordnet  nämlich  jedem 
der  cc^  Punkte  Xy  z,  y  dieses  Raumes  cx)^  Fortschreitungsrichtungen 
dx  :  dy :  dz  zu,  welche  ein  ebenes  BQschel  bilden.  Der  Inbegriff  der 
so  definirten  oo^  Büschel  Ton  Richtungen  ist  augenscheinlich  das  voll- 
ständige geometrische  Bild  der  Pfaffschen  Gleichung:  dz  —  yrfa:  =  0. 

Eine  Gurve  des  Raumes  x,  z,  y  befriedigt  daher  die  Pfaffsche 
Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  sie 
ist  eine  Integralcurve  dieser  Gleichung,  wenn  in  jedem  Punkte  der 
Curve  die  Richtung,  welche  von  der  zugehörigen  Tangente  der  Curve 
bestimmt  wird,  in  das  dem  Punkte  zugeordnete  Büschel  von  Richtungei 
hineinfällt 

Andrerseits  stellt  eine  Berührungstransformation  der  Ebene  x, 
im  Räume  x,  Zy  y  eine  Puukttransformation  dar,  welche  den  Inbegrii 
der  besprochenen  Büschel  von  Richtungen  invariant  lässt,  nnd  um- 
gekehrt entspricht  jeder  Punkttrausformation  des  Raumes  x,  z^ 
welche  den  Inbegriff  dieser  Büschel  invariant  lässt,  eine  Berührungs^st  ^- 
transformation  der  Ebene  x,  z.  Jede  derartige  Punkttransformatior  «ZDon 
des  Raumes  x,  z,  y  führt  die  Integraicurven  der  Pfaffschen  Gleichung^^  jg: 
dz  —  ydx  =  0  wieder  in  Integraicurven  über,  und  umgekehrt  ist  jedE^-dle 
Punkttransformation  des  Raumes  x,  Zy  y,  welche  die  Integralcurve^^ -en 
von:  dz  —  ydx  =  0  wieder  in  Integraicurven  verwandelt,  das  BiT^S:  fld 
einer  Berührungstransformation  der  Ebene  x,  z  (vgL  S.  15  f.). 

Eine  reducible  Gruppe  von  Berührungstransformationen  der  EbeiKr^ene 
X,  z  erscheint  im  Räume   x,  z,  y  als  eine   imprimitive  Gruppe  v^  ^^on 
Punkttransformationen;  sie  lässt  ja  eine  lineare  partielle  Differenti^  Jal- 
gleichung  von  der  besonderen  Form: 

ex    '      ^  cz    ^    '^  ctf 

oder,   was  auf  dasselbe  hinauskommt,  ein  simultanes  System  von  c^3er 
Form: 

invariant 

Unser  Problem,  alle  irreducibeln  Gruppen  von  Berührungstran«- 
Formationen  der  Ebene  Xy  z  zu  bestimmen,  lässt  sich  mithin  auch  so 
aussprechen:  es  sind  alle  Gruppen  ton  Punkttransformationen  des  Baumes 
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Xf  z,  y  aufzustellen^  welche  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz—ydx  =  0,  nicht 
aber  ein  simultanes  System  van  der  besonderen  Form  (7)  invariant  lassen. 
Die  zweite  dieser  beiden  Bedingungen  Hesse  sich  auch  so  ausdrücken: 
Es  soll  keine  Schaar  von  oo^  Integralcurven  der  Gleichung:  dz  —  ydx=^0 
bei  der  Gruppe  invariant  bleiben. 

Da  nach  Satz  3,  S.  393  eine  irreducible  Gruppe:  B^f  -  •  •  Brf  von 
Berührungstransformationen  der  Ebene  Xj  z  nur  die  eine  PfaflFsche 
Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  invariant  lässt,  kann  man  leicht  erkennen, 
dass  jede  solche  Gruppe  als  Gruppe  von  Punkttransformationen  des 
Raumes  x^  z,  y  transitiv  ist.  Denn  wäre  sie  das  nicht,  so  gäbe  es 
unter  allen  Umständen  im  Räume  Xy  Zy  y  eine  Schaar  von  cx>^  bei  der 
Gruppe  invarianten  Flächen:  ^(a;,  z^  y)  =  const.,  daraus  aber  würde 
folgen,  dass  bei  der  Gruppe  die  Pfaffsche  Gleichung:  dip^^O  invariant 
bliebe,  welche  offenbar  von:  dz  —  yda;  =  0  verschieden  ist,  und  das 
ist  eben  nach  Satz  3  ausgeschlossen.     Also: 

Satz  4.    Jede  irreducible  Gruppe: 

BJ=  |x(a;,  z,  y)^  +  gx(a:,  z,  y) |{  +  ri^{x,  z,  y)|-^ 

(x  =  1  •  •  •  r) 

tx>f>  Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  z  ist,  als  Gruppe  von 
Punkttransformationen  des  Raumes  x,  z,  y  aufgefasst,  transitiv. 

§  99. 
Es  seien  wiederum: 

B,f=  |x(^,  ^,  y)5'^  +  Sx(^,  ^,  y)  '/^  +  v^(^,  ^,  y)l~ 

(x  =  1  •  •  •  r) 

unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  r-gli'edrigen  Gruppe 
von  Berührungstransformationen  der  Ebene  a:,  z. 

Da  es  uns  nur  um  die  irreducibeln  Gruppen  zu  thun  ist  und  da 
nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  jede  irreducible  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen der  Ebene  Xy  z  als  Gruppe  des  Raumes 
Xy  Zy  y  transitiv  sein  muss,  so  wollen  wir  noch  die  besondere  Voraus- 
setzung machen,  dass  die  Gruppe:  B^f-  -  -  Brf  als  Gruppe  des  Baumes 
Xy  z,  y  transitiv  ist.  Es  wird  dann  zu  untersuchen  sein,  unter  welchen 
Bedingungen  diese  Gruppe  B^f'-Brf  zu  gleicher  Zeit  irreducibel  ist. 

Wir  betrachten  für  einen  Augenblick  Xy  Zy  y  als  Functionen  einer 
Hülfsveränderlichen  ty  welche  bei  unsrer  Gruppe  nicht  transformirt 
wird,  und  erweitem  die  Gruppe  durch  Mitnahme  der  Differential- 
quotienten: 
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dx  f       dz  0       dtf  , 

dt   "^  ^  '      dt   "^  '^  '       rfF  ""  ^  • 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  (vgl.  Abschnitt  I,  S.  524  f.)  in  den  Ver- 
änderlichen Xy  y,  0f  x',  y',  z'  eine  neue  r-gliedrige  Gruppe  mit  den 
T  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

WO  zur  Abkürzung  5x  für 

geschrieben  ist,  während  gx,  -»^x  entsprechende  Bedeutungen  haben. 

Man  kann  x ,  z,  y'  als  homogene  Coordinaten  der  durch  de 
Punkt  X,  Zj  y  gehenden  Richtungen  auffassen  und  demnach  die  sech 
Grossen  Xj  Zj  y,  x\  z',  y'  als  Bestimmungsstücke  dei^  Linienelement 
des  Raumes  x,  z,  y  (a.  a.  0.  S.  525).  Für  diese  Auffassung  giebt  di 
Gruppe:  B^f'-B/f  an,  in  welcher  Weise  die  Linienelemente 
Raumes  x,  z,  y  von  der  Gruppe:  B^f-  •  •  Brf  transformirt  werden. 

Ob  man  übrigens  die  Grössen:  x,  z,  y,  x\  z',  y'  oder  die  Grosse 
Xj  z,  y,  dx^  dz,  dy  als  Coordinaten   der  Linienelemente  des  Raum 
Xy  z,  y  betrachtet,  das  ist  ganz  gleichgültig;  die  Gruppe:  B^f'  •  •  Bi 
transformirt  ja  augenscheinlich  x,  z,  y,  x\  z\  y'  genau   so,  wie 
Gruppe:  B^f-'-Brf  die  Grössen  x,  Zy  y,  dx,  dz,  dy.     Da  nun  B^f 
Brf  als  Gruppe  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  z 
PfaflFsche   Gleichung:   dz  —  ydx  =  0    invariant  lässt,   so  leuchtet  ^ 
dass  bei  der  erweiterten  Gruppe:  B^^f-  -  -  B/f  die  Gleichung: 

z'  —  y  ,  x'  =  0 
invariant  bleibt. 

Jetzt  denken  wir  uns  in  den   B^f  die  Jx,  5x;  Vx  nach  Potenzen 
von  X  —  Xq,  z  —  5^),  y  —  yQ  entwickelt,  unter  Xq,  Zq,  y^  einen  Pu^ 
vo}i   alhjenieiner  Lage   verstanden,   also    einen,   für  welchen   sich    d/e 
6x,  ix,  Vx  regulär  verhalten  (Abschnitt  I,  S.  118)  und  welcher  au8se^ 
dem  weder  selbst  bei  der  Gruppe:   B^f-  •  -Brf  invariant  bleibt,  noci 
auf  einer  invarianten  Curve  oder  invarianten  Fläche  des  Raumes  x, z^y 
liegt.    Derartige  Punkte  x^,  Zq,  j/q  giebt  es  sicher,  da  B^f"*Brf  "OAxk 
Voraussetzung  als  Gruppe  des  Raumes  x,  z,  y  transitiv  ist. 

Unter  den  infinitesimalen  Transformationen:  e^B^f  -{-  •  •  •  +  ^rBrf 
betrachten  wir  insbesondere  die,  welche  den  Punkt  x^y  Zq,  Pq  invariant  I  c 
lassen,  oder  mit  andern  Worten  die,  in  deren  Reihenentwickelungen  1  & 
nach  x  —  Xq,  z  —  z^,  y  —  yo  nur  Glieder  von  erster  und  höherer  Ordnung        1     r 


Je 
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auftreten.  Solcher  Transformationen  enthalt  die  Gruppe:  B^f'-'Brf 
wegen  ihrer  Transitivität  gerade  r  —  3  unabhängige  (s.  Abschnitt  I, 
S.  217);  etwa  die  nachstehenden: 

0  =  1. ..r  — 3), 

WO  zum  Beispiel  jr^  bei  Weglassung  der  Glieder  zweiter  und  höherer 
Ordnung  die  Form  hat: 

h  =  o>i(^  -  ^o)  +  «/2(^  -  ^o)  +  ö,-3(y  —  J/o)  H , 

während  j;  und  \)j  ähnlich  gebildet  sind.  Natürlich  erzeugen  B^f-  •  • 
Br— 3/*  eine  (r  —  3)-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  B^f"-  Brf- 

Indem  wir  die  Bjf  ebenso  erweitern  wie  vorhin  die  Bxf,  erhalten 
wir  r  —  3  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Gestalt: 

B;r=B,/-+E,'g  +  ä,'|f  +  ^/^ 

0  =  1  •••r— 3), 

wo  zum  Beispiel  das  iJ  folgendermassen  lautet: 

Ij  =  («;i  H )^'  +  («;2  H )z'  +  {(iji  -I )y\ 

Diese  Transformationen:  B//*  •  •  •  B^Ls/*  gehören  selbstverständlich  der 
Gruppe:  B^f'-^Brf  an  und  erzeugen  eine  (r — 3)-gliedrige  Unter- 
gruppe derselben,  eine  Untergruppe,  welche  den  Punkt  Xq,  Bq,  j/q  in- 
variant lässt,  aber  die  Richtungen  dx:  dz  :  dy  oder  x' :  z' :  y'  durch 
diesen  Punkt  unter  einander  vertauscht.  Um  zu  erfahren,  in  welcher 
Weise  die  betreffenden  Richtungen  unter  einander  vertauscht  werden, 
brauchen  wir  nur  (Abschn.  I,  S.  600)  in  den  B//*  an  Stelle  von  rr,  y,  0 
bezüglich  x^^  yQ,  Zq  einzusetzen;  dann  bekommen  wir  r  —  3  infinitesi- 
male Transformationen: 

S3/=  (öjfi^'  +  (^j2Z  +  ajzy)^  +  {c^ix  +  Cj2z'  -f  cj^y)  ^A  + 

0  =  l...r  — 3), 

welche  die  Richtungen  durch  Xq,  Zq^  y^  genau  so  transformiren  wie 
B//*'  •  •  ByLs/"  und  welche  ihrerseits  eine  Gruppe  erzeugen,  allerdings 
im  Allgemeinen  keine  (r  —  3)  -  gliedrige,  da  sie  nicht  von  einander 
unabhängig  zu  sein  brauchen. 

Wir  erinnern  daran  (s.  Abschn.  I,  §  149,  S.  599  ff.),  dass  SB,/"-  •  • 
fÖr—sf  durch  die  Glieder  erster  Ordnung  in  den  Reihenentwickelungen 
der  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe:  B^^/^-^'B^^s/*  bestimmt 
sind.  Man  erkennt  übrigens  auch  unmittelbar,  dass  dem  so  ist,  denn 
man  erhält  augenscheinlich  die  infinitesimalen  Transformationen:  ^if" 
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S8r— s/*;  wenn  man  in  B^f'  •  •  Br^^f  alle  Glieder  zweiter  und  höherer 
Ordnung  weglässt  und  ausserdem  für: 

_  —  ^f        ^L        ^L 

bezQglich  schreibt: 

,       .       ,       df        df        df_ 
^}    ^7    Vy     ex'      c^'     dy' 

Zugleich  erkennt  man,  dass  umgekehrt  die  Glieder  erster  Ordnung  in 
der  Reihenentwickelung  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 
der  Gruppe  B^f-  -  •  Br-s/*  durch  die  infinitesimalen  Transformationen: 
^if'-'  ^r-$f  bestimmt  sind. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  für  die  Gruppe:  JBi/*«  •  •  SSr-s/*  di 
Benennung  &  einführen. 


Nach  Seite  394  ordnet  die  Pfaffsche  Gleichung:  dss  —  ydx  =  ^^  0 
jedem  Punkte  des  Raumes  z,  is,  y  ein  ebenes  Büschel  von  <x>^  hindardm,^^. 
gehenden  Richtungen:  dx  :  dz  :  dy  oder:  x'  :z  :  y'  zu  und  der  Inbegrir^fiff 
aller  dieser  Büschel  bleibt  in7ariant  bei  jeder  Punkttransformation  d€^  .es 
Raumes  x,  0,  y,  welche  eine  Berührungstransformation  der  Ebene  x^  g 

ist.    Hieraus  folgt;  dass  jede  Berührungstransformation  der  Ebene  x^  $ 

welche  den  Punkt  x^j  z^y  y^  des  Raumes  Xj  z^  y  invariant  lässt,  au<^^^ 
das  diesem  Punkte  zugeordnete  Büschel  von  oo^  Richtungen:  x'iy'i        g 
festhält.     Mithin  bleibt  dieses  Büschel  bei  der  Gruppe:  B^f*  •  •  R/         ^f 
und   ebenso    bei   der    Gruppe    @    invariant;    die   do^   Richtungen  c^Hes 
Büschels  dagegen  werden  von  beiden  Gruppen  transformirt. 

Das  dem  Punkte  x^y  z^j  y^  zugeordnete  Büschel  von  Richtun^^eo 
wird    durch    die   Gleichung:   z' — yQ'X'=^0   dargestellt^   wir  k5ni^«ii 
daher   x'    und   y'  als   homogene    Goordinaten    der   Richtungen   di&^SKs 
Büschels  benutzen.     Da  nun  das  Büschel  bei  der  Gruppe  @  invarisuit 
bleibt,    so    lässt    sich    sofort   angeben,   in    welcher    Weise    seine   c3o' 
Richtungen   von   dieser   Gruppe   transformirt   werden.     Wir   brauclieo 
nämlich  blos  (s.  Abschnitt  I,  S.  233  £)  aus  den  infinitesimalen  Tran^ 

formationen  SBi/^'-'SSr-a/*  von  ®  die  Glieder  mit  -J,  wegzulassen  und 

in  den  übrigen  Gliedern  die  Substitution:  z'=yQ.x'  zu  machen,  dann 
bekommen  wir  in  x'yy'  r — 3  verkürzte  infinitesimale  Transformationen: 

93/=  ({ajx  +  yo«;»)^'  +  ^j^V)^  +  ((pji  +  Vo^s^W  +  hT^y)f^ 

0  =  l...r  — 3), 

welche  ihrerseits  eine  Gruppe  erzeugen  und  welche  die  Richtungen  des 
besprochenen  Büschels  genau  so  transformiren  wie  Si/"- •  •  ©,^3/ und 
also  auch  wie:  B^f-  •  •  Br—sf* 
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Die  Gruppe:  93i/'- •  •  SÖ/^-s/*,  welche  wir  kurz  mit  &  bezeichnen 
wollen  y  ist  eine  Untergruppe  der  allgemeinen  linearen  homogenen 
Gruppe  einer  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  und  hat  daher 
höchstens  vier  Parameter.  Ist  sie  yiergliedrig^  so  transformirt  sie 
nach  Abschnitt  I,  S.  557  f.  die  cx>^  Richtungen  x'  :y'  unsres  Büschels 
durch  die  allgemeine  projective  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  und  lässt  daher  keine  Richtung  x' :  y'  stehen. 

Ist  die  Gruppe  &  dreigliedrig,  so  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
Entweder  nämlich  enthält  sie  die  infinitesimale  Transformation: 

^i^elche  alle  <x>^  Richtungen  x'  i  y'  in  Ruhe  lässt,  oder  sie  enthält  diese 
Transformation  nicht. 

Im  zweiten  der  beiden  Fälle  giebt  es  in  &  oflfenbar  drei  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  von  der  Gestalt: 

dy  ^^V  dx^y  dy'J 

,df  f  df    .       (   f  df    .      ,  'cf\ 

ex         *^  öy     *    ^\     ox     '    ^  cy  J 

'^  (^x    '      \     ex        *^  e?2/  / 

liier  aber  sind  die  Constanten  X,  ft,  v  alle  drei  gleich  Null,  wie  man 
sich  durch  paarweise  Combination  der  drei  infinitesimalen  Transfor- 
mationen sofort  überzeugt,  folglich  ist  &  in  diesem  Falle  nichts 
anderes  als  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe  der  zweifach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  und  transformirt  die  oo^  Richtungen  x'  :y' 
durch  die  allgemeine  projective  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit.  Eine  bei  &  invariante  Richtung  x' :  y'  giebt  es 
demnach  nicht. 

Im  ersten  der  beiden  Fälle  enthält  @  drei  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  von  der  Form: 

^f=-'li  +  y'ly' 

/=-  «2»  r£  +  ß\^  ii'  -  y  ry')  +  ^»^  i*y" 

WO   Ty^f  und  Y^f  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  angehören 
und  für  sich  offenbar  eine  zweigliedrige  Gruppe  erzeugen.   Daher  können 


4f/j  Kapitel  23.  S  9&. 

wir  uns  nach  Abschnitt  I,  S.  592  die  infinitesimalen  TransformaiiODen: 
Yyf  und  Y^f  von  Tornherein  so  gewählt  denken,  dass  eine  ßek&on 
von  der  Form: 

i';(iV7))-5;(i'.:/j)  =  c.r,./. 

besteht  Weil  nun  Yf  die  Richtungen:  x'iy'  alle  stehen  lässt,  so 
transformirt  @  diese  Richtungen  blos  zweigliedrig  nnd  zwar  genau 
so,  wie  die  zweigliedrige  Gruppe:  Y^fy  Yj\  auf  diese  letztere  aber 
können  wir  den  Satz  4  auf  S.  589  des  Abschnitts  I  anwenden,  nach 
welchem  sie  jedenfalls  eine  Richtung:  x' i  n'  in  Ruhe  lässt«  und  wir 
erkennen  so,  dass  es  in  dem  vorliegenden  Falle  auch  sicher  eine  bei 
der  Gruppe  &  invariante  Richtung  giebt. 

Enthält  endlich  die  Gruppe  &  blos  zwei  oder  noch  weniger  anab- 
hängige infinitesimale  Transformationen^  so  überzeugt  man  sich  in  ginz 
ähnlicher  Weise,  dass  sie  dann  immer  mindestens  eine  Richtong  x' :  y' 
festhält 

Damit  ist  bewiesen,  dass  es  nur  zwei  Fälle  giebt,  in  denen  die 
Gruppe  0$  keine  Richtung  des  zum  Punkte  x^,  j?^,  y^  gehörigen  Büschels 
stehen  lässt:  in  dem  einen  Falle  ist  &  die  allgemeine,  in  dem  andern 
ist  es  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe  der  zweifach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit. 

Wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  das  Vorhandensein  oder  Nicht- 
vorhandensein einer  bei  Ö)  invarianten  Richtung  darüber  entscheidet^ 
ob  die  Gruppe:  BJ-Iirf  von  Berührungstransformationen  der  Ebene 
X,  z  reducibel  ist  oder  nicht. 

Es  sei:  x^\y^  eine  Richtung  des  Büschels:  z' — y^jx'=0,  welche 
bei  (Vi  und  also  auch  bei  @  in  Ruhe  bleibt.  Mit  dem  Punkte  Xq,  z^^  jf« 
zusammen  bildet  dann  diese  Richtung  ein  Linienelement  des  Raomtf 
x^  ^,  y,  welches  bei  der  (r  —  3)-gliedrigen  Gruppe:  ^If-^-^l-^f  ^ßsm 
Lage  behält^  denn  diese  Gruppe  lässt  den  Punkt  x^^  z^^  y^  stehen  und 
transformirt  die  hindurchgehenden  Richtungen  genau  so,  wie  die 
Gruppe  0.  Nun  aber  enthält  die  r-gliedrige  Gruppe:  jBj^f'"Brf 
augenscheinlich  keine  von:  B^f'-Br—sf  unabhängige  infinitesimale 
Transformation,  welche  den  Punkt  Xq,  Zq,  y^,  und  also  auch  keine 
derartige  Transformation,  welche  das  besprochene  Linienelement  in- 
variant lässt,  folglich  nimmt  dieses  Linienelement  nach  Abschnitt  I, 
Theorem  85,  S.  483  bei  allen  oo''  Transformationen  der  Gruppe: 
B^f ' ' '  Brf  im  Räume  x,  Zy  y  gerade  oo^  verschiedene  Lagen  an, 
deren  Inbegriff  sich  dieser  Gruppe  gegenüber  invariant  verhält  Da 
ausserdem  die  Gruppe  B^f  •  •  •  Brf  die  Punkte  des  Raumes  a:,  if,  Jf 
transitiv  transformirt  und  x^,  z^^  y^  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
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ist,  so  leuchtet  ein,  dass  von  den  so  erhalteneu  c»*  Linienelementen 
zu  jedem  der  oo'  Punkte  des  Raumes  Xy  z,  y  eines  gehört.  Endlich 
ist  auch  noch  daran  zu  erinnern,  dass  die  Gruppe:  B^f-  •  •  Brf  die 
Gleichung:  z'  —  yx'=0  invariant  lässt  und  dass  in  Folge  dessen 
jedes  der  bewussten  oo^  Linienelemente  ebenso  wie  das  durch  den 
Punkt  a?Q,  Zqj  y^  gehende  die  Gleichung:  z'  —  yx'  =  0  erfüllt.  Unsere 
bei  der  Gruppe:  B^f^-Brf  invariante  Schaar  von  oo^  Linienelementen 
kann  demnach  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

(^\  _  ._?.' ^ _f'_ y'.    _ 

N  ^  a{x,  z,y)         y  .  a(x,  z,  y)        ß(x,  z,  y) 

dargestellt  werden. 

Damit  ist  bewiesen:  Wenn  die  oben  definirte  Gruppe  ®  eine 
Kichtung  x'iy'  invariant  lässt,  so  giebt  es  eine  Schaar  von  oo* 
Linienelementen  a?,  z^  y,  x':z':y'  des  Raumes,  welche  durch  Glei- 
chungen von  der  Form  (8)  dargestellt  wird  und  welche  bei  der  Gruppe: 
J5//*- ••  5//"  invariant  bleibt.  Hieraus  aber  folgt  sogleich,  dass  die 
Gruppe:  B^^f -- •  Brf  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  x^  z 
ein  simultanes  System  von  der  Form: 

dx  dz  dy 


(9) 


a(a^»^,2/)         2/-a(^»^iy)         ^{x,z,y) 


invariant  lasst,  mit  andern  Worten,  dass  sie  reducibel  ist  (s.  Satz  2, 
S.  392). 

Ist  umgekehrt  die  Gruppe:  B^f'-Brf  eine  reducible  Gruppe  von 
Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  z,  so  lässt  sie  nach  Satz  2, 
S.  392  ein  simultanes  System  von  der  Form  (9)  invariant.  Folglich 
stellen  die  Gleichungen  (8)  eine  Schaar  von  oo^  Linienelementen  dar, 
welche  bei  der  zugehörigen  erweiterten  Gruppe:  B^f"' Brf  invariant 
bleibt.  Ist  nun  Xq^  Zq,  y^  wieder  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage,  so 
definiren  die  Gleichungen: 

_     ^''     _ ^'  y' 

^  —  ^07        —    0»     y  —  t/oy      a(;ro,  z^,  y^)  ""  y^  .  a(x^,  z^,  y^)  ""  ß{x^\'z^,  y^) 

augenscheinlich  ein  durch  den  Punkt  Xq,  Zq,  y^  gehendes  Linien- 
element, welches  bei  der  Gruppe  B^'f-'B^sf  invariant  bleibt;  zugleich 
ist  klar,  dass  dieses  Linienelement,  welches  offenbar  dem  Büschel 
z'  —  J/o^'  =  0  angehört,  auch  bei  der  Gruppe  &  und  ebenso  bei  der 
Gruppe  &  seine  Lage  behält. 

Aus  alledem  geht  hervor,  dass  unsre  r-gliedrige  Gruppe:  B^f*»' 
Brf  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  z  dann  und  nur 
dann  irreducibel  ist,  wenn  die  zugehörige  auf  S.  398  f.  definirte  Gruppe 
&  keine  Richtung  x':y'  invariant  lässt. 
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Erinnern   wir  uns  endlich  des  auf  S.  400  Gesagten,  so  können 
wir  das  gefundene  Ergebniss  auch  folgendermassen  ausdrücken: 
Satz  5.     Ist  eine  r-glicdrige  Gruppe: 

(X  =  1  .  •  .  r) 

von  Berührungstransformatione^i  der  Ebene  x,  z  als  Gruppe  des  Baunies 
Xy  Zj  y  transitiv  und  soll  sie  zu  gleicher  Zeit  irreducibel  sein,  so  ist  noih- 
wendig  und  hinreichend^  dass  die  zugehörige  Gruppe  @  etitu^eder  die  all- 
geineine  oder  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe  in  x\  y  ist,  dass  also 
&  eine  der  beiden  Formen: 


tifui: 


besitzt. 


0  Cf  ,cf  fCf  0  Cf_  '^f  _\        '  ^f_ 

^  ä7'     ^  ex        y~cy'     ^  ex''     ^ä^  +  ^Fy 


/  cf  /  cf  .  cj^  ,  cf 

^  by'     ^  cx~y  äy  '     y  ex 


§   100. 

Wir  beschränken  uns  jetzt  vorerst  auf  die  Betrachtung  einer  ein- 
zelnen infinitesimalen  Berührungstransformation: 

Bf^  i{x,  z,  xj)^J^  +  %{x,  z,  y)'.{  +  i]{x,  z,  y)^ 

der  Ebene  x,  z.  Unter  Xq,  Zq,  y^  verstehen  wir  ein  beliebiges  Werth- 
system,  in  dessen  Umgebung  sich  |,  i,  17  regulär  verhalten;  überhaupt 
werden  ja  nur  solche  Werthsysteme  betrachtet. 

Wir  versuchen  zunächst  durch  eine  Berührungstransformation  der 
Ebene  x,  z  solche  neue  Veränderliche  x,  z,  y  einzuführen,  dass  das 
Werthsystem:  x==^Xq)  z  =  2qj  y  =  yo  ^'  S  =  0,  z  =  0,  y  =  0  über- 
geht.    Zu  dem  Ende  setzen  wir: 

X  =  ax  -^  ßz  -{-  fi,    z  =  yx  -{-  dz  +  v, 

wo  a,  ß,  y,  d,  ^,  v  Constanten  bezeichnen  und  wo  natürlich:  ad—ßy 
nicht  verschwinden  darf.  Wir  müssen  dann  vor  allen  Dingen  noch  y 
derart  als  Function  von  x,  z,  y  bestimmen,  dass  eine  Gleichung  von 

der  Form: 

dz  —  ydx  =  Q{dz  —  ydx) 

besteht.     Dabei  ergiebt  sich: 

iy  —  c^y)di  +  (*  —  ßy)dz  =  Q{dz  —  ydx), 
also  wird: 

und  mithin: 
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so  dass  die  Gleichungen: 


T-.   > 


(10) 


X  =  ccx  -\-  ß0  -{-  (ly        z  =  yx  -\-  8z  -\r  V 

y_'\-  '^V 


eine  Berührungstransformation  und  zwar  eine  erweiterte  Punkttrans- 
formation der  Ebene  x,  z  darstellen.  Die  sechs  Constanteu  a,  /3  •  •  • 
lassen  sich  nun  leicht  so  bestimmen,  dass  x^  z,  y  fiir  x  =  z  =  y  =  0 
bezüglich  die  Werthe  Xqj  Zq^  y^  annehmen,  wir  brauchen  nämlich  blos 
fi  ==  a:^,  1/  =  z^y  ay^  =  y  zu  machen,  was  sich  immer  erreichen  lässt, 
ohne  dass  aS  —  ßy  gleich  Null  wird. 

Sind  a,  ß,  y,  ö,  fi,  v  in  der  angegebenen  Weise  gewählt,  so 
werden  offenbar  x,  z,  y  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x,  z,  y,  und 
umgekehrt  werden  x,  z,  y  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  Xq, 
z  —  Zq,  y  —  t/o-  Führen  wir  daher  vermöge  der  Berührungstransfor- 
mation (10)  in  Bf  die  neuen  Veränderlichen  x^  z,  y  ein,  so  ist  die 
Berührungstransformation : 

Sf=  l{x,  z,  y)  ^  +  iix,  z,  y)  ^^  -f  \){x,  ^,  y)  ^^  =  Bf 

der  Ebene  Xy  z,  welche  wir  auf  diese  Weise  erhalten  (s.  Theorem  45, 
S.  276),  so  beschaffen,  dass  sich  j,  j,  t)  in  der  Umgebung  von:  x  = 
ip  =  y  ='  0  regulär  verhalten.  Zugleich  ergiebt  sich  noch  auf  Grund 
von  Abschn.  I,  S.  196  f.:  Beginnt  die  Reihenentwickelung  von  Bf  nach 
Potenzen  von  x  —  x^j  z  —  Zq,  y  —  y^  mit  Gliedern  f»-ter  Ordnung,  so 
beginnt  die  Reihenentwickelung  von  Bf  nach  Potenzen  von  Xj  z,  y 
ebenfalls  mit  Gliedern  m-ter  Ordnung. 

Wissen  wir  daher,  dass  eine  oder  meJirere  infinitesimale  Berührungs- 
transformationen : 

BJ^  i,ix,  ^,  J/)|J  +  gx(:r,  z,  y)^J-  +  ri,{x,  z,  y)^ 

(x==l,  2...) 

der  Ebene  x,  z  sich  in  der  Umgebung  des  Werthsystems:  x  =  x^j  ^  =  ^oj 
^8=2/^  regulär  verhalten,  so  Icönnen  wir  ohne  Beschränhing  der  Allgemein- 
Jieit  annehmen,  dass  XQ  =  ZQ  =  yQ  =  0  ist.  In  diesem  Kapitel  betrachten 
wir  in  Folge  dessen  nur  solche  Gruppen  B^f-'Brf,  deren  infinitesimale 
Transformationen  sich  in  der  Umgebung  des  Werthsystems  x  =  y  =  z==0 
regulär  verJialten. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  Glieder  niedrigster  Ordnung  in 

der   Reihenentwickelung   einer  beliebigen   infinitesimalen  Berührungs- 
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transformation  der  Ebene  x,  z  wirklich  aufzustellen.  Dabei  können 
wir  uns  dem  eben  Gesagten  zu  Folge  auf  Reihenentwickelungen  nach 
Potenzen  von  z,  z,  y  beschränken. 

Nach  Theorem  39,  S.  253  ist  jede  infinitesimale  Beruhrungstrans- 
formation: 

Bf=  i{z,  z,  y)^  +  r^{x,  z,  y)'X  +  l{x,  r,  yyX 

der  Ebene  Xy  z  durch  ihre  charakteristische  Function  W{x,  r,  y)  voll- 
ständig bestimmt,  denn  es  ist: 

*         cy  ^      '  ex        '^  cz  ^     ^  ^  cy 

Da  sich  hieraus  ergiebt: 

W=yl-t, 

so  verhält  sich  W  offefibar  stets  gleictizeitig  mit  |,  ly,  g  in  der  Umgebung 
von:  X  =  z  ^=  y  =  0  regulär.  Wir  können  uns  daher  auf  den  Fall 
beschränken,  dass  W  eine  gewohnliche  Potenzreihe  von  x,  t/,  r  ist: 

W  =  A  +  Bx  +  Cy  +  Dz  +  Ex^  +  Fxy  + 

•       +  Gy«  +  Hxz  +  Jyz  +  ÄV  -j . 

Jedes  Glied  m-ter  Ordnung  in  dem  Ausdrucke  fOr  W  beeinfiusst 
in  den  entsprechenden  Reihenentwickelungen  von  |  und  17  die  Glieder 
(m— l)-ter  und  w-ter  Ordnung,  in  der  Entwickelang  von  %  dagegen 
blos  die  Glieder  t»-ter  Ordnung.  Wollen  wir  daher  eine  Uebersicht 
darüber  gewinnen,  mit  welchen  Gliedern  nullter  und  erster  Ordnung 
die  Reihenentwickelung  einer  infinitesimalen  BerQhrungstransformation 
in  der  Umgebung  von  a;  =  y  =  je:  =  0  beginnen  kann,  so  haben  wir 
nur  für  W  eine  allgemeine  ganze  Function  zweiten  Grades  von  x^  y^  z 
einzusetzen  und  die  zugehörigen  Werthe  von  $,  17,  ^  zu  berechnen. 
Genau  dasselbe  erreichen  wir  nun  aber  bequemer,  wenn  wir  der 
charakteristischen  Function  W  der  Reihe  nach  die  Werthe: 

1,  a;,  y,  z,  a?^  xy,  y^,  xz,  yz,  ^ 

ertheilen  und  die  entsprechenden  infinitesimalen  BerQhrungstransfor- 
mationen  Bf  uns  aufschreiben.     Mit  Benutzung  der  Abkürzungen: 

df_  ^  df  ^  df  ^ 

ex        -^^      dy        ^'      cz  ' 

welche  wir  von  jetzt  ab  regelmässig  anwenden  wollen,  erhalten  wir 
dann  die  folgende  Tafel: 
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(11) 


w 

Bf 

W 

Bf 

1 

—  1 

r 

xy 

xp  —  yq 

—  X 

q  +  xr 

f 

"^yv  +  y'^r 

y 

^ 

—  xz 

{z  +  xy)q  +  xzr 

—  s 

yq  +  zr 

ys 

zp       y^q 

—  X- 

2xq  +  X'r 

2yzq  +  z^r 

Aus  derselben  können  wir  sofort  ablesen,  was  für  Glieder  von  nullter 
und  erster  Ordnung  in  Xj  y,  z  in  der  Reihenentwickelung  einer  belie- 
bigen infinitesimalen  Berührungstransformation  auftreten  können.  Ins- 
besondere ist  klar,  dass  eine  infinitesimale  Beröhrungstransformation, 
welche  nur  Glieder  von  erster  und  höherer  Ordnung  in  a?,  y,  z  enthält, 
nothwendig  die  Form  besitzt: 

X  ,xq  -\'  fi{x]}  —  yq)  +  v  .  yj)  +  ^(yq  +  ^0  +  ^  •  ^P  +  <y  •  ^Ö'  +  •  *  •  j 

wo  A,  ft,  V,  7t,  Qy  6  Constanten  bezeichnen  und  wo  die  weggelassenen 
Glieder  von  zweiter  und  höherer  Ordnung  sind. 


Hieran  knüpfen  wir  noch  eine  Bemerkung,  welche  im  Folgenden 
bei  einigen  Gelegenheiten  wichtige  Anwendung  finden  wird. 

Es  seien  Af  und  Bf  zwei  infinitesimale  Berührungstransformationen 
der  Ebene  x,  z  und  ihre  charakteristischen  Functionen  seien  bezüglich 
U(Xf  y,  z)  und  V(x,  y,  z).  Dann  ist  nach  Theorem  44,  S.  275  auch 
ABf — BAf  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  der  Ebene 
X,  s  und  zwar  eine  mit  der  charakteristischen  Function: 


^        düfrV    ,       dV\        dVfdU    ,      dU\ 
^  =  dyKdx  +  ^17)  ~  dy  \d~x  +  y-cz) 


cz    '        dz 


Wir  bemerken  nun,  dass  die  Glieder  niedrigster  Ordnung  in  der  Reihen- 
entwickelung von  ^  nach  Potenzen  von  x,  y,  z  im  Allgemeinen  durch 
die  Glieder  niedrigster  Ordnung  in  den  Reihenentwickelungen  von  ZI 
und  V  bestimmt  sind.  Beginnen  nämlich  TJ  und  V  bezüglich  mit 
Gliedern  ft-ter  und  v-ter  Ordnung: 

SO  fangt  Sl  mit  einem  Gliede  (f*  +  v  —  2)-ter  Ordnung  an,  welches 
die  Form: 

cy   dx         dx  dy 

besitzt.  Dieser  Umstand  giebt  zuweilen  über  die  Foi:m  der  infinitesi- 
malen Berührungstransformation  ABf — BAf  genaueren  Aufschluss, 
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als  die  direkte  Berechnung  der  Glieder  niedrigster  Ordnung  you 
ABf—BAf  aus  den  Gliedern  niedrigster  Ordnung  von  Äf  und  Bf 
(s.  Abschnitt  I,  S.  193). 

Im  Folgenden  werden  wir  übrigens  wie  im  ersten  Abschnitt  för 
den  Ausdruck:  ABf — BAf  die  Abkürzung  (-4JB)  anwenden.  Man 
überzeugt  sich  leicht,  dass  diese  Art  der  Abkürzung  nur  ein  besonderer 
Fall  des  Symbols  {(pif)rp  ist.  Jede  infinitesimale  Berührungstransfor- 
mation: 

Bf=  ^(Xy  II,  z)p  +  ri{x,  ijy  2)q+  t(^y  //,  e)r 

der  Ebene  x,  z  ist  ja  zugleich  eine  infinitesimale  Punkttransformation 
des  Raumes  x^  tff  0  und  lasst  sich  daher  auch  als  eine  infinitesimale 
homogene  Berührungstransformation  in  den  Veränderlichen  x,  y,  g, 
p,  q,  r  auffassen. 

§  101. 

Nunmehr  wenden  wir  uns  wieder  zur  Untersuchung  der  irreducibdn 
Gruppen  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  z.  G  sei  eine 
derartige  Gruppe  und  zwar  eine  r-gliedrige,  erzeugt  von  den  r  unab- 
hängigen infinitesimalen  Berührungstransformationen: 


cy 

(x  =  l  .  .  t). 


B4=  gx(:r,  y,  z)^  +  ri^{x,  y,  z)U-  +  i^{x,  y,  z)-X 


Wir  denken  uns  die  infinitesimalen  Transformationen  von  G  in 
der  Umgebung  eines  Werthsystems  Xq^  y^,  Zq  von  allgemeiner  Lagt 
(vgl.  S.  396)  nach  Potenzen  von  x  —  Xq,  tf  —  Vo,  z  —  Zq  entwickelt 
Dabei  dürfen  wir  aber  nach  S.  403  voraussetzen^  dass  Xq,  y^,  z^  alle 
drei  gleich  Null  sind. 

Die  irreducible  Gruppe  G  von  Berührungstransformationen  der 
Ebene  x,  z  ist  als  Gruppe  des  Raumes  x,  y,  z  transitiv  (s.  S.  395), 
sie  enthält  daher  (vgl.  Abschnitt  I,  S.  217,  Satz  5)  in  der  Umgebung 
von  X  =  y  ^=  z  =  0  drei  unabhängige  infinitesimale  Berührungstrans- 
formationen von  der  Form: 

wo  die  weggelassenen  Glieder  in  x^  y,  z  von  der  ersten  oder  von 
höherer  Ordnung  sind.  Nun  haben  die  charakteristischen  Functionen 
von  Af  und  Bfy  abgesehen  von  den  Potenzen  zweiter  und  höherer 
Ordnung,  die  Form: 

f/i  =  y  +  a^  H ,      U^  =  —  x+bz  -^  "', 

wie   man  aus    der   Tafel  (11),    S.  405  sofort  entnehmen   kann.    Die 
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charakteristische  Function  der  infinitesimalen  Berührungstransformation: 
A^A^f — A^A^f=  {A^A^  lautet  daher  nach  S.  405: 

oder  ausgerechnet: 

-1  +  ..., 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  erster  und  höherer  Ordnung  sind. 
Hieraus  ergiebt  sich,  xlass  die  Glieder  nuUter  Ordnung  von: 

A,A,f-  A,AJ=  (A.A,)  =  Q,  +  . . .,     3  +  . . .) 

die  Form:   r  +  a^)  -|-  bq   besitzen,   dass   also   eine  Relation  von  der 

Form: 

(12)  ip-\ ,     (/  H )  =  r  +  ap  +  bq-] 

besteht,  in  welcher  a  und  6  gewisse,  vorläufig  nicht  näher  bestimmbare 
Constanten  bezeichnen  und  in  welcher  die  weggelassenen  Glieder  sämmt- 
lich  von  erster  oder  von  höherer  Ordnung  in  Xf  y,  e  sind.  Diese 
Formel,  die  natürlich  auch  für  reducible  Gruppen  gilt,  wird  uns  später 
wesentliche  Dienste  leisten. 

Die  Gruppe  G  enthält  r-— 3  unabhängige  infinitesimale  Berührungs- 
transformationen, welche  das  Werthsystem:  x  =  y  =  0  =  O  invariant 
lassen  und  eine  (r  —  3)-gliedrige  Untergruppe  erzeugen.  Wir  wollen 
diese  r  —  3  infinitesimalen  Transformationen  wie  auf  S.  397  mit  B^f". 
Br—zf  bezeichnen. 

In  den  Reihenentwickelungen  der  infinitesimalen  Berührungstrans- 
formationen: Bif"'Br—3f  kommen  nur  Glieder  von  erster  und  höherer 
Ordnung  in  x,  y,  0  vor,  folglich  muss  (s.  S.  405)  die  allgemeine  infini- 
tesimale Transformation  der  Gruppe:  B^f  -  '  '  Br—sf  die  Form: 

X.xq  +  ii(xp  —  yq)  -^v.yp  +  7t(yq  +  zr)  + 

< 

+  Q  -^P  +  (f  -^Q-i 

besitzen,  wo  die  weggelassenen  Glieder  von  zweiter  und  höherer  Ordnung 
in  x^  y,  0  sind  und  wo  A,  ft,  v,  n,  q,  0  von  der  besonderen  Beschaffen- 
heit der  Gruppe:  Bi/"- •  •  Br-a/*  abhängen.  Nun  gehört  nach  S.  397  f.  zu 
der  Gruppe:  B^/ •  •  •  Br—sf  eine  gewisse  lineare  homogene  Gruppe  &, 
die  angiebt,  in  welcher  Weise  die  Richtungen  durch  den  invarianten 
Punkt  x==y=Z'=0  von  der  Gruppe:  Bj /"•  •  •  B^-s/' transformirt  werden, 
diese  letztere  als  eine  Gruppe  des  Raumes  x,  Zy  y  aufgefasst.  Die 
allgemeine  infinitesimale  Transformation  von  %  ist  durch  die  Glieder 
erster  Ordnung  in  den  Reihenentwickelungen  von  Bj/'-Br—s/' bestimmt 
und  hat  daher  (s.  S.  397  f.)  die  Form: 


(13) 


(14)       { 
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A  .  x<i  +  fi(a;>'  —  yq)  +  i' .  yY  +  7r(t/ g'  +  zr')  + 

WO  />',  (/',  r'  für: 

(I  et  et 

ex-  '       t  y  '       Cz 

geschrieben  ist  und  woA,^,v,3r,p,(T  dieselben  Werthe  haben  wie 
in  dem  Ausdruck  (13). 

Die  Gruppe   ©  ihrerseits  lässt  das  Büschel  von  cx)'  Richtungen: 
X  :y'  i  2    invariant,   welches  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  ydx  =  0 
dem  Punkte:  x  =  y  =  z  =  0  im  Räume  Xy  y,  z  zuordnet,  und  trans- 
formirt  die  oo*  Richtungen  dieses  Büschels  durch  eine  gewisse  Gruppe®. 
Berücksichtigen  wir,  dass  ;?'  =  0  die  Gleichung  des  betreflfenden  Büschels 
ist,  und  wählen  wir  wie  auf  S.  398  x\  y'  als  homogene  Coordinaten 
der  Richtungen  des   Büschels,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  die  all- 
gemeine infinitesimale  Transformation  von  @  die  Form: 

(15)  k  .  x<i'  +  ii{x'p'  —  yq)  +  V  .  y'p  +  n  .  yq 

besitzt.     Hier  haben  A,  ^,  v,  n  dieselben  Werthe  wie  in   (14)  und 
in  (13). 

Nun   aber  soll   Bj''li,f  als   Gruppe   von  Berührungstrans'fot- 
mationen   der  Ebene  x,  z  irreducibel   sein  und   dazu   ist  nach  S.  -^^l 
noth wendig    und    hinreichend,    dass    die   Gruppe    (B    eine    der   beiden 
Formen : 

(S()  xq,    xp--yq,     yp,    xp+yq 

und: 
(SB)  3)qyxp—yq,yp 


besitzt.     Aus   diesem   Umstände  können   wir   rückwärts    auf  die      ver- 
schiedenen Formen  schliessen,  welche  die  Gruppe  @  haben  kann. 

Besitzt    @    die  Form   (21),   so   stellt  der  Ausdruck  (15)  die      all- 
gemeine infinitesimale  Transformation  von  %  dar,  sobald  man  in     ibzQ 
X,  ILj  V,  7C  als  willkürliche  Parameter  betrachtet     In  der  allgemeiflefl 
infinitesimalen  Transformation  (14)  von  @  sind  demnach  A,  ^,    ^,  * 
ebenfalls  willkürliche  Parameter.    Hieraus  folgt,  dass  ®  jedenfalls   yier 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

CJ'=  xq  +  a^zp'  +  ß^z'q 

)j  =  xp  —yq  +  a.^z  p  +  ß^z  q 

CJ=  xy  +  yq'  +  2zy  +  a^zY  +  ß.z'q' 
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enthalten  muss,  wo  x'j)  +  y\i  +  2/y'=  x^' —  y'2'+  ^fy'^'  +  ^V) 
au  Stelle  von  y(i'\-z'r  eingeführt  ist,  um  eine  gewisse  Gleich- 
berechtigung von  X  und  y  zum  Ausdruck  zu  bringen.  Ausser  C^f-* 
CJ  kann  es  in  65  möglicherweise  noch  infinitesimale  Transformationen 
von  der  Form: 

geben. 

Enthält  %  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form  Df^ 
80  enthält  es  zu  gleicher  Zeit  die  Transformationen: 

(DC.)  =  A  .  Z'q,        iI)C,)  =  II  .  z'p' 

und  da  X  und  ^  nicht  beide  verschwinden  können,  so  enthält  es  sowohl 
z'p'  als  z'q    und  hat  mithin  die  Form: 

(16)     xq,    xj^-^yq,    yVj    xp+yq+2zr,    zpy    zq. 

Andrerseits   enthalte   &  keine   infinitesimale   Transformation   von 
der  Form  Df.     In  diesem  Falle  ergiebt  sich  durch  Combination: 

(Cic^s)  =  ^y  —  yV+  ßi^'r—  ^z^'a, 

eine   Transformation,  welche  nothwendig   in  @  enthalten   sein   muss; 

da  es   nun  in   @  keine   Transformation   von  der  Form  Df  giebt,   so 

schliessen  wir,  dass:    a^  =  ß^    und    ß,^  =  —  a^   ist  und   dass   Q/"  die 

Form : 

CJ=  (x  +  ß,z')iV  —  (y'  +  a,,z')q 

besitzt.     Nunmehr  finden  wir: 

(C\C;)  =  -  2(>'  +  ß,z')q'  +  a,/p' 
(C,C',)  =  -  2(1/  +  a,/)p'  +  ß,/q', 

also  ist:  a,  =  ^^  =  0.     Endlich  wird: 

(CX\)  =  —  ßizY  +  a^z'q'  —  a^z'p'  +  /J^^'^' 

und  dieser  Ausdruck  muss  natürlich  verschwinden,  folglich  ist:  cc^  =  —  ß^ 
und  ß^=  —  «3 . 

Die  Gruppe  @  hat  demnach  die  Form: 

(x'  +  (tz')q',     (x'  +  cc/)p'  —  (/  +  /i^-')(/';     (//'  +  ^-');>' 

< 

m 

wo  die  Constanten  a  und  /3  vollkommen  unbestimmt  bleiben. 


(17) 


Nunmehr  ist  noch  zu  untersuchen,  wie  &  beschafl'en  ist,  wenn  & 
die  Form  (93)  besitzt. 

In  diesem  Falle  findet  mau  durch  Ueberlegungen,  welche  sich 
von  den  eben  angestellten  fast  gar  nicht  unterscheiden,  dass  &  ent- 
weder die  Form: 
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(18)  ix'+«z')q',     (x'-\-a,')i>'-(2,'+ßg')q,     (]^' +  ß/)p' 
besitzt  oder  die  Form: 

(19)  xq,     XI)— yq,     yp,     zp,     zq. 

Damit  sind  alle  Formen  gefunden,  welche  %  haben  kann,  sobald 
B^f' '  •  Brf  eine  irredueible  Gruppe  von  Berührungstransformationen 
der  Ebene  x,  z  ist.  Zugleich  wissen  wir  aber  auch,  dass  umgekehrt 
die  Gruppe:  B^f  •  •  •  Brf  stets  irreducibel  ist,  wenn  die  zugehörige 
Gruppe  ®  eine  der  gefundenen  vier  Formen  (16)  bis  (19)  besitzt; 
denn  hat  &  eine  dieser  Formen,  so  hat  &  entweder  die  Form  (V) 
oder  die  Form  (SB)  und  daraus  folgt  nach  S.  402  die  Irreducibilitat 
von  B^f  • '  •  Brf. 

Durch  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  &  sind 
nach  S.  398  die  Glieder  erster  Ordnung  in  der  Beihenentwickeluog 
der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe:  B^f"- 
Br— s/*  vollständig  bestimmt,  so  dass  es  uns  möglich  ist,  die  verschie- 
denen Formen,  welche  diese  Glieder  erster  Ordnung  haben  können, 
alle  hinzuschreiben.  Solcher  Formen  giebt  es  natürlich  vier,  ent- 
sprechend den  vier  Formen  von  @;  wir  finden  in  jedem  dieser  vier 
Fälle  die  betreffenden  Glieder  erster  Ordnung,  indem  wir  die  all- 
gemeine infinitesimale  Transformation  von  &  bilden  und  in  dieser 
überall  von  x',  y',  z    die  Striche  weglassen. 

Nun  enthält  aber  die  Gruppe:  B^/*»  •  •  Br-s/*  alle  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gruppe:  B^f'-Brfy  deren  Reihenentwickelungen 
nach  a:,  y,  z  mit  Gliedern  erster  oder  höherer  Ordnung  beginnen,  mit 
andern  Worten,  sie  enthält  alle  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe:  B^f  -  •  -Brf^  welche  in  den  x^  y,  z  von  erster  oder  höherer 
Ordnung  sind  (vgl.  über  diese  Ausdrucksweise:  Abschnitt  I,  S.  191). 
Kennen  wir  daher  die  Glieder  erster  Ordnung  in  der  Reihenentwickelung 
der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe:  BJ" 
Br^sff  so  können  wir  ohne  Weiteres  angeben,  wieviele  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  von  erster  Ordnung  in  x,  y,  z  die 
Gruppe:  B^f-'-Brf  enthält  und  wir  sind  auch  im  Stande  die  Anfangs- 
glieder in  den  Reihenentwickelungen  dieser  Transformationen  erster 
Ordnung  anzugeben. 

Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  über  die  Form,  welche  die  infini- 
tesimalen Transformationen  der  Gruppe:  B^f-  * '  Brf  haben  können, 
Folgendes: 

Theorem  65.  Soll  eine  r-gliedrige  Gruppe:  B^f»  •  •  Brf  von 
Berührungsiransformationen  der  Ebene  x,  z  irreducibel  seinySO 


m 
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ist  nothwendig  und  hinreichend*),  dass  sie  erstens  drei  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  von  ntiUter  Ordnung 
in  X,  y,  js  enthält,  welche  die  Fortn: 

besitzen,  tind  dass  sie  ausserdem  zweitens  entweder  drei  oder 
vier  oder  fünf  oder  sechs  solche  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  von  erster  Ordnung  in  x,  y,  z  enthält,  aus 
denen  sich  heine  Transformation  von  zweiter  oder  höherer 
Ordnung  linear  ableiten  lässt,  und  zwar  müssen  die  betreffen- 
den infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung  im  ersten 
Falle  die  Form: 

(I)     (x-^az)q-\-'",  {x  -\-  (iz)p  —  {y  -\-  ßz)(i-\"" ,  {y  +  ßz)p  +  '" 
haben,  im  zweiten  Falle  diese: 

{x-\'az)q-\"",  {x-]raz)p  —  (y-\-ßz)g+''',  {y  +  ßz)p  +  '" 

< 

{x-]rccz)p'\-{iy+ßz)q-\-2z{r-ap'-'ßq)-^'", 
im  dritten  Falle  diese: 

(III)     xq-\-"',    xp--yq-\r"',    yp+"'f    ^P+'"y    ^a+"'y 
im  vierten  Falle  endlich  diese: 

xq-] — ,     xp  —  yq -] — ,     yp  ~\ ;     zp -] — ,     zq -] — 

< 

xp  +  yq  +  ^^r -{-'", 

wo  jedesmal  die  weggelassenen  Glieder  in  x,  y,  z  von  der  zweiten 
oder  von  höherer  Ordnung  sind. 

Die  angegebenen  vier  Fälle  entsprechen  bezüglich  den  vier  Formen : 
(18),  (17),  (19),  (16)  der  Gruppe  ®. 

Natürlich  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Gruppe  B^f'"Brf 
ausser  den  hingeschriebenen  infinitesimalen  Transformationen  auch 
noch  solche  enthält,  deren  Reihenentwickelungen  nach  den  x,  y,  z  mit 
Gliedern  zweiter  oder  höherer  Ordnung  beginnen. 

Um  alle  irreducibeln  Gruppen  von  Berührungstransformationen 
der  Ebene  x,  z  7.Vi  finden,  haben  wir  also  nach  einander  die  vier  ver- 

♦)  Um  die  Sprache  zu  erleichtern,  beschränken  wir  uns  im  Texte  still- 
schweigend (vgl.  S.  403)  auf  Gruppen,  deren  infinitesimale  Transformationen: 

sich  nach  Xj  y,  z  entwickeln  lassen;  femer  setzen  wir  voraus,  dass  das  Werth- 
system  a;  «=  y  =  r  =  0  einen  Punkt  allgemeiner  Lage  (Abschnitt  I,  S.  203)  des 
Raumes  x^  y,  z  darstellt.  Um  eine  allgemeingültige  Faesung  des  Theorems  zu 
erhalten,  braucht  man  nur  statt  x,  y^  z  bezüglich  x  —  Xo,  y  —  y©»  ^  —  ^o  ^^ 
schreiben  und  darnach  hinzuzufSgen,  dass  x^,  y^,  z^  einen  Punkt  allgemeiner  Lage 
bedeuten  soll. 


(IV) 


(20) 
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schiedenen  Fälle  (I)  bis  (IV)  zu  behandeln.  Wir  wissen  zwar  nocli 
nicht,  ob  jedem  dieser  vier  Fälle  wirklich  Gruppen  von  Berührungs- 
transformationen entsprechen,  das  aber  wissen  wir^  dass  jede  Gruppe 
von  Berührungstransformationen,  welche  einem  der  vier  Falle  ent- 
spricht, irreducibel  ist. 

§  102. 

Zuerst  suchen  wir  alle  Gruppen*)  von  Berührungstransformationen, 
welche  sechs  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

■ 

enthalten,  wozu  noch  gewisse  infinitesimale  Transformationen  von 
zweiter  und  höherer  Ordnung  in  Xy  y,  g  treten  konndh,  während  in 
jeder  infinitesimalen  Transformation  erster  Ordnung  der  Gruppe  sich 
die  Glieder  erster  Ordnung  aus: 

(x  +  a2)q,     (x  +  a0)p  —  (y  +  ßi)qy     (y  +  ßz)p 

» 

linear  ableiten  lassen  müssen.  Ausserdem  wissen  wir  bereits  (s.  S.  407), 
dass  eine  Relation  von  der  Form: 

(21)  (i?  H ,    q-i )  =  r  +  X2)  +  fiq-] 

besteht,  in  welcher  alle  weggelassenen  Glieder  von  der  ersten  und  von 
höherer  Ordnung  in  x,  y,  z  sind. 

Unter  G  wollen  wir  ganz  allgemein  eine  solche  Gruppe  von 
Berührungstransformationen  der  Ebene  a:,  z  verstehen,  welche  den 
gestellten  Anforderungen  genügt;  es  ist  dann  van  vornherein  sicher j 
dass  jede  Gruppe  G  —  werin  überhaupt  eine  existirt  —  irreducibel  ist 
und  demzufolge  Iceine  andere  Pfaffsche  Gleichung  invariant  lässt  als  die 
bekannte:  dz  —  ydx  =  0. 

Zur  Abkürzung  führen  wir  durch  die  Transformation: 

(22)  X  =  X  -\-  aZj    y'  =  y  +  /3^,    z'  =  z 

neue  Veränderliche  x'^  y\  z'  ein.  Dabei  erhalten  die  sechs  infinitesi- 
malen Transformationen  (20)  unsrer  Gruppe  G  die  Gestalt: 

*)  Im  Texte  bescbräDken  wir  uns  wie  überall  in  den  folgenden  Ent Wickelungen 
dieses  Kapitels  auf  Gruppen,  deren  infinitesimale  Transformationen  sich  nach  x,  y,  t 
entwickeln  lassen.  Da  wir  nun  ausdrücklich  verlangen,  dass  unter  den  betreffenden 
Keihenentwickelungen  drei  von  der  Form: 

!>  +  •••,    2  +  •  •  *,    r  +  •  •  . 

vorbanden  sein  sollen ,  so  ist  es  sicher ,  dass  das  Werthsystem  x  «>  i/  »-  z  »  0 
eineu  Punkt  allgemeiuer  Lage  des  Raumes  x,  «/,  j  darstellt. 
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die  Gruppe  G  selbst  geht  also  in  eine  neue  Gruppe  G^  über,  welche 
die  folgenden  sechs  infinitesimalen  Transformationen  enthält: 


(20") 


{P    "h  '  '  't      9^    "f"  *  *  *;      >*    -f-  •  •  • 
„/    '    I                       ff            f    f    t                      '    f    i 
xq -] ,   xp—yq-] — ,   yp -\ • 


Ausserdem  kann  G'  noch  gewisse  infinitesimale  Transformationen  von 
zweiter  und  höherer  Ordnung  in  x\  y\  z'  enthalten,  aber  in  jeder 
infinitesimalen  Transformation  von  erster  Ordnung,  welche  sie  enthält, 
müssen  sich  die  Glieder  erster  Ordnung  aus: 

xq,    xp  —yq,    yp 

linear  ableiten  lassen.  Endlich  besteht  natürlich,  entsprechend  der 
Gleichung  (21),  zwischen  p'+  •••  und  g^'+"*  eine  Relation  von  der 
Gestalt: 

(21')  (i>'  H ,    q-i )  =  *•'  +  ^'P'  +  i^V  -I , 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  erster  und  höherer  Ordnung  in 
x\  y',  js?'  sind. 

Man  beachte,  dass  die  Transformation  (22)  im  Allgemeinen  keine 
Berührungstransformation  der  Ebene  :r,  s  ist  Sie  führt  nämlich  die 
Pfaffsche  Gleichung:    ds  —  ydx  =  0    über  in: 

CA)  dz'  —  --r^'  ~  --^-r  'dx=0 

und  ist  daher  eine  Berührungdtransformation  nur  dann,  wenn  a  und  ß 
beide  gleich  Null  sind.  Hieraus  folgt  zugleich,  dass  auch  G'  nur  dann  eine 
Gruppe  von  Berührungstransformationen  ist,  wenn  a  und  ß  verschwinden, 
denn  wie  G  blos  die  eine  Pfaflfsche  Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  invariant 
lässt,  so  kann  auch  G'  blos  die  eine  Pfaffsche  Gleichung  (A)  invariant 
lassen  und  keine  andere. 

Ausser  den  infinitesimalen  Transformationen  (20")  werden  in  der 
Gruppe  G'  möglicherweise  noch  gewisse  von  zweiter  und  höherer 
Ordnung  in  x\  y\  z  auftreten,  wir  können  aber  annehmen  (s.  Abschn.  I, 
Theorem  29,  S.  192),  dass  höhere  als  solche  von  s-ter  Ordnung  nicht 
vorkommen,  unter  s  eine  endliche  positive  ganze  Zahl  verstanden. 

Eine  infinitesimale  Transformation  5-ter  Ordnung  von  G'  sei: 

wo  I,',  r\[y  ti  ganze  homogene  Functionen  s-ter  Ordnung  von  x\  y',  z' 
bedeuten,  während  die  Glieder  höherer  Ordnung  wie  immer  weggelassen 


414  Kapitel  23,  §  102. 

sind.     Wäre  hier  ^  nicht  Null,  so  erhielten  wir,  indem  wir  B^*^f  in 

geeigneter  Reihenfolge  eine  Anzahl  von  Malen  mit  !>'  +  •••,  q'-] , 

r'4-«--  combinirten,  schliesslich  eine  infinitesimale  Transformation 
erster  Ordnung  von  einer  Form,  welche  nach  S.  413  in  G'  nicht  vor- 
kommen kann.  Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich,  dass  |/  und  rj,  beide 
von  e'  frei  sind. 

Da  ^  und  i^,'  nicht  beide  verschwinden  können,  wollen  wir  vor- 
aussetzen, dass  5«  von  Null  verschieden  ist  (wenn  I,'  =  0  ist  und 
12«  =f=  0,  führt  eine  ganz  ähnliche  Rechnung  zum  Ziel).  Combiniren 
wir  jetzt  B^'^f  hinreichend  oft  nach  einander  mit  x'q' -\- -  -  - ,  so  be- 
kommen wir  schliesslich  eine  Transformation  von  der  Gestalt: 

und  aus  dieser  durch  Combination  mit  !>'+•••: 

sx-'-Y  +  ^-q  +  ■  ■  ■  ■ 
Indem  wir  schliesslich  den  Ausdruck: 

yx'-^p'  +  --r^q'  H ,    x''p'  +  rj,q'  -| j  =  a;'«— «i)'+  m+'" 

bilden,  erhalten  wir  eine  infinitesimale  Transformation  (2s  —  2)-ter 
Ordnung,  also  muss  25  —  2<^s  sein  oder  s<2.  Wenn  daher  5>1 
ist,  hat  es  nothwendig  den  Werth  2. 

Ist  s  =  2,  so  enthält  unsre  Gruppe  G'  eine  infinitesimale  Trans- 
formation von  der  Form: 

]H'i)f  =  x'^p'  +  {ax'^  -|-  bx'y'  +  ^y'^)q'  +  •  •  •  • 

Indem  wir  hier  einmal  mit  !>'+•••  und  einmal  mit  3'  +  •  •  •  com- 
biniren und  uns  daran  erinnern,  dass  keine  Transformation  y'q'-] — 
auftritt,  finden  wir:  6  =  —  2  und  c  =  0.     Combiniren  wir  jetzt: 

Bi^)f=  x'Y  +  (ax^  —  2xy)q  H 

mit  x'q'  +  •  •  •,  so  kommt:  —  ^x"^q'  -|-  •  •  •  und  endlich: 

{x'Y  +  {ax'^  —  2xy)q'  -^ ,     x^q  H )  =  Ax^q  +  •  •  •, 

also  eine  Transformation  dritter  Ordnung.  Das  ist  ein  Widerspruch. 
Folglich  kann  s  nicht  grösser  als  1  sein  und  unsere  Gruppe  G'  kann 
keine  infinitesimale  Transformation  enthalten,  welche  von  den  sechs 
Transformationen  (20")  unabhängig  ist. 

Nunmehr  müssen  wir  die  Relationen  aufsuchen,  welche  zwischen 
den  sechs  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  (20")  unsrer 
sechsgliedrigen  Gruppe  G'  bestehen. 


(23) 


(24) 
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Der  Bequemlichkeit  halber  führen  wir  gewisse  Abkürzungen  ein, 
indem  wir  setzen: 

p'+"'  =  Py    (/+'-=Q,    r+"  =Ii, 
xq+'"=-XQ,  xiy—y'q-\-"'  =  XF—YQ,  yj)'+"=Yl\ 

Dabei  ist  für  uns  zum  Beispiel  der  Ausdruck  XQ  keineswegs  das 
Produkt  zweier  Grössen  X  und  Q,  sondern  nur  das  Symbol  der  infini- 
tesimalen Transformation:  x'q  '\-  •  •  •. 

Die  Relationen,  welche  zwischen  den  infinitesimalen  Transfor- 
mationen erster  Ordnung  von  G'  bestehen,  können  wir,  da  infinitesi- 
male Transformationen  höherer  Ordnung  nicht  vorhanden  sind,  sofort 
hinschreiben.     Sie  lauten: 

\{XQ,    Xr—YQ)  =  —  2XQ,    (TP,    XP—  YQ)^2YP 

{XQ,    YF)=XF-  YQ. 

Ferner  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

(Q,    XQ)  =a,.XQ  +  ß.iXP-  YQ)  +  y,  .  YP 
(Q,   Xl>  -YQ)  =  -Q  +  a,.X<i  +  ß„{XP  -  YQ)  +  y, .  YP. 

Um  dieselben  zu  vereinfachen,  führen  wir  durch  die  Substitution: 

Q'.^Q-^-A.XQ  +  BiXP-  YQ)-\-C.YP 

Q'  an  Stelle  von  Q  ein,  wodurch  die  Relation  (21'),  welche  offenbar 
ausführlich  geschrieben  folgendermassen  lautet: 

{PQ)  =  li  +  X'.P-]-ii'.  Q  +  v'.XQ-\-a'(XP—  YQ)  + 

+  9'-YP, 

nicht  wesentlich  geändert  wird.     Wir  bekommen: 

{Q',  XP-  YQ)  =  -Q'+(a,-A)XQ+  {ß,  +  P)  (XP-  YQ)  + 

+  (y,  +  3corp 

und  indem  wir  jetzt:  ^  =  «2,  B  =  —  ß^,  3C=  —  y^  wählen,  erkennen 
wir,  dass  wir  in  dem  Ausdrucke  für  {Q,  XP —  YQ)  einfach  «g,  ß^ 
und  y^  gleich  Null  setzen  dürfen. 

Wir  können  also  annehmen ,  dass  (§,  XP  —  YQ)  =  —  Q  ist. 
Bilden  wir  aber  die  Identität: 

(((2,  XQ)XP-  YQ)  +  ({XQ,  XP-  YQ)Q)  + 

+  ((XP-  YQ,  Q)XQ)=^0, 

80  bekommen  wir: 

a,XQ  +  3^,(XP-  YQ)  -f  by, .  rP=  0, 

also  ist:  «i  ■==  /3j  =  yj  =  0  und  demnach: 

{Q,  XQ)  =  0,      (g,  XP  -  YQ)  =  -Q. 


(21") 
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Weiter  findet  eine  Gleichung: 

(Q,  YP)  =  P  +  a.XQ  +  l(XP-YQ)  +  c.YP 

statt;  hier  führen  wir  die  rechte  Seite  als  neues  P  ein,  wodurch  die 
Relation  (21'')  nicht  wesentlich  geändei*t  wird  und  bekommen: 

(Q,  rp)  =  p. 

Da  ausserdem  in  der  Identität: 

ÜQ,  YP)XQ)  +  ({YF,  XQ)Q)  +  {(XQ,  Q)YP)  =  0 
die  beiden  letzten  Glieder  nur  — Q  ergeben,  wird: 

(P,  XQ)^Q. 
Nunmehr  bilden  wir  die  Identität: 

ÜQ,  YP)XP-  YQ)  +  i(YP,  XP-  YQ)Q)  + 

+  ((XP-re,  Q)YP)  =  (i 
und  finden: 

{P,XP-YQ)  =  P. 
Endlich  wird: 

(P,    YP)  =  a  .  X'Q  +  ß{XP-  YQ)  +  y  .  YP, 

aber  die  Identität: 

((P,  YP)XP  -  YQ)  +  {{YP,  XP  -  YQ)P)  + 

■^{{XP—YQ,  P)yP)  =  0 
liefert  sofort: 

-  5«  .  XQ  -  3ß{XP-YQ)  -  y  .  rP=  0, 

folglich  ist:  a  ^  ß  =  y  =  0  und: 

(p,  yp)  =  o. 

Damit  haben  wir  die  nachstehenden  Relationen  gewonnen: 

j  (P,  XQ)  =  <?,    (P,  XP-  YQ)  =  P,    (P,  YP,  =  0 
\(Q,  XQ)  =  0,     (Q,  XP  -  YQ)  =  -Q,    (Q,  YP)  =  P. 

In  der  Gleichung  (21")  führen  wir  die  rechte  Seite  als  neues  B 

ein,  dann  wird: 

{PQ)  =  R. 
Nun  ist  aber: 

{{PQ)XQ)  +  ((<?,  XQ)P)  +  {{XQ,  P)Q)  =  0 

({PQ)XP-  YQ)  +  ÜQ,  XP-  YQ)P)  +  ((XP-  rg,  P)0  =0 

(ip<2)yp)  +  i(Q,  YP)P)  +  ((yp,  P)(2)  =  0 

und  daraus  bekommen  wir  mit  Benutzung  von  (25): 

{li,  XQ)  =  (P,  XP  -  YQ)  =  (P,  yp)  =  0. 
Ferner  haben  wir: 
(PP)  =  a'P  +  /?'<?  +  y'P  +  «'.  XQ  +  f'(X^-  i"«?)  +  *'•  1'^- 


(2ö) 


(26) 
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Durch  Ausrechnung  der  Identität: 

{{PIt)XP-  YQ)  +  {{R,  XP-  rQ)P)  +  ((XP—  YQ,  P)R)  =  0 

ergiebt  sich  aber: 

a'P  —  ß'Q  —  2d'XQ  +  2^' TP  =  (PR), 

also  wird:  {PR)  =  a'P  und  natürlich  ebenso:  (QR)=ß"Q.     Schliess- 
lich liefern  die  beiden  Identitäten: 

{{PR)XQ)  +  {{R,  XQ)P)  +  i{XQ,  P)R)  =  0 

i{PQ)R)  +  {{QR)P)  +  iiRP)Q)  =  0 

die  Relationen: 

{cc'-ß")Q  =  0,      -(ß"-\-a')R  =  0, 

80  dass  auch  a'  und  ß"  beide  verschwinden. 
Es  bestehen  also  die  Relationen: 

(R,  XQ)  =  (JJ,  XP  -  YQ)  =  (B,  YP)  =  0 

{PQ)  =  R,    {PR)  =  {QIi)  =  0. 

Hiermit  sind  alle  Relationen^  welche  zwischen  den  sechs  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen  (20")  der  sechsgliedrigen 
Gruppe  6r'  bestehen,  auf  eine  einfache  kanonische  Form  gebracht. 

Erwähnt  mag  werden,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  P,  Q,  R 
u.  8.  w.  unsrer  Gruppe  G'  nunmehr  nach  geschehener  Normierung  die  fol- 
genden Formen  besitzen: 

XQ  =  x'q'  +  •  •  • ,      XP —  YQ  =  x'2?'  —  y'q'  +  •  •  • ,      YP  =  i/p'  -\ . 

Da  nun  aber:   (i?,  XQ)  und  (i?,  YP)  verschwinden,  so  ergiebt  sich  äugen* 
scheinlich:  >l"=ft"=0,  so  dass  auch  R  die  einfache  Form: 

R  =  r  -\ 

besitzt,  wo  die  weggelassenen  Glieder  von  erster  und  höherer  Ordnung  in 
x',  y\  z'  sind. 

Es  erübrigt  noch,  die  infinitesimalen  Transformationen  P,  Q,  R 
u.  s.  w.  selbst  zu  bestimmen.  Das  werden  wir  jetzt  thun  und  wählen 
dabei  die  Veränderlichen  so,  dass  die  Gruppe  G'  eine  möglichst  ein- 
fache Form  erhält. 

Die  drei  infinitesimalen  Transformationen  P,  §,  R  erzeugen  in 
den  Veränderlichen  x\  \f\  z  eine  einfach  transitive  Gruppe.  Betrachten 
wir  andrerseits  die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 

welche,  wie  beiläufig  bemerkt  werden  mag,  die  Pfaffsche   Gleichung: 
dz  —  ydx  =  0  invariant  lassen.    Offenbar  erzeugen  dieselben  ihrerseits 
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in  den  Veränderlichen  x,  y,  z  eine  einfach  transitive  Gruppe  und  zwar 
eine,  welche  mit  der  Gruppe  P,  Qj  R  gleichzusammengesetzt  ist  Es 
giebt  mithin  (Abschn.  I,  Theorem  64,  S.  340)  zwischen  den  Veränder- 
lichen x\  y',  z'  und  x,  y,  z  eine  Transformation,  vermöge  deren  die 
Gleichungen: 

P  =  P,     Q  =  a  +  ^^'y     R  =  r 
bestehen. 

Bei  der  eben  besprochenen  Transformation  erhält   natürlich  XQ 

eine  neue  Form: 

XQ  =  li(a:,  y,  z)  .p  +  rj^{x,  y,  z).q  +  ^^{x,  y,  z)  .  r, 
wo  5i,  1^1,  5i  wegen  der  Belationen: 

(P,  XQ)  =  Q,    (Q,  XQ)  =  (Ji,  XQ)  =  0 
den  Differentialgleichungen: 

^»-  =  0      ^  =  1       ^  =  x 
dx  ^      dx  ^      dx 

Ik  +  ^||.  _  ^  +  ^^  _  |£l  +  a;^  -  g.  =  0 
cy    ^       dz         cy    *       dz         oy    '   Cz        •* 

£ii  —  ^  —  ^  —  0 

z         cz         oz 

genügen  müssen.     Durch  Integration  findet  man  hieraus: 

XQ  =  ap-^{h  +  x)q  +  (c  +  ay  +  Yjr , 

wo  a,  bf  c  Constanten  bezeichnen. 
Ferner  sei: 

YP=^^.p  +  ri^.q  +  t2'r. 

Dann  ergeben  sich  für  ^2)  V21  ^  ^^^  ^^^  Relationen: 

(P,  YP)  =  0,    {Q,  YP)  =  P,    (ü,  YP)  =  0 
die  folgenden  Differentialgleichungen: 

dx        dx         dx         cz         dz         dz 

|li  +  a;^  -  1  =  |5'-  +  a;|^'  =  |^  +  ^^^4  _  |        o 
67y     *       dz  dy    *       dz         dy    '       cz        '* 

und  aus  diesen  erhält  man: 


rP  =  (a  +  y)i)  +  /Sj  +  (y  +  ay  +  ^) 


f-, 


wo  a,  /},  y  ebenfalls  Constanten  sind.   Wegen:  XP-YQ  =  (XQ,  YP) 
kommt  ausserdem: 

XP-YQ  =  (6  +  x)p  -(_a  +  y)q-{ßa-  h(a  +  y)}r. 
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Nun  muss:  (XQ,  XP —  YQ)  =  —  2  .  XQ  sein,  also: 
ap-2{Jb  +  x)q  +  [b(l  +  x)- x{b  +  x)  +  a{a -{- y)}r  =  -  2  .  XQ, 

woraus  folgt:  a  =  0,  b^  =  —  2c.    Ferner  muss: 

{YP,  XP-YQ)  =  2.  YP 
werden,  mithin: 

2(a  +  y)p-ßq  +  {hß  +  (<^-^  !/)*}'■  =  2  .  YP 
oder:  ß  =  0,  a^  =^  2y.     Man  hat  demnach: 

XQ=^ix  +  b)q  +  \ix'  -  V)r, 

XP-  r^  =  (x  +  b)p  -  (y  +  a)q  +  6(y  +  «)r. 

Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  sind  jetzt  auch  die  Relationen: 

(P,XP-^YQ)  =  P,    {Q,XP--YQ)  =  ^Q 

{R,  XP'-YQ)  =  0 
identisch  erfüllt. 

um  die  Constanten   a  und  b  fortzuschaffen,  setzen  wir  versuchs- 
weise : 

x'=^x  +  b,     t/'  =  y  +  a,     e'' =  q>{x,  y,  z), 

was  ergiebt: 

ff     I     d<p         ff  C(p  ff 


.+-=3"+(|f+4g'-"- 


Die  infinitesimalen  Transformationen  p,  q-{-  xr,  r  bleiben  nun  offenbar 
bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  x",  y'\  z'  ungeändert,  wenn 
die  Gleichungen: 

ex  oz  ^      cy    *       f-z  ' 

erfüllt  sind,  wenn  also  q>  die  Form: 

^>  =  z  -\-  by  -\-  const. 

besitzt.     Legen  wir  aber  diesen  Werth  von  q>  zu  Grunde,  so  kommt: 

P  =  p",     Q^^"^x"r",    R==r" 

XQ  =  x'Y  +  W'r",     YP  =  y"p"  +  W'r" 

XP  -  YQ  =  x"p"  -  y'Y . 

Damit  haben  wir  die  sechsgliedrige  Gruppe: 


(27)  P,   q  +  xr,    r,    xq  +  ^x'r,    xp  —  yq,    yp  +  ^yV 


gefunden.     Mit  derselben  ist  die  auf  S.  413  definirte  Gruppe  G'  durch 

27* 
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eine  Punkttransformation  zwischen  den  Veränderlichen  Xj  y,  z  und 
a:',  y\  z*  ähnlich,  G'  aber  ist  seinerseits  durch  die  Transformation  (22) 
mit  der  Gruppe  6?  ähnlich,  auf  deren  Bestimmung  es  uns  eigentlich 
ankommt.  Mithin  ergiebt  sich,  dass  jede  Gruppe  G  von  Berührungs- 
transformationen der  Ebene  Xy  Zy  welche  die  im  Anfange  des  gegen- 
wärtigen Paragraphen  angegebenen  Eigenschaften  besitzt,  durch  eine 
Punkttransformation   in  den  Veränderlichen  x,  y,  z  mit  der  Gruppe 

(27)  ähnlich  ist. 

Die  Gruppe  (27)  ist  nun  aber  eine  Gruppe  von  Beruhrungstrans- 
formationen  der  Ebene  x,  z,  denn  alle  ihre  infinitesimalen  Transfor- 
mationen sind  infinitesimale  Beruhrungstransformationen,  das  zeigt  die 
Tabelle  (11)  auf  S.  405.  Die  Gruppe  (27)  erfüllt  überdies  offenbar 
alle  im  Anfange  dieses  Paragraphen  (S.  412)  gestellten  Forderungen; 
sie  ist  also  irreducibel  und  lässt  keine  Pfaffsche  Gleichung  invariant, 
welche  von  der  Gleichung  dz  —  ydx  =  0  verschieden  ist. 

Femer  wissen  wir,  dass  jede  andere  Gruppe  G  von  Berührungs- 
transformationen der  Ebene  Xy  z,  welche  die  auf  S.  412  angegebenen 
Eigenschaften  besitzt,  keine  weitere  Pfafl*sche  Gleichung  invariant  lassen 
kann,  als  eben  die  Gleichung  dz  —  ydx  =  0.  Hieraus  folgt^  dass  die 
Transformation  in  den  Veränderlichen  x,  y,  z,  welche  eine  beliebige 
Gruppe  G  in  die  Gruppe  (27)  überführt,  zu  gleicher  Zeit  die  Pfaffsche 
Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  in  sich  selbst  überführt,  mit  andern  Worten, 
dass  sie  eine  Berührungstransformation  der  Ebene  x,  z  ist. 

Wir  sehen  demnach,  dass  jede  irreducible  Gruppe  von  Berührungs- 
transformationen der  Ebene  x,  z,  welche  die  im  Anfange  des  gegen- 
wärtigen Paragraphen  angegebenen  Eigenschaften  besitzt,  durch  eine 
Berührungstransformation  mit  der  Gruppe  (27)  ähnlich  ist. 

Es  scheint  zweckmässig,  noch  einen  anderen  Beweis  für  die  Irre- 
ducibilität  der  Gruppe  (27)  zu  erbringen. 

Zunächst  besteht  sie  nicht  aus  lauter  erweiterten  Punkttransfor- 
mationen der  Ebene  Xy  z,  denn  sie  enthält  eine  infinitesimale  Berührungs- 
transformation, nämlich:  yp-^-^y^r,  welche  augenscheinlich  nicht  durch 
Erweiterung  einer  infinitesimalen  Punkttransformation: 

l{x,  z)p  +  ri{Xy  z)q 

der  Ebene  x,  z  entstanden  ist.  Wäre  daher  die  Gruppe  (27)  reducibel, 
so  müsste  sie  (vgl.  Satz  1,  S.  392  und  die  nach  diesem  Satze  gemachte 
Bemerkung)  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  von  der  Form: 

(28)  Af  =  1^  +  y  l^  +  a,{x,  y,  z)  f^  =  0 
invariant  lassen. 
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Cm    (o   zu    bestimmen,    combiniren   wir  Af  nach    einander    mit: 
P9  T,  q  -\-  xr  und  finden  so  die  Gleichungen: 

ox     cy  ^      cz     cy  '      \dy     '       czjcy  ' 

welche  unter  der  gemachten  Voraussetzung  vermöge:  Af=0  bestehen 
müssen  (s.  Abschn.  I,  Theorem  20,  S.  140).  Daraus  folgt,  dass  co  eine 
Constante  ist.    Durch  Combination  mit:  xp  —  yq  ergiebt  sich  nunmehr: 

ex    '    '^  cz  oy  ^ 

also  muss  0  gleich  Null  sein.     Endlich  combiniren  wir: 

'         ex    ^    ^  cz 
mit:  xq  +  i^x^r  und  bekommen  so  die  Gleichung: 

cy  ' 

welche  vermöge  Af'=0  nicht  bestehen  kann.  Das  ist  ein  Wider- 
spruch, also  kann  die  Gruppe  (27)  keine  Diöerentialgleichung  von  der 
besonderen  Form  (28)  invariant  lassen,  sie  ist  wirklich  irreducibel. 
Nunmehr  können  wir  das  folgende  Theorem  aussprechen: 
Theorem  66.  Enthält  eine  Gruppe  von  Berührungstransfor' 
mationen  der  Ebene  x^s,  deren  infinitesimale  Transformationen 
sich  in  der  Umgehung  des  Werthsystems  x==y  =  z=^0  regulär 
verhalten,  sechs  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
von  der  Form: 

(x  +  az)q  H ,     (</  +  ß2)p  H 

(x  +  az)p  —  (y  +  ßz)q  H , 

und  enthält  sie  keine  infinitesimale  Transformation  von  erster 
Ordnung  in  x,  y,  0,  deren  Glieder  erster  Ordnung  sich  nicht  aus: 

{x  +  ciz)q,   {x  +  az)p  —  (//  +  ß^)q,   (y  +  ß^)p 

linear  ableiten  lassen,  so  ist  sie  sechsgliedrig  und  ist  mit  der 
irreducibeln  Gruppe: 

(21        j    Py    q  +  ^r,    r,    xq-^-i^x'^r,    xp  —  yq,    yp  +  ^y^r 

von  Berührungstransformationen  der  Ebene  a;,  z  durch  eine 
Berührungstransformation  dieser  Ebene  ähnlich. 

Erwähnt    sei    noch,    dass   die    charakteristischen    Functionen    der 
infinitesimalen  Berührungstrausformationen  (27)  die  folgenden  äind: 
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1,  X,  II,  a;-,  xy,  y^ 


dabei  ist  von  der  Reihenfolge  und  von  Zahlenfaktoren  der  Transfor- 
mationen (27)  abgesehen. 

§  103. 

Jetzt  suchen  wir  alle  Gruppen  von  Berührungstransformationen, 
welche  in  der  Umgebung  von  a;  =  y  =  ^er  «=  0  sieben  infinitesimale 
Transformationen  von  der  Form: 

f  pH }    ^'\ ;    ^H 

(29)   \{x  +  az)q-\--',    (a:+«r)j)-(y  +  /3^)^  +  .-.,    {y'\rßz)p  +  - 

1        {x  +  az)p  +  (y  +  ßz)(l  +  2z{r  —ap-^^ßq)-] 

enthalten,  dabei  vorausgesetzt^  dass  sich  in  jeder  infinitesimalen  Trans- 
formation der  Gruppe,  welche  in  x,  y,  z  von  der  ersten  Ordnung  isi, 
die  Glieder  erster  Ordnung  aus: 

{x  +  az)q,     {x  +  az)p  —  (y  +  ß^)^,     {v  +  ß^)P 
{x  +  az)p  +  {iß  +  ßz)q  +  2z(r  —  ap-  ßq) 

linear  ableiten  lassen.    Unter  G  verstehen  wir  wiederum  eine  beliebige 
Gruppe,  welche  die  gestellten  Forderungen  erfüllt. 
Wir  führen  wieder  die  neuen  Veränderlichen: 

x=X'\r^^i    y=y  +  ß^y    z=z 

ein  und  erhalten  so  an  Stelle  von  G  eine  neue  Gruppe  G\  welche  in 
der  Umgebung  von  rc'  ==  y'  =  jsf'  =  0  sieben  infinitesimale  Transfor- 
mationen von  der  Form: 

(  V  -\ ,    (l  ■\ ,    *•'  H 

(29)  p(z  H >   ^'i>  —  2/(z  H — ,   yp -{ — 

1  xp  +  yq  +  2z  r  H 

enthält.     Dabei  wissen  wir  von  vornherein^  dass  eine  Relation  von  der 

Form : 

(l?'  H ,     q  -\ )  =  ^'  +  Ai^'  +  fig'  -I 

besteht,  wo  die  weggelassenen  Glieder  in  x\  y',  z'  von  der  zweiten 
und  von  höherer  Ordnung  sind. 

Die  Gruppe  G'  kann  noch  infinitesimale  Transformationen  von 
zweiter  und  höherer  Ordnung  in  x  ,  y',  z  enthalten,  etwa  bis  mit  zur 
5-ten  Ordnung,  und  zwar  sei: 

eine  ihrer  Transformationen  von  5-ter  Ordnung  in  x\  ;/',  z\ 
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Wie  im  vorigen  Falle  erkennt  man  leicht,  dass  ^'  und  t^/  von  js' 
frei  sein  müssen.  Ferner  können  x'  und  y'  unmöglich  in  g,'  vor- 
kommen, sonst  ergäbe  sieh  nämlich  durch  wiederholte  Combination 
mit:  r'  4"  •  •  •  ^"^  wenn  nöthig  noch  mit:  !>'+•••,  ö''  +  •  •  •  eine 
nicht  in  der  Gruppe  vorhandene  Transformation  von  erster  Ordnung 
in  x',  y\  z  ,     Also  hat  B^^^f  die  Form: 

Wäre  Q  von  Null  verschieden,  so  würde  sich  durch  (s  —  1)- 
malige  Combination  mit:  r'  +  •  *  •  eine  unzulässige  Transformation 
erster  Ordnung  ergeben,  nämlich:  ;?>'+•••,  also  muss  G  verschwinden. 
Nunmehr  aber  ergiebt  sich  genau  so  wie  im  vorigen  Paragraphen, 
dass  die  Möglichkeit  s  >  1  ausgeschlossen  ist,  dass  also  G'  keine 
infinitesimale  Transformation  enthält,  welche  von  den  sieben  (29') 
unabhängig  ist. 

Für  die  sechs  ersten  der  Transformationen  (29')  führen  wir  wie 
früher  die  Symbole  P,  Q,  B,  XQ,  XP  —  YQ,  YP  ein  und  setzen 
ausserdem  x'f)'  +  y'r/  +  2z'/  +  • .  •  =  f/;    dann  ist  ohne  Weiteres: 

UXQ,  XP  -YQ)  =  —  2XQ,  {XQ,  YP)  =  XP  -  YQ, 

(30)  (YP,  xp-r0  =  2rp 

I  {XQ,  U)  =  0,    {XP -  YQ,  U)  =  0,     (YP,  U)  =  0. 
Ferner  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

3 

1 
3 

1 

wo  Ti,  T^,  T3  zur  Abkürzung  für  XQ,  XP-^YQ,  YP  geschrieben 
sind.  Führen  wir  hier  die  rechten  Seiten  bezüglich  als  neues  P  und 
als  neues  Q  ein,  so  wird  einfach: 

(31)  (.PU)  =  P,      iQU)  =  Q. 

Die  Identität: 

{iPU)T<)  +  ((UT.)P)  +  ÜT^P)  f/)  =  0 

liefert  nunmehr  sofort  den  Werth  von  (PT,)  und  in  entsprechender 
Weise  erhalten  wir  den  Werth  von  (QT,),  es  wird  nämlich: 

({P,  XQ)  =  Q,    {P,  XP-  YQ)  =  P,    (P,  YP)  =  0 

^^^^  '    \{Q,  YP)  =  P,    {Q,  XP-YQ) Q,   (Q,  XQ)  =  0. 

Wie  im  vorigen  Falle  setzen  wir:  (PQ)  =  B,  dann  finden  wir 
durch  Bildung  der  Identitäten: 


(33) 
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i{PQ)T.)  +  (iQT,)P)  +  iiT,P)Q)  =  0 

((PQ)  U)  +  (<2P)  -  (PQ)  =  0 
die  Relationen: 

{R,  XQ)  =  (7J,  XP  -  YQ)  =  (Ji,  YP)  =  0 

{BU)  =  2B. 

Endlich  ist: 

3 

{PB)  =  aP  +  ß'Q  +  y'ii  +  ^tf/T,  +  «'CT, 

1 

aus  der  Identität: 

{{PR)  U)  +  2(RP)  —  (PR)  =  0 

geht  aber  augenblicklieh  hervor,  dass:  a'=/3'  =  '--  =  5'  =  0,  also 
bestehen  die  Relationen: 

(34)  (PQ)  =  R,      (PR)  =  (QR)  =  0 . 

Damit   sind   alle   Relationen   zwischen   den  sieben   infinitesinialen 
Transformationen  der  Gruppe  (?'  auf  eine  kanonische  Form  gebracht 


Offenbar  enthält  G   eine  sechsgliedrige  Untergruppe,  nämlich  die, 
welche  von  den  sechs  infinitesimalen  Transformationen: 

P,     Q,    R,     XQ,    XP-YQ,     YP 

erzeugt  wird.  Da  nun  diese  sechsgliedrige  Gruppe  die  im  Anfange 
des  vorigen  Paragraphen  gestellten  Forderungen  erfüllt,  so  ist  es 
möglich,  sie  durch  Einführung  geeigneter  neuer  Veränderlicher  auf 
die  Form: 

(35)       p,     q  +  xr,     r,     xq  +  ^x^r,    xp  —  yq,     yp  +  ^y-r 

zu  bringen. 

Die  neue  Form:   Sp  +  i/Q'  +  t^y  welche    U  bei  der  betreffenden 
Yariabelnänderung  erhält,  bestimmt  sich  aus  den  Relationen: 

iPU)  =  P,    ißlJ)==2R,    iQU)  =  Q, 
{XP—YQ,  U)  =  0. 

Diese  liefern  folgende  Differentialgleichungen: 

^1 ,       et] et d^ ^1  _  n      ^f  _  9 

OX  '       ex  (X  C'Z  cz  '        oz 

^^  j_  ^^^  —  ^'^  _i_  ^^1^        1  —  ^f  _i_  ^^f       fc       ^      n 

^y    '       ^^        cy    ^       cz  cy    ^       cz        ' 

OX       ^  cy  ex       *^  cy    '     '  ox       ^cy  ' 

aus  denen  sich  durch  Integration  ergiebt: 
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Führen   wir    schliesslich   noch   0  -{-  c   als   neues   z   ein,    wodurch    die 
Untergruppe  (35)  nicht  geändert  wird,  so  erhält  U  die  Form: 

Z7  ==  a;jp  +  yg  +  20r 

und  befriedigt  offenbar  auch  noch  die  Relationen: 

(X(?,  U)  =  (YP,  U)  =  0. 

Demnach    erhält   die   Gruppe    G'   in   den   neuen   Veränderlichen 
Xy  y,  s  die  Gestalt: 


(36) 


Py    a  +  ^r,    r,    xq  +  ^x^r,    xp  —  yq,    yp  +  \y^r 

^i^  +  J/ff  +  ^^^ 


I 


Die  infinitesimalen  Transformationen  (36)  sind,  wie  die  Tabelle 
(11),  S.  405  zeigt,  sämmtlich  infinitesimale  Berührungstransformationen. 
Demnach  ist  die  Gruppe  (36)  eine  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen der  Ebene  o:,  z  und  zwar  eine  irreducible,  denn  sie  enthält 
ja  die  sechsgliedrige  Untergruppe  (35),  welche  nach  S.  420  irreducibel 
ist.     Hieraus  folgt  gerade  so  wie  im  vorigen  Paragraphen  das 

Theorem  67.  Enthält  eine  Gruppe  von  BerühruyigstranS' 
formationen  der  Ebene  Xy  g,  deren  infinitesimale  Transfor- 
mationen sich  in  der  Umgehung  des  Werthsystems:  x=y=z=0 
regulär  verhalten,  sieben  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen von  der  Form: 

P-\ y    (Z  H ,     ^  -i 

(x  +  a2)q  +  "',    (x  +  az)p  —  (jj  +  ßz)q  +  '",    (2/ +  i3-?)i)  +  •  •  • 
(x  +  az)p  +  (y  +  ßz)q  +  2z{r  —  ccp  —  ßq)  -] 

und  enthält  sie  keine  infinitesimale  Transformation  von  erster 
Ordnung  in  x,  y,  z,  deren  Glieder  erster  Ordnung  sich  nicht  aus: 

{x  +  az)q,     {x  +  az)p  -  (j/ +  ßz)q,     (y  +  ßz)p 

{x  +  az)p  +  (//  +  ßz)q  +  2z{r  —  ap  —  ßq) 

linear   ableiten  lassen,  so  ist  sie  siebengliedrig  und  mit  der 
irreducibeln  Gruppe: 

I  ■'  ~  -   .      _  .  —  I 

/ggx    i     P,    a  +  ^r,    r,    xq  +  \x'r,    xp  —  yq,    yp  +  \i/r     I 

,  ^P  +  yq  +  S-s'r 

'  _. . ._.    .._. .   . ._  __  _         I 

von   Berührungstransformationen  der  Ebene   x,  z  durch   eine 
Berührungstransformation  dieser  Ebene  ähnlich 
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Die  charakteristischen  Functionen  der  infinitesimalen  Bertlhrungs- 
transformationen  (36)  lauten,  wenn  von  der  Reihenfolge  und  von 
Zahlenfaktoren  abgesehen  wird,  folgendermassen: 

1,    X,    y,    z  —  ixy,    a:-,    xy,    y^     ,' 


§  104. 

Von  den  auf  S.  411  unterschiedenen  vier  Fällen  sind  jetzt  noch 
der  dritte  und  der  vierte  zu  erledigen. 

In  dem  dritten  Falle  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  aller 
Gruppen  von  Berührungstransformationen,  welche  acht  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

xq-\ ,     xp  —  yq'\ ,     yp -] ,     zp -{ ,     jergr -| 

enthalten,  dabei  vorausgesetzt,  dass  in  jeder  infinitesimalen  Transfor- 
mation der  Gruppe,  welche  in  den  x,  y,  z  von  erster  Ordnung  ist^  die 
Glieder  erster  Ordnung  aus: 

xq,    xp  —  yq,     yp,    zp,    zq 

linear  abgeleitet  werden  können. 

Die  beiden  infinitesimalen  Berührungstransformationen: 

q  -j-  •  ' ' )    zp  -]-  ' '  • 

haben  zwei  charakteristische  Functionen,  deren  ReihenentwickeluDgen 
bezüglich  lauten: 

—  X  —  az  -}-••'  j     y^  +  >t^^  +  •  •  • ; 

wo  a  und  x  gewisse  nicht  näher  bestimmbare  Constanten  bezeichnen. 
Nach  S.  405  besitzt  daher  die  infinitesimale  Berührungstrausformation 
fe  +  *  •  •;    -?j>  +  •  •  •)  die  charakteristische  Function: 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  zweiter  und  höherer  Ordnung  in 
X,  f/,  z  sind.     Eine  infinitesimale  Berührungstransformation  mit  einer 

charakteristischen  Function  von  der  Form:  z-] hat  nun,  wie  man 

sich  leicht  überzeugt  (vgl.  S.  405),  die  Gestalt: 

—  (yq  +  zr)  +  k.xq-Jrfi{xp  —  yq)  +  v,yp  +  n:.zp  +  Q.zq+"', 
wo  A,  fi,  1/,  Ä,  p  gewisse  Constanten  sind  und  wo  die  weggelassenen 
Glieder  in  x,  y,  z  die  zweite  oder  eine  noch  höhere  Ordnung  habea 


Irreducible  Gruppen  von  Beriihrungstranaformationen  der  Ebene.        427 

Das  Auftreten  einer  solchen  infinitesimalen  Transformation  ist  aber 
in  unserem  Falle  ausgeschlossen,  also  kommen  wir  auf  einen  Wider- 
spruch. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  es  Gruppen  von  der  verlangten  Beschaffen- 
heit überhaupt  nicht  giebt. 

Wir  kommen  zum  vierten  und  letzten  Falle. 
Gesucht  werden  alle  Gruppen  von  Berührungstransformationen  der 
Ebene  x,  z,  welche  neun  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

IP=p  -{•  ' ' ',     Q  =  Q  -{-  ' ' ')     iJ  =  r  +  •  •  • 
XQ^xq+-',    XP—YQ=>xp—yq+-',    TP=ijp  +  " 
U=xp-{-yq-\-2zr'\ — ,    ZF=zp'] — ,    ZQ^^zq-] — 

enthalten.  Vorausgesetzt  wird,  dass  die  betrefifenden  Gruppen  keine 
infinitesimale  Transformation  von  erster  Ordnung  in  x,  y,  0  enthalten, 
deren  Glieder  erster  Ordnung  sich  nicht  aus: 

xq,    xp~yq,     yp,    xp  +  yq+2zr,    zp,    zq 

linear  ableiten  lassen.  Wir  erinnern  überdies  daran,  dass  von  vorn- 
herein das  Bestehen  einer  Relation  von  der  Form: 

{p-\ ,    q'\ )  =  r  +  lp  +  iLq-\ 

bekannt  ist,  wo  die  weggelassenen  Glieder  in  x,  y,  z  von  erster  und 
höherer  Ordnung  sind  (s.  S.  407). 

Unter  G  verstehen  wir  wieder  irgend  eine  Gruppe,  welche  den 
gestellten  Forderungen  genügt. 

Da  die  beiden  infinitesimalen  Berührungstransformationen:  ZP 
und  ZQ  charakteristische  Functionen  von  der  Form:  yz  +  «^  -\-  >  -  • 

und:  — xZ'\'ßz^-\ haben,  so  besitzt  {ZPy  ZQ),  welches  natürlich 

ebenfalls  der  Gruppe  G  angehört,  nach  S.  405  die  charakteristische 
Function:  —  5*  +  •  *  *  ^^^  ^^^  daher  die  Form: 

wo  I2  ^^^  ^8  ganze  homogene  Functionen  zweiten  Grades  von  x,  y,  z 
sind,  während  die  Ordnung  der  weggelassenen  Glieder  grösser  als  2  ist. 
Es  gebe  nun  in  der  Gruppe  G  weitere  infinitesimale  Transfor- 
mationen, deren  Ordnung  in  x,  y,  z  grösser  als  1  und  etwa  höchstens 
gleich  s  ist  und: 

sei  eine  Transformation  5-ter  Ordnung  von  G.  Wie  in  §  102  ergiebt 
sich  da  zunächst,  dass  t^  die  Form:  C .si*  besitzen  muss.  Ist  nun  5>2, 
so  erhält  man  durch  Combination  von  B^*^f  xmi:  %^p-\-ri^P'\- z'^r -] — • 
eine  Transformation  (5  -j-  l)-ter  Ordnung: 


428  Kapitel  23,  §  104. 

also  muss  C  den  Werth  Null  haben;  ist  andrerseits  s  =^  2,  so  kann 
man  mit  Hülfe  von:  l^^p  +  ^q  +  ß^r  -{-•••  das  C  fortschaffen.  In 
allen  Fällen  kommt  man  also  auf  eine  Transformation  von  der  Gestalt: 

Indem  man  diese  Transformation  wiederholt  mit  jsp'\"-'  und  zq-^-  — 
combinirt;  erhält  man  schliesslich: 

Az^j^  +  ^^q  +  •  •  •  > 
wo  Ä  und  B  nicht  beide  verschwinden  können  und  durch  Combination 
mit:  rrg  +  •  •  •  und  yi?  +  •  •  •  findet  man  die  beiden  Transformationen: 
z'j)  +  •  •  •,   z'q  -}-•-* , 
Die  Ausdrücke: 

{e'q  -\ ,     ^iP  +  wi  +  ^'^  H ) 

sind  infinitesimale  Transformationen  {s  -f-  l)-ter  Ordnung  und  müssen 
daher  identisch  verschwinden.     Das  giebt: 

cx  '      ty  '      ex         cy 

oder: 

g^  =  SXZ  +  ?.;?-,         ^ä  =  SyZ  +  Wi  .  Äf* . 

Durch  Combination  von:  ^^P  "i"  ^0.  "f"  ^^^  "t"  ' '  *  ^^  r  +  •  •  •  erhält 
man  also  eine  Transformation  erster  Ordnung: 

{sx  +  2lz)i)  +  {sy  +  2mz)q  +  2zr  +  •  •  • , 

welche  in  G  enthalten  sein  muss.  Das  aber  ist  nur  möglich^  wenn 
5=1  ist  und  dieser  Fall  ist  gerade  ausgeschlossen. 

Hiermit  ist  bewiesen^  dass  G  ausser  der  infinitesimalen  Trans- 
formation : 

l'iP  +  n^q  +  ^''*  -i — 

keine  infinitesimale  Transformation  enthalten  kann,  deren  Ordnung  in 
^7  y>  ^  grösser  als  1  ist. 

Um  §2  und  tj^  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  dass  die  Ausdrücke: 

(zp-{ ,     l^p  +  rj^q  +  z^r  -\ ) 

{^q-{ — ;    tiP  +  nta  +  ^'^  H — ) 

verschwinden  müssen,  weil  sie  sonst  infinitesimale  Transformationen 
von  zweiter  Ordnung  lieferten,  die  in  G  enthalten  wären,  aber  nicht 
die  Form:  S^i)  +  ^2^  +  ^***  +  •  •  •  besässen.  Daraus  bekommen  wir 
ähnlich  wie  vorhin: 

l^  =  xz  +  Iz^,      ri^  =  yz  +  mz^ 


(38) 
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und  durch  Combination  mit:  xq-] ,  yp-] — •  ergiebt  sich  endlich, 

dass  l  und  m  gleich  Null  sind. 

Zu  den  schon  angegebenen  neun  infinitesimalen  Transformationen 
(37)  der  Gruppe  G  tritt  demnach  nur  noch  eine  hinzu,  nämlich  : 

V==  xzp  +  yzq  +  Z'v  -[-••• 

und  zwar  ist  nach  dem  Obigen:  (ZP,  ZQ)  =  V. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  Relationen  aufzustellen,  welche 
zwischen  den  zehn   infinitesimalen  Transformationen  von  G  bestehen. 
Dabei  bezeichnen  wir,  wie  schon  in  §  103,  die  Ausdrücke:  XQ,  XP—YQ, 
YP  gelegentlich  kurz  mit  T^,  T^,  Tg. 
Es  ist  sofort: 

{(XQ,  V)  =  (XP -  YQ,  V)  =  (FP,  F)  =  0 
(ZP,  F)  =  (Z(2,  7)  =  0,    (r7F)  =  2F 

(ZP,  ZQ)  =  V. 

Femer  bestehen  gewisse  Relationen  von  der  Form: 

{TiU)  =  aiV       0  =  1,2,3) 

(Zr,  [/)  =  -  ZP  +  6F,    {ZQ,  U) ZQ  +  cV. 

Indem  wir  hier  zu  jeder  der  Transformationen:  T,-,  ZP,  ZQ  ein 
geeignetes  Vielfaches  von  F  hinzufügen,  können  wir  a,,  h  und  c  zum 
Verschwinden  bringen,  ohne  dass  die  Relationen  (38)  geändert  werden, 
wir  bekommen  somit: 

(ZP,  f/)  =  —  ZP,    {ZQ,  U)  =  -ZQ 

{XQ,  CO  =  (XP  -  YQ,  U)  =  (FP,  U)  =  0. 
Bilden  wir  die  Identität  zwischen  T,-,  T^  und  U,  so  finden  wir, 
weil  {TiU)  und  {Txü)  verschwinden,  dass  auch  {{TiTx)U)  immer 
gleich  Null  ist.  Nun  hat  (T.Tx)  die  Form:  di^Tj  +  ßi^V,  wo  d.x 
einen  der  Werthe  — 2,  +1,  +2  besitzt*,  also  muss  jedes  ßix  gleich 
Null  sein  und  es  gilt: 

((XQ,  XP-YQ)  =  -2XQ,    {YP,XP-YQ)  =  2YP 

^^     1  {XQ,YP)  =  XP—YQ. 

Bezeichnen   wir  ZP  und  ZQ  mit  iS'^  und  S^,  so  bestehen  Glei- 
chungen von  der  Form: 

wo  s  die  Werthe  0,  1,  —  1  haben  kann.     Die  Identität: 

zeigt  aber,  dass  yix  verschwindet,  folglich  wird: 

((ZP,  XQ)  =  ZQ,    {ZP,  XP—YQ)=ZP,    (ZP,  rP)=0 
,(ZQ,XQ)=(),  iZQ,XP~YQ) ZQ,  {ZQ,YP)^ZP. 


(39) 


(41) 


(42) 
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In  die  Gleichung: 

{UV)  =  2iJ  +  z«,r,  +  z/JxÄx  +  yU+  dv 

führen  wir: 

R  +  ^{Za^Ti  +  yTJ)  +  iZ/SxSx  +  \8V 

als  neues  U  ein  und  bekommen  so:  {RU)  =  2R,    Weiter  ist:  (7ZF)=» 
U -\-  aV,  die  Identität: 

{{RV)U)  —  2(VR)  ~  2{RV) 

zeigt  aber,  dass  a  verschwindet,  also  ist:  {RV)=  U.   Weiter  haben  wir: 

(BT.)  =  ZliTi  +  Uii^S,  +  vU+7tr, 

jedoch  ergiebt  sich  aus  der  Identität: 

sofort:  (RTi)  ^  0.     Es  bestehen  also  die  Relationen: 

{RV)^U,      {RU)  =  2R 
XR,XQ)^  (R,  XP  -  YQ)  =  (R,  TP)  =  0 

Die  Transformationen  P  und  Q  normiren  wir  so,  dass: 
(43)  (R,  ZP)  =  P,      {R,  ZQ)  =  Q 

wird.     Sodann  bilden  wir  die  Identitäten: 

((ÜÄOTx)  +  ((ÄT.)i?)  +  ((rxB)5,)  =  0, 

indem  wir  uns  erinnern,  dass  (RT^  =  0  und  {TiS^)  ==  SixSj  ist  Wir 
finden: 

f    iP,XQ)^Q,    (P,  XP -YQ)  ==  P,    (P,  rP)  =  0 
^  ^  {{Q,  XQ)  =  0,    (<2,  XP  -YQ)  =  -  Q,    (Q,  YP)  =  P. 
Gerade  so  zeigen  die  Identitäten: 

((7J5x)F)  +'((S,F)P)  +  ((Fi?)S«)  =  0 
URS.)  U)  +  ((Ä.  U)R)  +  i(UR)S.)  =  0, 

dass  die  Relationen: 

■{PV)  =  ZP,      {QV)  =  ZQ 

\    {PU)  =  P,      {QU)^Q 
stattfinden. 

Die  beiden  Identitäten: 

((P,  ZP)  YP)  ==  0,    ((P,  ZP)XP  -  YQ)  -  2(P,  ZP)  =  0 
lassen  erkennen,  dass  in  dem  Ausdrucke: 

(P,  ZP)  =  a'.  XQ  + 13'. (zp~r(2)  +  /. rp+ 
-\-d'.zp-\-B'.ZQ  +  »'  .u+K.r 


(45) 


i 
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alle   Coefficienten   verschwinden;   mit   Ausnahme   von   y\   dass   also: 
(P,  ZF)  =  y' .  YP  ist    Ferner  haben  wir: 

((B,  ZF)ZQ)  +  {VE)  +  {{ZQ,  B)ZV)  =  0 
((P,  ZP)XQ)  +  {Zq,  P)  -  ((2,  ZP)  =  0, 

woraus  folgt: 

(P,  Zq)-{(i,  ZP)=U,    (P,  ZQ)  +  {(i,  ZF)^-Y'iXP-YQ) 

oder: 

{F,  ZQ)  =  i,U -  \y(XP  -  YQ) 

{Q,  ZP)  =  -\U-  hrXXP-  YQ). 

Aus  der  Identität: 

((P,  ZP)ZQ)  +  (FP)  +  ((^<2,  P)ZP)  =  0 

ergiebt  sich  nunmehr: 

—  y'.  ZP  -  ZP  -  ^ZP  -  i/.  ZP  =  0 

also:  y' =  —  1,  und  die  Identität: 

iiQ,ZP)XQ)-h(ZQ,Q)==0 

liefert  noch:  (Q,  ZQ)  =  XQ.     Somit  bestehen  die  Relationen: 

(p,  zp) YP,  (p,  ZQ)  =  i(xp  -  r<2)  +  i  ü- 

,  {Q,  ZQ)  =  X(;),    (Q,  ZP)  =  i(XP  -  YQ)  -  -^  tT. 

Durch  Bildung  der  Identität: 

{(PK)  ü)  -  3(PiJ)  =  0 

bekommen  wir  sofort:  (PjR)  =  0  und  ebenso  wird:  {QR)  =  0.   Endlich 
finden  wir  noch  aus  der  Identität: 

({R,  ZP)Q)  -  i(XP  -  FÖ  -  17,  B)  =  0 

die  Relation:  (P^)  =  P.     Also  ist: 

(47)  (Pü)  =  (<2B)  =  0,      {PQ)  =  P. 

Damit   sind   alle   Relationen    zwischen   den    zehn   infinitesimalen 
Transformationen  von  G  auf  eine  einfache  kanonische  Form  gebracht. 
Nun  erzeugen  die  sieben  infinitesimalen  Transformationen: 

P,    Q,  R,   XQ,   XP-YQ,    YP,    U 

augenscheinlich  eine  sieben gliedrige  Untergruppe  von  G  und  diese 
Untergruppe  ist  nach  Theorem  67,  S.  425  durch  eine  Berührungs- 
transformation der  Ebene  Xj  z  mit  der  Gruppe: 

p,    q  +  xr,     r,     xq  +  ^a^r,    xp  —  yq,    yp  +  ^yV 


(46) 
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ähnlich.     Denken   wir  uns  daher  vermöge   dieser  Berührungstransfor- 
mation in  G  neue  Veränderliche  eingeführt^  so  wird: 

P  =  P,     Q  =  2  +  ^^f    Ii  =  r,     U  =  xp  +  yq-{'2zr 
XQ  =  xq  +  ^x^r,    XF-YQ  =  xp-yq,     TP-yp  +  ^yV. 

Die  neue  Form:  ip  -{-  rjq  -^  gr,  welche  die  Transformation  ZP 
in  den  neuen  Veränderlichen  erhält^  bestimmt  sich  aus  den  Relationen: 

(P,  ZP)  =  -  (yp  +  yr),     (R,  ZP)  =  p 

{Q,  ZP)  =  -{yq  +  er),     {U,  ZP)  =  ZP, 

welche  ergeben: 

dx  ^ '     dx         ' '     dx 


'"=0,   M  =  -iy* 


^^  =  1       ?l  =  ?^  =  o 

ds  '     dz        dz 

dy    ^      Oz        dy    *      cz    ^    *'        dy    *      dz        '    ' 
ox    ^    ^  cy    ^         dz  ''         ^ai'^fy'         ^r  ' 

Wir  finden  hieraus: 
l  =  z  —  xy, 


und  mithin: 


ZP  =  (;s;  —  xy)p  —  ^y^q  —  \xy^r. 

Ferner  ist:  (ZP,  X^)  =  ZQ,  also: 

ZÖ  =  ia;^j}  +  ^2  +  ^^^ 
und  endlich  wird: 

{ZP,  ZQ)  =  V=  (xe  -  ia;*y)i>  +  (ye  -  ^xy')q  +  («»  -  ix'y^r. 
Unsre  Gruppe  G  hat  demnach  in  den  neuen  Veränderlichen  die  Gestalt: 


(48) 


P>  Q  +  ^r,  r,  xq  +  ix^r,  xp  —  yq,  yp  +  iy^^r 

^p+ya+^^^y  {^-'^y)p—W^Q.-'\^tr^j  \;x^P+zq+xzr 

{xz  —  ^x^y)p  +  {yz  —  \xy^)q  +  (/  —  \x?y'^)r 


Die  infinitesimalen  Transformationen  (48)  lassen  alle  zehn  die 
Pfaflfsche  Gleichung:  dz  —  ydx  ==  0  invariant  und  sind  daher  infini" 
tesimale  Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  z\  ihre  charakteri- 
stischen Functionen  lauten  nämlich,  wenn  von  der  Reihenfolge  ona 
von  Zahlenfaktoren  abgesehen  wird,  folgendemiassen: 
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1,     X,    y,    Z'-\xy,    X',    xy,    f 
x{z  —  ^xy),     y{z  -  ^xy),     {z  -  \xyY 


Die  Gruppe  (48)  ist  demnach  eine  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen der  Ebene  x,  z  und  zwar  offenbar  eine  irreducible,  denn  sie 
enthält  eine  sechs-  und  eine  siebengliedrige  Untergruppe,  welche  beide 
irreducibel  sind  [die  Gruppe  (27)  auf  S.  419  und  die  Gruppe  (36)  auf 
S.  425]. 

Nunmehr  können  wir  das  Theorem  aussprechen: 
Theorem  68.  Enthält  eine  Gruppe  von  Berührungstrans- 
formationen  der  Ebene  x,  z,  deren  infinitesimale  Transfor- 
mationen sich  in  der  Umgebung  des  Werthsystems:  x=y=z=^0 
regulär  verhalten^  neun  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen von  der  Form: 

xq-\ ,    xp  —  yg-^ ,    yjp  H 

a:j}  +  yS  +  2iefr  +  •  •  • ,    ^1>  +  •  •  • ,    zq-^-  -  " 

und  enthält  sie  keine  infinitesimale  Transformation  von  erster 
Ordnung  in  x,  y,  z,  deren  Glieder  sich  nicht  aus: 

xq,    xp  —  yq,    yp,    zp,    zq,    xp  +  yq  +  2zr 

linear  ableiten  lasseny  so  ist  sie  zehngliedrig  und  enthält  noch 
eine  infinitesimale  Transformation  von  ztveiter  Ordnung,  welche 
die  Form  hat: 

^^p  +  y^q  +  ^*r  +  •  •  • , 

zugleich  ist  sie  mit  der  irreducibeln  Gruppe: 


(48) 


Pf  Q+^r,  r,  xq  +  ^x^r,  xp  —  yq,  yp+^r 

xp  +  yq  +  2zr,  {z—xyjp—^y^q—^xy^r^  ^x^p  +  zq  +  xzr 

(xz  —  ^x^y)p  +  (yZ'-'^xy^)q  +  (z^-'ia^y"')r 


von   Berührungstransformationen   der  Ebene   x,   z   durch   eine 
Berührungstransformation  dieser  Ebene  ähnlich. 

Fassen  wir  endlich  die  Ergebnisse  des  ganzen  Kapitels  zusammen, 
80  erhalten  wir  das 

Theorem  69.  Jede  endliche  continuirliche  irreducible  Gruppe 
t?on  Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  z  ist  entweder 
sechs-   oder  sieben-  oder  zehngliedrig,   sie  ist  durch  eine  Bc- 

Lie,  Theorio  der  TrauBformationsgruppen.   ü.  28 
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rührungstransformation  der  Ebene  x,0  entweder  mit  der  Gruppe 
(27)  auf  S.  419  oder  mit  Gruppe  (36)  auf  S.  425  oder  endlich 
mit  der  Gruppe  (48)  auf  S,  432  ähnlich*) 


Kapitel  24. 

N&here   Bespreohxing    der    irrednoibeln   Gruppen    von    BerühmngB- 

transformationen  der  Ebene. 

Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  alle  irredacibeln  Gruppen  von 
Berührangstransformationen  der  Ebene  bestimmt  und  gefunden,  dass 
es  nur  drei  verschiedene  Typen  von  solchen  Gruppen  giebt,  nämlich 
einen  sechsgliedrigen  Typus,  einen  siebengliedrigen  und  einen  zehn- 
gliedrigen.  Jetzt  wollen  wir  die  drei  Gruppen,  welche  wir  im  vorigen 
Kapitel  als  Repräsentanten  dieser  drei  Typen  gefunden  haben,  etwas 
näher  besprechen.  Wir  untersuchen  zunächst  die  Zusammensetzung 
der  betreffenden  Gruppen  und  erledigen  die  wichtigsten  darauf  bezüg- 
lichen Fragen:  wir  bestimmen  die  invarianten  Untergruppen  aller  drei 
Gruppen  und  finden  dabei  insbesondere,  dass  die  zehngliedrige  Gruppe 
einfach  ist.  Hierher  gehört  auch  noch  die  in  einem  spateren  Para- 
graphen (in  §  111)  des  Kapitels  durchgeführte  Bestimmung  der  grossten 
Untergruppen  der  zehngUedrigen.  Femer  fragen  wir  nach  den  Differential- 
gleichungen niedrigster  Ordnung,  welche  bei  der  zehngliedrigen  Gruppe 
invariant  bleiben.  Endlich  beschäftigen  wir  uns  mit  denjenigen  Gruppen, 
von  Punkttransformationen,  welche  mit  unsrer  zehngliedrigen  Gruppo- 
von  Berührungstransformationen  der  Ebene  isomorph  sind  und 
möglichst  wenige  Veränderliche  enthalten. 

§  105. 

In  diesem  Paragraphen  bestimmen  wir  alle  invarianten  Unt< 
gruppen  der  drei  irreducibeln  Gruppen  von  BerührungstransformatioDe^D 
welche  wir  im  vorigen  Kapitel  gefunden  haben.  Wir  beginnen  QM.A 
der  ^:^tA^liedrigen  Gruppe: 

(1^^  Pt    q  +  J^r,    r,    Jg  +  i-r^*-,    -rp  — y^,    »P  +  ^V^r. 

Eine   invariante   Untergruppe   <;   von   (1^   enthält  jedenfalls  eine 
infinitesimale  Transformation  von  der  Gestalt: 


*;  Lie,  GC^ttinger  Xachrichten,  Decbr.  1S74:  Paeorie  der  Transfomtttioiu- 
irraj  r^n  IV,  V.  Arehiv  for  Mathematik,  Chrigtiama  1S7S  und  1879.  Die  Methode, 
welche  in  dem  Torst4fhei:den  Kapitel  lur  Ableitncg  der  Satze  benutzt  wiid.  iit 
Uereiit  in  der  an  letzter  Stelle  gerani-ten  Abhandlosg  aTueinandeigesetzt 
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(2)  ^P  +  ß(q  +  ^r)  +  yr, 

denn  aus  jeder  infinitesimalen  Transformation  von  g,  welche  nicht  die 
Form  (2)  besitzt,  ergiebt  sich  durch  Combination  mit  p  oder  q  -{-  xr 
eine  Transformation  von  der  Form  (2),  welche  g  angehört.  Combiniren 
wir  nun  (2)  mit:  q  -^^  xr  und  mit:  p,  so  finden  wir,  dass  g  mit  (2) 
zugleich  auch  die  beiden  Transformationen:  ar  und:  ßr  enthält,  und 
daraus  können  wir  schliessen,  dass  r  unter  allen  Umständen  in  der 
invarianten  Untergruppe  g  vorkommt,  im  entgegengesetzten  Falle 
müsste  nämlich  a  <=  /3  =  0  sein,  es  verschwände  also  auch  y,  so 
dass  g  gar  keine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form  (2)  und 
mithin  überhaupt  keine  infinitesimale  Transformation  enthielte. 

Offenbar  erzeugt  r  selbst  eine  eingliedrige  invariante  Untergruppe 
der  sechsgliedrigen  Gruppe  (1),  es  ist  sogar  eine  ausgezeichnete  infini- 
tesimale Transformation  derselben,  da  es  mit  allen  Transformationen  (1) 
vertauschbar  ist  (s.  Abschn.  I,  S.  276). 

Enthält  die  invariante  Untergruppe  g  von  (1)  ausser  r  noch  andere 
infinitesimale  Transformationen,  dann  jedenfalls  eine  von  der  Form: 

(3)  «l>  +  /3(g  +  a:r), 

denn  jede  von  r  verschiedene  Transformation,  welche  nicht  die  Form  (3) 
besitzt,  liefert  durch  Combination  mit  p  oder  q  -^  xr  eine  Transfor- 
mation (2),  in  welcher  a  und  ß  nicht  beide  verschwinden.  Combinirt 
man  aber  (3)  mit  xp  —  yq,  xq  +  ^x'r  und:  yp  +  ^y^r,  so  kommt: 

ap^ß^qJ^xr),       a{q  +  xr),       ßp, 

also  müssen  p  und  q  '\'  xr  beide  in  g  auftreten  und  wirklich  ist:  p^ 
q  +  a;^;  ^  eiöö  invariante  Untergruppe  von  (1). 

Endlich  könnte  g  ausser  JP;  2  -|~  ^^7  ^  ^^ch  eine  infinitesimale 
Transformation  von  der  Form: 

(4)  k{xq  +  ia;*r)  +  ^{xp  —  yq)  +  v{yp  +  \fr) 

enthalten,  allein  das  ist  unmöglich,  denn  durch  Combination  von  (4) 
mit:  xq  +  \x^r  u.  s.  w.  würde  sich  sofort  ergeben,  dass  g  alle  drei 
infinitesimalen  Transformationen:  xq-\'\x^r  u.  s.  w.  enthielte,  dass 
es  also  mit  der  Gruppe  (1)  zusammenfiele.  Folglich  giebt  es  in  der 
Gruppe  (1)  keine  andern  invarianten  Untergruppen  als  die  beiden 
vorhin  gefundenen: 

r;      jp,   q  +  XTy  r. 


(5) 


Wir  kommen  jetzt  zu  der  siebengliedrigen  Gruppe: 

Pf    Q.  +  xr,    r,    xq  +  ^xh',    xp  —  yq,    yp  +  yh- 

^P  +  y2  +  2iefr, 


28* 
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welche  aus  der  sechsgliedrigen  (1)  durch  HinzuDahme  der  TraDsfor- 
mation:  ^i>  +  yff  H"  2^^  entsteht. 

Da  (1)  augeuscheinlich  eine  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  (5) 
ist  und  da  von  den  beiden  einzigen  invarianten  Untergruppen  der 
Gruppe  (1),  nämlich  von  den  beiden  Gruppen: 

r]      P,  q  +  xr,  r 

dasselbe  gilt,  so  brauchen  wir  nnr  noch  diejenigen  invarianten  Unter- 
gruppen von  (5)  aufzusuchen,  welche  nicht  in  der  Gruppe  (1)  enthalten 
sind.  Jede  solche  invariante  Untergruppe  von  (5)  enthält,  wenn  sie 
w-gliedrig  ist,  eine  (m  — l)-gliedrige  Untergruppe,  welche  der  Gruppe 
(1)  angehört  und  in  derselben  invariant  ist  (vgl.  Abschn.  I,  S.  211, 
Satz  7  und  S.  264,  Satz  10).  Demnach  kann  es  in  der  Gruppe  (5) 
höchstens  zwei  Arten  von  invarianten  Untergruppen  dieser  Art  geben, 
erstens  zweigliedrige,  deren  infinitesimale  Transformationen  die  Form: 

^  ^  1  +  y{xq  +  ^^r)  +  dixp^  yq)  +  e{yp  +  ^j^r) 

besitzen,  und  zweitens  viergliedrige  von  der  Form: 

Py    l  +  ^^7    *•;    xp  +  yq  +  2er  + 
\  +  yip^g.  +  \x^r)  +  8\xp  -  yq)  +  b'(j,p  +  ^yV) . 

Im  ersten  Falle  würde  man  durch  Combination  mit  p  und  q'\'Xr 
zwei  infinitesimale  Transformationen  von  der  Gestalt: 

P  +  ßr  +  y{q  +  xr)  +  Sp 
q-}-  xr  —  ar  —  S(q  +  xr)  +  sp 

finden,  die  sich  bezüglich  auf  ßr  und  —  ar  reduciren  müssten;  da 
das  unmöglich  ist,  so  erkennen  wir,  dass  es  in  der  Gruppe  (5)  keine 
zweigliedrige  invariante  Untergruppe  von  der  Form  (6)  giebt  Dagegen 
zeigt  sich  im  zweiten  Falle  durch  Combination  mit:  xq  +  ^x^r  xl  s.  w., 
dass  y\  d\  e'  verschwinden  müssen  und  dass: 

P7    1  +  ^r,    r,    xp  +  yq  +  20r 

eine  invariante  Untergruppe  von  (5)  ist. 

Hiermit  sind  alle  invarianten  Untergruppen  von  (5)  gefunden. 

Endlich   die   zehngliedrige  irreducible  Berührungstransformations- 
gruppe: 

IP,    q  +  xr,    r,    xq  +  ^x'r,    xp  —  yq,    yp  +  \fr 

^  ^  »    (^  —  xy)p  —  ^y^q  —  \xy^r,    zq  +  ^x^p  +  xzr 

{xz  —  \x^ii)p  +  {yz  —  \xy^)q  +  (jß^  —  \(X?f)r 


(7) 
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enthalt  gar  keine  invariante  Untergruppe.  In  einer  solchen  müsste 
nämlich^  wie  man  sieh  leicht  überzeugt,  eine  Transformation  von  der 
Form  (2)  und  also  insbesondere  die  Transformation  r  auftreten.  Durch 
Combination  von  r  mit: 

{ss  —  xy)p  —  \y^q  —  i^xy^r    u.  s.  w. 

wQrden  sich  nunmehr:  ß,  q'\'  xr  und  ^1>  +  yg'  +  2iSfr  ergeben  und 
durch  Combination  dieser  Transformationen  mit:  {e  —  xi^p-^ — ,  u.  s.  w. 
alle  noch  übrigen  Transformationen  (7). 

Die  gewonnenen  Ergebnisse  liefern  das  wichtige 
Theorem  70.     Die  zehngliedrige  irreducihle  Gruppe: 

fi),    q  +  xr,    r,    xq  +  ^3?r,    xp  —  yq,    yp  +  ^yV 

xp  +  yq-^  2zr 
{ss  —  xy)p  —  \y^q  —  ^xy^r,    zq  +  \o?p  +  xsr 
{xz  —  \x^y)p  +  (tfz  —  ixy^)q  +  (z^  —  {s^y^r 

von  Beriihrungstransformationen  der  Ebene  x,  z  ist  einfach. 
Die  siehengliedrige  irreducihle  Gruppe: 

p,    q  +  xr,    r,    xq  +  ^3^r,    xp  —  yq,    yp  +  ^y^r 

^JP  +  !/2  +  2jE?r 

enthält  vier  invariante  Untergruppen,  nämlich  die  sechsgliedrige 
irreducihle: 

(1)  P,    i  +  xr,    r,    xq  +  ^a^r,    xp  —  yq,    yp  +  \y^r 

und  ausserdem  noch  die  folgenden  drei: 

P;    Q  +  xr,    r,    xp  +  yq  +  2zr'^ 

p,    q  +  xr,    r-, 

r. 

Die  sechsgliedrige  irreducihle  Gruppe  (1)  endlich  enthält  zwei 
invariante  Untergruppen,  nämlich: 

p,    q  +  xr,    r      und      r. 

§  106. 

Die  drei  Gruppen  (1),  (5),  (7)  sind  irreducihle  Gruppen  von 
Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  z,  sie  lassen  in  Folge  dessen 
weder  die  Schaar  aller  cx>*  Punkte  noch  irgend  eine  Schaar: 

flf{Xy  z,  a,  6)  =  0 
von   cx>*   Curven  der  Ebene   x,  z   invariant.     Es    giebt   daher   sicher 
keine  gewöhnliche  DiflFerentialgleichung  zweiter  Ordnung: 


(5) 


(*' ''  ä) ' 
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welche  bei  einer  unsrer  drei  Gruppen  invariant  bleibt.  Dagegen  kann 
es  möglicherweise  gewöhnliche  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung 
geben,  die  unsre  drei  Gruppen  gestatten. 

Um  die  betreffenden  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  zu 
finden,  betrachten  wir  z  als  Function  von  Xy  y  aber  als  den  Differential- 
quotienten von  g  nach  x  und  erweitern  die  zehn  infinitesimalen  Trans- 
formationen (7)  nach  den  Regeln  des  Kapitels  22  durch  Hinzunahme 
der  Differentialquotienten  zweiter  und  dritter  Ordnung  von  is.  Wenden 
wir  dabei  die  Abkürzungen: 

dz ,      d^z  f,      d*2  ,„ 

y~dx'^^'     dx^~^  '     d^^  ^ 

an,  so  erhalten  wir  die  folgenden  erweiterten  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 


p  liefert: 


V 


IL 

ex 

IL 

cz 


xr  +  1        »        x-^  +  -^ 

^        ^^        "  ex  cz  dz  dz 

Die  übrigen  drei  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  wollei^c:^ 
wir  ihrer  Lange  wegen  nicht  mit  hinschreiben  und  nur  bemerkentf^^; 
dass  sie  alle  drei  dem  z'"  einen  Zuwachs  ertheilen,  welcher  den  Fakte:  ^^' 
g'"  enthält  und  also  zugleich  mit  z"  verschwindet 

Die  fünf  ersten   der  obigen   infinitesimalen  Transformationen: 
u.  s.  w.  erzeugen  offenbar  eine  fünfgliedrige  Gruppe,  welche   in  jede 
unsrer  drei  irreducibeln  Gruppen  enthalten  ist.    Durch  die  EiTweiterun; 
hat  sich   aus    dieser  Gruppe    eine   fünfgliedrige  Gruppe   in    den    fi 
Veränderlichen  x,  z,  z\  z'\  z'"  ergeben  und  zwar  eine  einfach  tran::^ 
sitive  Gruppe,  denn  die  Determinante  ihrer  fünf  infinitesimalen  Trans- 
formationen  besitzt  den  nicht  verschwindenden  Werth  z'\    Hieraus 
ergiebt  sich,  dass   die  Gleichung:  z"^=^Q  die  einzige  Gleichung  voiz 
der  Form:  z"=^%{Xj  z,  z\  z")  ist,  welche  bei  der  bewnssten  fanf- 
gliedrigen  Gruppe  invariant  bleibt.    Da  nun:  z'"  ^=  0  auch  die  übrigen 
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fünf  erweiterten  iufinitesimalen  Transformationen  gestattet  —  bei  jeder 
derselben  erhält  ja  z"  einen  Zuwachs,  welcher  m\i  z"  zugleich  ver- 
schwindet — ,  so  gestattet  die  Gleichung:  jef'"=0  jede  unsrer  drei 
irreducibeln  Gruppen  und  ist  ausserdem  die  einzige  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung,  welche  dies  thut.  Wir  können  hinzufügen,  dass  die 
zehugliedrige  Gruppe  (7)  die  grösste  continuirliche  Gruppe  von  Be- 
rührongstransformationen  ist,  bei  welcher  die  Differentialgleichung: 
z'"  =  0  invarinnt  bleibt.  Die  grosste  continuirliche  Gruppe  von  dieser 
Beschaffenheit  ist  nämlich,  weil  sie  die  zehngliedrige  irreducible  Gruppe 
(7)  umfasst,  offenbar  selbst  irreducibel  und  ausserdem  ist  sie  endlich*), 
sie  kann  also  nach  dem  Theoreme  69,  8.  433  nicht  mehr  als  zehn  Para- 
meter enthalten,  das  heisst,  sie  fallt  mit  der  Gruppe  (7)  zusammen. 

Demnach  besteht  das 

Theorem  71.  Jede  irreducible  Gruppe  von  Berührungstrans- 
formationen  der  Ebene  lässt  nur  eine  einzige  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  invariant.  Hat  man  die  Gruppe 
durch  eine  geeignete  Beriihrungstransformation  auf  eine  der 
drei  Formen  (1),  (5),  (7)  gebracht  {s,  S.  437),  so  erscheint  die 
betreffende  Differentialgleichung  in  der  Gestalt: 

wo  X  und  z  PunJctcoordinaten  in  der  Ebene  bedeuten.  Ins- 
besondere ist  die  zehngliedrige  irreducible  Gruppe  (7)  die 
grösste  continuirliche  Gruppe  von  Berührungstransformationen 
der  Ebene  x,  Zy  welche  die  angegebene  Differentialgleichung 
invariant  lässt. 

Wir  können  das  vorstehende  Theorem  auch  folgendermassen 
aussprechen:  Bei  einer  irreducibeln  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen der  Ebene  x,  z  bleibt  nur  eine  einzige  Schaar  von  cx>^ 
Curven  der  Ebene  invariant;  ist  die  Gruppe  durch  eine  geeignete 
Berührungstransformation  auf  eine  der  drei  Formen  (1),  (5),  (7) 
gebracht  (s.  S.  437),  so  lautet  die  Gleichung  der  betreffenden  Schaar: 

je?  =  a  +  ^bx  +  cx^, 

die  Schaar  selbst  besteht  mithin  aus  allen  den  oo^  Kegelschnitten, 
welche  die  unendlich  ferne  Gerade  in  einunddemselben  Punkte  be- 
rühren, das  heisst  aus  allen  Kegelschnitten,  welche  ein  (unendlich 
fernes)  Linienelement  gemein  haben. 

*)  Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zwischen  x  und  z^  deren  Ordnung 
grösser  ist  als  zwei,  gestattet  niemals  unendlich  viele  unabhängige  infinitesimale 
Berührungstransformationen. 


-4*: 


auaiZiti  it  |ä  1  ••$.  1 1  w 


.3.  *i2iKiL  izskZter*^  rinxnra»*!! 


i  --. 


werden 


5  1  ••- 


iit^  ZATJ^SL  V*r5£«:«rLieii'*!i  ;.  r.  z  äz.  **:  -»rillt  aüi  zasSrlioii  eine 
[rr^iizcizlA  •xnpp*  tjh  Bt^r^lr^Ti-zs^raggfirzLAdiiniea  ler  Ebene  r.  5. 
Ea  Zj^zz  r-3.  rä-r  z^Trisae  Ber^Iirm'Z^üraag-:  rrarfi:  a ,  w«Lifee  czLsre 
lÄCJUziiöirii-i  irr»ti:i'ii^le  »jnrp«^    T    auf  -iii!*  UL-ier»   «eir  beoierken«- 

K*  b«5;tr»i5iQde  Ber^irsi^straiisfcmarioii  ist  -irLnii  £e  GLeichimg: 

4r  -'  —  j,  —  r-  = '.' 

<ied::in.  &::3  weüihar  wir  lutic.  d->n  Baz^Ia  tch  Kircel  I.  S.  10  als 
OLriiiii^iiz^tL  der  Berüjrr •zstraii sf onnASioa  die  fol^^udea  ixiideii: 


r  =  är    }^^ 


y  =  — 1  — 3- 

05rnhar  »:rd: 

•/z  —  jrtir  =  'S ;  —  sir . 

aUo  Lac  ^  den  Wenii   1  und  man  ercü!.:  daher  die  charrnktenstisclien 
F:mctioD€ii  deijenigen  infinitesimalen  TranstormatLonefiy  in  welche  die 
infinitesimalen  Tran«formationen    7    bei  der  Bernhrxingstransformation 
%;  übergeben,  wenn  man  in  die  eharmkteriitiachai  Fnnetionen: 

1,  'r  yr  Jf*,  ^y-  y*-  ^  — l'yr  Jf>  — i'y).  y(jf— i'y)»  (^— i^fy)* 

der  Transformationen  (7'  die  neaen  Veränderlichen  j.  i^  p  einfuhrt 
Thot  man  da.«,  so  bekommt  man  nach  Weglassnng  des  unwesentlichen 
Faktoi?  y —  1  die  nachstehenden  charakteristischen  Functionen: 


r9) 


Das   also  ist  die  Form,   welche  die   Gruppe  (7\   in    den   neuen  Ver- 
änderlichen },  r,  9  annimmt. 

Von   Interesse    ist    es,    die    Gruppe    «9;    als    eine   Gruppe    von 
homogenen  BerührungstransformationeD  in  Tier  Veränderlichen:  x^^  x,, 
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Pi9  Pi  zn  schreiben.  Um  das  zu  erreichen  ^  brauchen  wir  blos  zu 
setzen: 

und  ausserdem  jede  einzelne  der  charakteristischen  Functionen  (9)  mit 
p^  zu  multipliciren  (vgl.  S.  273,  Satz  10).  Auf  diese  Weise  finden 
wir  die  folgende  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen: 


(10) 


Pl9     ^iPlJ     ^l  Plf     P2f     ^iPiJ     ^i  Pi) 


in  deren  Form  eine  gewisse  Symmetrie  zu  Tage  tritt. 

Die  Curvenschaar: 

z  =  a  -^  2bx  +  cx^, 

welche  bei  der  Gruppe  (7)  invariant  bleibt,  verwandelt  sich  natürlich 
bei  der  Berührungstransformation  (8)  in  eine  bei  der  Gruppe  (9)  in- 
variante Curvenschaar.  Wollen  wir  die  Gleichung  dieser  neuen  Curven- 
schaar finden,  so  haben  wir  auf  die  beiden  Gleichungen: 

;ef  =  a  +  26ic  +  <^^*>      y  =  26  +  2cx 

die  Berührungstransformation  (8)  auszuführen  und  aus  den  entstehenden 
beiden  Gleichungen: 

5  -f  E^  =  a  +  46e/^  —  Acft) 

das  \)  zu  entfernen.     Wir  finden: 

(11)  4cu  +  4(6«  _  ac)j  -f  5  -  a  =  0 , 

eine  Gleichung,  die  alle  Kegelschnitte  darstellt,  welche  durch  zwei 
gewisse  (unendlich  ferne)  Punkte  gehen. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  Gruppe  (9)  die  grösste 
continuirliche  Gruppe  von  Berührungstransformationen  ist,  welche  die 
Curvenschaar  (11)  invariant  lässt. 

Wir  wollen  schliesslich  vermittelst  der  Punkttransformation: 

(12)  ^  =  ss  —  ix,      i  =  z  +  ix 

der  Ebene  £,  }  die  beiden  Punkte,  durch  welche  die  oo^  Kegelschnitte 
(11)  gehen,  in  die  beiden  unendlich  fernen  Kreispunkte  verlegen.  Dabei 
geht  die  Curvenschaar  (11)  in  die  Schaar  aller  cx>'  Kreise: 

(13)  Ac{3(?  +  &")  +  4(6*  —  ac)  {z  +  ix) -^  0  -  ix  —  a  ^0 
der  Ebene  x,  z  über. 
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üui  die  zehngliedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationeu  zu 
finden,  bei  welcher  die  Schaar  (13)  invariant  bleibt,  haben  wir  die 
Punkttransformation  (12)  zu  erweitern  (vgl.  S.  3)  und  die  so  erhaltene 
Berühruugstransformation : 

Ij  =  jSf  —  /a?,      j:^  0  -{-  ix 

auf  die  Gruppe  (9)  auszuführen.  Da  nun  vermöge  (14)  die  Gleichung 
besteht: 

so  brauchen  wir  (vgl.  S.  276,  Theorem  45)  blos  die  Beruh rungstrans- 
formation  (14)  auf  die  charakteristischen  Functionen  (9)  auszuführen 
und   sodann  jede  dieser  Functionen  mit  {y  -|-  ^)  zu  multipliciren;  den 

Faktor  —.  können  wir  natürlich  weglassen.    Auf  diese  Weise  erhalten 

wir  aus  der  Gruppe  (9)  die  folgende  neue  Gruppe  von  Berühruogs- 
transformationen: 

An  Stelle  der  zehn  imaginären  infinitesimalen  Transformationen  (15) 
können  wir  natürlich  auch  die  zehn  reellen  Transformationen: 

II,  y,  2  —  xyy  x+zy,  2zx-\-{s?  —  x^)yy  z^  —  x^  —  2xzy 
Vf+\,  xVf  +  l,  zYy^+i^  (^  +  ^2)^y2q.i 

setzen. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  (15')  die  grösste  continuirliche 
Gruppe   von  Berührungstransformationen  ist,  welche  die  Schaar  (13 
aller  Kreise  der  Ebene  x,  s  invariant  lässt. 

Auch  die  Gruppe  (15')  werden  wir  als  eine  Gruppe  von  homo- 
genen Berührungstransformationen  schreiben.     Setzen  wir: 

x  =  x^,     z  =  x^,     j/  =  =l^, 

Fi 

SO  erhalten  die  charakteristischen  Functionen  der  betreffenden  Grupi^' 
von  homogenen  Berührungstransformationen  die  Gestalt: 

Vi>   Pij    x^p^  —  a^aPi,    x^^  +  x^p^ 
(IG)  I  {Xj^  —  X2^)Pi  +  2x^x,p.^,    2x^x^p,  +  (x^^  —  a:i^)i>2 

yPi'+p,'.  x,Yi>,'+p:\  x,vj^+p^,  (v+vjv:p?+ä'- 


\ 
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Von  diesen  Transformationen  sind  die  ersten  beiden  infinitesimale 
TranslcUiouen  der  Ebene  x^,  x^]  die  drei  ersten  erzeugen  die  Gruppe 
aller  Bewegungen^  die  vier  ersten  die  Gruppe  aller  Aehnlichkeitstrans- 
formationen  dieser  Ebene;  die  sechs  ersten  erzeugen  die  grosste  con- 
iinuirliche  Gruppe  von  Punkttransformatiouen  der  Ebene  x^,  x^y  bei 
welcher  Kreise  in  Kreise  übergehen  (die  grösste  endliche  Gruppe  von 
conformen  Punkttransformationen);  endlich  ist  Vi>i^  +  Pg^  eine  infini- 
tesimale Paralleltransformation. 

Die  Hauptergebnisse  des  gegenwärtigen  Paragraphen  zusammen- 
fassendy  können  wir  das  Theorem  aussprechen: 

Theorem  72.  Es  giebt  in  der  Ebene  oo^®  Berührungstrans- 
formationen, welche  Kreise  in  Kreise  überführen.  Der  In- 
begriff dieser  Transformationen  bildet  eine  irreducible  Gruppe 
von  Berührungstransformationen,  welche  in  keiner  grösseren 
endlichen  continuirlichen  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen stecht  Mit  der  betreffenden  Gruppe  ist  jede  eehn- 
gliedrige  irreducible  Gruppe  von  Berührungstransformationen 
der  Ebene  durch  eine  Berührungstransformation  ähnlich  und 
darunter  insbesondere  diejenige  zehngliedrige  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen, welche  die  Schaar  aller  cx>'  Kegel- 
schnitte mit  einem  gemeinsamen  Linienelement  invariant  lässt, 

§  108. 

Schon  im  vorigen  Kapitel  haben  wir  den  Umstand  benutzt^  dass 
jede  Gruppe  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  auch  als  eine 
Gruppe  von  Punkttransformationen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes 
aufgefasst  werden  kann.  Wir  werden  von  jetzt  ab  in  der  Hauptsache 
diese  letztere  Auffassung  bei  der  Untersuchung  der  irredncibeln  Gruppen 
von  Berührungstransformationen  der  Ebene  zu  Grunde  legen.  Dabei 
gehen  wir  aber  wieder  von  den  im  vorigen  Kapitel  gefundenen  Formen 
dieser  Gruppen  aus,  also  von  den  drei  Gruppen:  (1),  (5)  und  (7)  auf  S.  437. 

In  den  eben  genannten  drei  irredncibeln  Gruppen  von  Berührungs- 
transformationen der  Ebene  x,  z  deuten  wir  die  Grössen  Xy  z,  y  als 
Punktcoordinaten  eines  dreifach  ausgedehnten  Raumes,  dann  erscheinen 
diese  Gruppen  als  Gruppen  von  Punkttransformationen  des  Raumes 
Xy  z,  y  und  zwar  als  solche  Gruppen,  welche  die  Gleichung: 

dz  —  ydx  =  0 , 
nicht  aber  eine  von  derselben  verschiedene  PfaflFsche  Gleichung: 

a{Xy  z,  y)dx  +  y{x,  z,  y)dz  +  ß{x,  z,  y)dy  =  0 

invariant  lassen  (s.  S.  393,  Satz  3). 
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Siud  nun  diese  drei  Gruppen  von  Punkttransformationen  des 
Raumes  x,  z,  y  primitiv  oder  sind  sie  es  nicht? 

Eine  Schaar  von  oo^  Flächen:  q>{Xj  0,  j^)  =  const.  des  Baumes 
Xf  Zj  y  kann  bei  keiner  unsrer  drei  Gruppen  invariant  bleiben,  zu- 
gleich mit  der  Flächenschaar  würde  nämlich  auch  die  von  der  Glei- 
chung: dz  —  ydx  =  0  verschiedene  Pfaffsche  Gleichung:  dq>  =^Q  in- 
variant bleiben  und  das  ist  ausgeschlossen. 

Wenn  daher  eine  unsrer  Gruppen  imprimitiv  ist^  so  lässt  sie 
jedenfalls  keine  Schaar  von  oo^  Flächen  sondern  nur  eine  Schaar  von 
cx)^  Curven  des  Raumes  x,  z,  y  invariant.  Für  die  sechsgliedrige 
und  die  siebengliedrige  Gruppe  können  wir  sofort  eine  derartige 
Curvenschaar  angeben^  denn  beide  enthalten  nach  Theorem  70^  S.  437 
die  eingliedrige  invariante  Untergruppe  r  und  lassen  infolgedessen  die 
Gleichung: 

1^  =  0 

dz 

oder^  was  auf  dasselbe  hinauskommt^  die  Curvenschaar:  x  =  const., 
y  =  const.  invariant  Beide  Gruppen  aind  daher  imprimitiv,  die 
sechsgliedrige  ist  sogar  systatisch,  denn  r  ist,  wie  schon  auf  S.  435 
gesagt  wurde,  eine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation  der 
sechsgliedrigeu  (vgl.  Abschnitt  I,  S.  510,  Satz  3). 

Liesse  die  sechsgliedrige  Gruppe  noch  eine  andere  von  der  Schaar: 
X  =  const,  y  =  const.  verschiedene  Schaar  von  cx>^  Curven  invariant, 

so  müsste  sie  eine  von:  J-  =  0  verschiedene  lineare  partielle  Dif- 
ferentialgleichung : 

^(^.  ^7  y)^  +  ^(^;  ^y  y)Yz  +  ^^^'  ^'  y^hi  ^  ^ 

invariant  lassen,  dann  aber  bliebe  zugleich  das  System  der  beiden 
Gleichungen: 

dz  —  ^^       ^dx^^dy       ^ 

invariant  und  demnach  auch  die  Pfaffsche  Gleichung: 

^dx —  Xdy  =  0, 

in  welcher  A  und  ft  nicht  beide  gleich  Null  wären.  Das  ist  nach 
S.  393,  Satz  3  ausgeschlossen,  also  giebt  es  ausser  der  Schaar: 
X  =  const,  y  =  const  keine  Schaar  von  cx>*  Curven,  welche  bei  der 
sechsgliedrigeu  Gruppe  invariant  bleibt  Für  die  siebengliedrige  Gruppe, 
in  welcher  ja  die  sechsgliedrige  als  Untergruppe  enthalten  ist,  gilt 
natürlich  dasselbe. 

Endlich  die  zehngliedrige  Gruppe,  von  welcher  wieder  die  sieben- 
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gliedrige  eine  Untergruppe  ist,  lasst  nicht  einmal  die  Curvenschaar: 
X  es  const.^  y  =  const.  inyariant,  da  sie  augenscheinlich  die  Gleichung 

-^  CSS  0  nicht  invariant  lässt^  sie  ist  also  primitiv. 

Wir  können  daher  sagen: 

Tieorem  78.  Fasst  man  die  drei  Gruppen:  (1),  (5),  (7)  auf 
8.  437,  welche  irreducible  Gruppen  von  Berührungstrans for- 
mationen  der  Ebene  x,  z  sind,  als  Gruppen  von  PunJcttrans- 
fortnationen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes  x,  ss^  y  auf, 
so  ist  nur  die  zehngliedrige  Gruppe  (7)  primitiv,  die  beiden 
andern  dagegen  sind  imprimitiv,  die  sechsgliedrige  sogar 
systatisch.  Die  sechsgliedrige  und  die  siebengliedrige  Gruppe 
lassen  beide  die  Schaar  der  oo^  Curven:  x  =  C(ynst,  y  =  c(mst, 
invariant,  es  giebt  aber  keine  andere  Schaar  von  oo*  Curven 
und  insbesondere  auch  keine  Schaar  von  cx>^  Flächen^  welche 
bei  einer  dieser  beiden  Gruppen  invariant  bleibt. 

§  109. 

Als  Gruppen  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  z 
Hessen  unsre  drei  Gruppen  die  Schaar  der  cx>^  Curven: 

^  =  a  +  2bx  +  coi^ 

invariant.  Da  nun  jeder  Curve:  z  =  q>(x)  der  Ebene  x,  z  eine  Curve 
des  Raumes  x,  z,  y  entspricht,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  ydx  =  0 
befriedigt,  nämlich  die  Curve:  z  =  q>{x),  j/ =  ^'(a;),  so  müssen  unsre 
drei  Gruppen,  als  Gruppen  des  Raumes  x,  z,  y  aufgefasst,  die  Schaar 
der  cx)'*  Integralcurven: 

(17)  z  =  a+2bx  +  cc(?,     y  =  2b  +  2cx 

der  Pfaffschen  Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  invariant  lassen. 
Da  die  Gleichungen  (17)  sich  auch  schreiben  lassen: 

(17')  z  —  ^xy  =  a  +  bx,      \y  =  b  +  cx, 

so  liegt  es  nahe,  an  Stelle  von  x,  z,  y  durch  die  Transformation: 

(18)  Xi=x,      Zi  =  z  —  i^xy,      y^  =  \y 

die  neuen  Veränderlichen  x^y  z^,  y^  einzuführen.  Auf  diese  Weise 
erhalten  wir  an  Stelle  von  (17)  die  linearen  Gleichungen: 

(19)  z^  =  a  +  bx^,      yi  =  6  +  ca?i, 

welche,  wenn  x^,  z^,  y^  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  dreifach 
ausgedehnten  Raumes  aufgefasst  werden^  eine  Schaar  von  oo^  Geraden 
des  botreffenden  Raumes  darstellen.     Selbstverständlich  sind  diese  oo*^ 
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Geraden  sämmtlich  Integralcurven  derjenigen  Pfaffschen  Gleichung, 
welche  aus:  dz  —  ydx=^0  durch  Einführung  von  x^y  y^,  e^  entsteht, 
also  Integralcurven  der  Pfaffschen  Gleichung: 

(20)  dz^  +  x^dyy^  —  Vydx^  =  0. 

In  den  neuen  Veränderlichen  x^,  z^,  y^  erbalten  wir  an  Stelle 
unsrer  drei  Gruppen  (1),  (5),  (7)  (S.  437)  der  Reihe  nach  die  folgenden 
Gruppen  von  Punkttransformationen  des  Raumes  x^^  z^,  y^i 


(.21)  Pi-Viri,    Qi  +  ^irn    ^u    ^i2u    ^iPi—ViQu    ViPi 


(22)    i     ^i""yi^i'    ?i  +  ^i^u    ^1,    ^i(Zi,    ^iPi  —  ViQi^    ViPi 

^iPi  +  VxQi  +  2^i^i 


(23) 


^iPi—yii^iPi+yi^i+^i^dy  ^iii+^ii^iPi+yi^i+^i^i) 

^li^iPi  +  yiQi  +  ^iri) 


Dieselben  lassen  natürlich  die  PfaflFsche  Gleichung: 
(20)  dz^  +  x^dy^  — -  y^dx^  =  0 

invariant,  nicht  aber  eine  von  derselben  verschiedene  Pfaffsche  Gleichung: 

K^u  yu  ^i)dx^  +  f*(^i,  yu  h)dyi  +  v{x^y  Vu  ^ddz^  =  o, 

ausserdem  lassen  sie  die  Schaar  der  oo^  Geraden: 

(19)  ;2f^  =  a  +  bXi,      ^1  =  6  +  cx^ 

invariant. 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  x^,  y^^  z^  gehen  offenbar  genau 
cx>^  verschiedene  Gerade  der  Schaar  (19);  da  nun  alle  Geraden  der 
Schaar  (19)  die  in  dx^,  dy^j  dz^  lineare  und  homogene  Gleichung  (20) 
befriedigen;  so  erkennt  man  sofort,  dass  die  oo'  Geraden  der  Schaar 
(19),  welche  durch  einen  beliebig  gewählten  Punkt  x^y  y^,  z^  gehen, 
stets  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Andrerseits  überzeugt  man. 
sich  leicht,  dass  in  jeder  Ebene  des  Raumes  x^  y^,  z^  auch  genaa 
cx>^  verschiedene  Gerade  der  Schaar  (19)  liegen  und  dass  diese  oo*- 
Geraden  immer  durch  einen  Punkt  der  betreffenden  Ebene  gehen»  Die 
Schaar  der  oo^  Geraden  (19)  ordnet  demnach  jedem  Punkte  des  Raumeg 
a?!,  j/i,  Zi  eine  hindurchgehende  Ebene  eindeutig  zu  und  jeder  Ebene 
dieses  Raumes  einen  darin  liegenden  Punkt.  Nun  führt  jede  Trans- 
formation, welche  einer  der  drei  Gruppen  (21),  (22),  (23)  angehört, 
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jeden  Punkt  des  Raumes  x^  z^^  y^  wieder  in  einen  Punkt  über  und 
jede  Gerade  der  Schaar  (.19)  wieder  in  eine  Gerade  dieser  Schaar,  sie 
muss  daher  auch  die  einem  beliebigen  Punkte  zugeordnete  durch  ihn 
hindurchgehende  Ebene  wieder  in  eine  Ebene  verwandeln  und  in  Folge 
dessen  überhaupt  jede  Ebene  wieder  in  eine  Ebene.  Hieraus  geht 
hervor,  dass  die  drei  Gruppen  (21),  (22),  (23)  sämmtlich  Untergruppen 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Raumes  x^j  g^,  y^  sind.  Wir 
hätten  das  allerdings  auch  schon  den  infinitesimalen  Transformationen 
unsrer  Gruppen  ansehen  können,  denn  die  sind  alle  projectiv  (Ab- 
schnitt I,  S.  554f.). 

Dreifach  unendliche  Geradenschaaren  von  der  Beschaffenheit  der 
oben  gefundenen  Schaar  (19)  hat  zuerst  Mobius  betrachtet  und  als 
„Nullsjsteme''  in  die  Wissenschaft  eingeführt;  später  hat  sie  besonders 
Chasles  verwerthei  Von  Plücker  wurde  für  eine  solche  Geradenschaar 
die  Bezeichnung  „linearer  Liniencomplex''  eingeführt,  wofür  man  auch 
kürzer  sagt  „linearer  Complex". 

Plücker  zeigte,  dass  der  allgemeinste  lineare  Complex  durch  die 
allgemeinste  lineare  homogene  Gleichung  zwischen  den  nach  ihm 
benannten  sechs  Liniencoordinaten  dargestellt  wird.  Als  Coordinaten 
einer  geraden  Linie  des  Raumes  x^  y^,  z^  wählte  er  die  sechs  Grössen: 

^1        ^%)     Vi        Vi}     ^1        ^i 

^iVi  ^1^2?       Vi^i  ^1^2?       ^1^2  ^1^2? 

wo  x^y  yi,  Zi  und  x^,  y^^  z^  zwei  beliebige  Punkte  auf  der  betreffenden 
Geraden  sind.  Lässt  man  nun  insbesondere  die  drei  Grössen  x^y  y^j  z^ 
bezüglich  von  x^,  y^^  z^  unendlich  wenig  verschieden  sein,  so  kommt 
man  auf  die  Liniencoordinaten: 

Eine  homogene  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  diesen  Grössen,  also 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

Adxi  +  Bdyi  +  Cdz^  +  D{x^dy^  —  y^dx^  + 
+  E(ifidZi  —  Zidy^)  +  F(z^dx^  —  x^dz^)  =  0 

mit  Constanten  Coefficienten  stellt  dann  den  allgemeinsten  linearen 
Complex  des  Raumes  x^^  j/i,  z^  dar.  Wir  sehen  hieraus,  dass  es  in 
dem  dreifach  ausgedehnten  Räume  x^^  y^  z^  gerade  oo^  verschiedene 
lineare  Complexe  giebt.  Andrerseits  bemerken  wir,  dass  die  Pfaffsche 
Gleichung  (20)  einen  gewissen  linearen  Complex  darstellt;  es  ist  das 
offenbar  derjenige,  welcher  von  den  c»^  Geraden  (19)  gebildet  wird. 
Bei  einer  projectiven  Transformation  des  Raumes  x^,  y^,  z^  geht 
selbstverständlich  jeder  lineare  Complex  dieses  Raumes  in  einen  linearen 
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Complex  über.  Da  es  nun  in  dem  Räume  x^y  y^,  z^  gerade  c»"  pro- 
jective  Transformationen  giebt,  aber  nur  oo^  lineare  Complexe,  so 
folgt,  dass  jeder  lineare  Complex  mindestens  cx>^®  projective  Transfor- 
mationen zulässt  (ygl.  Abschnitt  I,  S.  482,  Satz  10).  Die  obigen  Ent- 
wickelungen  bestätigen  das,  denn  sie  zeigen,  dass  der  lineare  Complex: 
(20)  rf^i  +  x^dy^  —  y^dx^  =  0 

die  zehngliedrige  projective  Gruppe  (23)  gestattet. 

Wir  konnten  aus  der  Liniengeometrie  als  bekannt  voraussetzen, 
dass  jeder  lineare  Complex,  der  nicht  aus  allen  Geraden  besteht,  die 
eine  feste  Gerade  schneiden,  durch  projective  Transformationen  in  jeden 
andern  übergeführt  werden  kann;  daraus  könnten  wir  unmittelbar 
schliessen,  dass  jeder  solche  Complex  gerade  oo^^  und  nicht  mehr 
Collineationen  zulässt  und  dieser  Schluss  würde  auch  auf  den  Com- 
plex (20)  Anwendung  finden,  denn  derselbe  besteht  offenbar  nicht  aus 
lauter  solchen  Geraden,  die  eine  feste  Gerade  treffen.  Allein  es  ist 
gar  nicht  nothig,  diese  Sätze  der  Liniengeometrie  zu  benutzen,  wir 
gelangen  zu  demselben  Ergebniss  durch  die  nachstehenden  üeber- 
legungen: 

Die  zehngliedrige  Gruppe  (7)  auf  S.  437,  welche  die  Pfaffsche 
Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  invariant  lässt,  steckt  in  keiner  grosseren 
endlichen  continuirlichen  Gruppe,  welche  ebenfalls  die  Pfaffsche  Glei- 
chung: dis  —  ydx  =  0  invariant  lässt;  eine  solche  grossere  Gruppe 
hätten  wir  ja  nothwendig  im  vorigen  Kapitel  mit  finden  müssen. 
Genau  dasselbe  gilt  natürlich  von  der  Gruppe  (23)  in  Bezug  auf  die 
Pfaffsche  Gleichung:  dz^  +  x^dy^^  —  Vi^^i  =  0.  Insbesondere  kann 
daher  die  Gruppe  (23)  auch  in  keiner  grosseren  continuirlichen  pro— 
jectiven  Gruppe  enthalten  sein,  welche  den  linearen  Complex: 
(20)  dzi  +  x^dy^  —  y^dx^  =  0 

invariant  lässt. 

Man  kann  sich  übrigens  auch  ganz  direkt  davon  überzeugen, 
die  zehngliedrige  Gruppe  (23)  die  grosste  continuirliche  projectiv 
Gruppe  ist,  welche  der  lineare  Complex  (20)  gestattet;  sucht 
nämlich  alle  infinitesimalen  Collineationen  des  Raumes  x^,  y^,  m^  ^ 
welche  die  Gleichung:  dz^  +  x^dy^  —  tf i^^i  =  0  invariant  lassen,  so 
findet  man,  dass  es  gerade  zehn  unabhängige  Transformationen  dieser 
Art  giebt,  eben  die  Transformationen  (23). 

Es  wäre  schliesslich  noch  denkbar,  dass  die  grosste  projective 
Gruppe  F,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung  (20)  invariant  lässt,  aus 
einer  Reihe  discreter  Schaaren  von  Transformationen  bestände.  Allein 
auch  das  ist  nicht  der  Fall,  die  Gruppe  F  fällt  vielmehr  mit  der 
Gruppe  (23)  zusammen.     Man  kann  das  dadurch  beweisen,  dass  man 
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die  Gruppe  (23)  in  allgemeinster  Weise  holoedrisch  isomorph  auf  sich 
bezieht  und  sodann  die  allgemeinste  Transformation  in  x^,  y^,  z^  sueht^ 
welche  die  Gruppe  in  sich  überführt,  man  wird  dabei  finden,  dass  diese 
allgemeinste  Transformation  eben  die  allgemeinste  Transformation  der 
Gruppe  (23)  ist. 

Im  Vorstehenden  sind  die  Entwickelungen  des  Kapitels  18  in 
Abschnitt  I  benutzt,  aus  denen  folgt,  dass  die  Gruppe  (23)  als  die 
grösste  in  F  enthaltene  continuirliche  Gruppe  bei  allen  Transfor- 
mationen von  r  invariant  bleibt.  Es  ist  von  methodischem  Interesse 
das  hier  hervorzuheben,  denn  ähnliche  Ueberlegungen  finden  sehr  oft 
praktische  Anwendung. 

Wir  wollen  jetzt  die  Ergebnisse  des  gegenwärtigen  Paragraphen 
in  einem  Theoreme  zusammenfassen: 

Theorem  74.  Jede  zehngliedrige  irredticible  Gruppe  von  Be- 
rühr ungstr  ans  formationen  der  Ebene  x,  fs  ist  gleichisusammen- 
gesetzt  mit  der  zehngliedrigen  projeetiven  Gruppe  eines  linearen 
Complexes  eines  dreifach  ausgedehnten  Raumes.  Deutet  man  die 
cx>^  Linienelemente  der  Ehene^  welche  von  der  ersten  Gruppe 
transformirt  werden,  als  Punkte  eines  dreifach  ausgedehnten 
ItaumeSf  so  erhält  man  eine  Gruppe  von  FunJcttransformationen 
dieses  Baumes^  welche  mit  der  Gruppe  des  linearen  Complexes 
durch  eine  Punicttransformation  ähnlich  ist. 

In  entsprechender  Weise  ist  die  siebengliedrige  irreducible  Be- 
rührungstransformationsgruppe  (5)  (s.  S.  437)  mit  der  siebengliedrigen 
projeetiven  Gruppe  (22)  (s.  S.  446)  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes 
gleichzusammengesetzt  und  wenn  man  will  ähnlich.  Diese  sieben- 
gliedrige ptojective  Gruppe  lässt  den  linearen  Complex: 

dz^  +  Xydy^  —  y^dxi  =  0 

invariant  und  ausserdem  noch  die  unendlich  ferne  Ebene,  sowie  auf 
dieser  Ebene  den  Punkt:  Xi  =  yi  =  0,  welcher  derselben  von  dem 
linearen  Complex  zugeordnet  ist.  Man  überzeugt  sich  überdies  leicht, 
dass  die  Gruppe  (22)  die  allgemeinste  projective  Gruppe  ist,  welche 
die  angegebenen  Figuren  invariant  lässt. 

Endlich  die  sechsgliedrige  irreducible  Berührungstransformations- 
gruppe  (1)  (s.  S.  437)  ist  mit  der  sechsgliedrigen  projeetiven  Gruppe 
(21)  (s.  S.  446)  gleichzusammengesetzt  und  wenn  man  will  ähnlich. 
Diese  letztere  unterscheidet  sich  von  der  siebengliedrigen  projeetiven 
Gruppe  (22)  nur  dadurch,  dass  sie  auch  alle  Volumina  des  Raumes 
Xi,  yi,  Zi   invariant  lässt. 

Die  beiden  Gruppen  (1)  und  (5)  waren,  als  Gruppen  des  Raumes 

Lio,  TJioorio  der  TraiiMrormatioiiBgruppon.    II  29 


450  Kapitel  24,  §§  109,  llü. 

X,  y,  z  aufgefasst,  imprimitiv  (vgl.  S.  445),  ebenso  müssen  natürlich 
die  beiden  projeetiven  Gruppen  (22)  und  (21)  des  Raumes  x^^  y^  z^ 
imprimitiv  sein.  In  der  That  tritt  auch  ihre  Imprimitivitat  unmittelbar 
zu  Tage,  sie  lassen  ja  beide  einen  Punkt  und  in  Folge  dessen  auch 
das  Bündel  der  cx>^   durch  diesen  Punkt  gehenden  Geraden  invariant 

Für  manche  Zwecke  ist  es  wünschenswerth,  die  Gruppe  des  linearen 
Complexes  in  homogener  Form  zu  haben.  Wir  wollen  diese  homogene 
Form  angeben  und  aus  ihr  einige  Schlüsse  ableiten. 

Ersetzen  wir  die  uichthomogenen  Veränderlichen  x^^  y^,  z^  nach 
Anleitung  von  Abschnitt  I,  S.  578  f.  durch  vier  homogene  Veränder- 
liche a?!  •  ■  •  x^y  so  nimmt  die  Gruppe  (23)  des  linearen  Complexes: 
dZy^  +  ^x^Vi  —  J/i^^i  =  ^    ^^^  Form  an: 


(24)  x^p,,    oc^Pi—x.jK,    x^p^,    x^p,  -  x^p^ 


und  der  lineare  Complex  selbst  erscheint  in  der  Gestalt: 
(25)  x^dx^  —  x^dx^  +  ^4^^3  —  ^tid^i  =  0. 

Aus  der  Form  (24)  lässt  sich  erkennen,  dass  unsre  Gruppe  jeden 
Punkt  des  dreifach  ausgedehnten  Baumes  in  jeden  andern  überführen 
kann,  darin  liegt  zugleich,  dass  sie  auch  jede  Ebene  in  jede  andere 
verwandeln  kann,  denn  jedem  Punkte  des  Raumes  ist  ja  vermöge  des 
linearen  Complexes  eine  hindurchgehende  Ebene  und  jeder  Ebene  ist 
ein  darin  liegender  Punkt  eindeutig  umkehrbar  zugeordnet. 

Halten  wir  andrerseits  irgend  einen  Punkt  fest,  so  kam  bei  den 
übrig  bleibenden  Transformationen  unsrer  Gruppe  offenbar  noch  jede 
durch  den  Punkt  gehende  Gerade  des  Complexes  in  jede  andere  über- 
gehen und  ebenso  jede  durch  den  Punkt  gehende  nicht  dem  Complexe 
angehorige  Gerade  in  jede  andere,  der  Punkt  selbst  aber  kann  von 
unsrer  Gruppe  in  jeden  andern  übergeführt  werden,  also  ergiebt  sich, 
dass  unsre  Gruppe  jede  der  oo'  Geraden  des  Complexes  in  jede  andere 
überführen  kann  und  ebenso  jede  Gerade,  welche  nicht  dem  Complexe 
angehört,  in  jede  andere. 

§  110. 

Durch  Betrachtung  der  zehngliedrigen  projeetiven  Gruppe  eines 
linearen  Complexes  kann  man  in  einfacher  Weise  verschiedene  neue 
Satze    über   die   zehngliedrige   irreducible    Berührungstransformations- 
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gruppe  (7)  (s.  S.  437)  ableiten.  Zum  Beispiel  hat  es  auf  diesem  Wege 
gar  keine  Schwierigkeit  zu  entscheiden ,  was  für  Curvenschaaren  der 
Ebene  x,  z  bei  der  letzteren  Gruppe  invariant  bleiben,  vorausgesetzt, 
dass  man  sich  auf  Schaaren  mit  nicht  mehr  als  acht  Parametern 
beschränkt. 

Um  die  gestellte  Aufgabe  zu  lösen,  ist  es  nur  erforderlich,  alle 
Curvenschaaren  des  Raumes  von  drei  Dimensionen  zu  finden,  welche 
die  Gleichung:  dz^  +  x^dy^  —  y^dx^  =  0  erfüllen,  die  zehngliedrige 
projective  Gruppe  (23)  gestatten  und  dabei  nicht  mehr  als  acht  Para- 
meter enthalten. 

Jede  Raumcurve,  welche  einer  Schaar  von  der  beschriebenen  Be- 
schaffenheit angehört,  lässt  mindestens  oo^  Collineationen  des  Raumes 
zu  und  ist  daher*)  entweder  eine  gewundene  Curve  dritter  Ordnung 
oder  eine  ebene  Curve;  eine  ebene  krumme  Curve  kann  sie  nicht  sein, 
denn  alle  Tangenten  der  Curve  sind  Complexgerade,  alle  Complex- 
geraden,  die  in  einer  Ebene  liegen,  umhüllen  aber  einen  Punkt  und 
keine  Curve,  folglich  ist  die  betreffende  Curve  entweder  eine  gewundene 
Raumcurve  dritter  Ordnung  oder  eine  Complexgerade. 

Eine  invariante  Curvenschaar  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
ist  demnach  die  uns  schon  bekannte  Schaar  der  oo^  Geraden  des 
linearen  Complexes:  dz^  +  ^i^^/i  —  y^dx^  =0,  jede  andere  der  ge- 
suchten Curvenschaaren  muss  aus  gewundenen  Curven  dritter  Ordnung 
bestehen.  Nun  ist  bekannt,  dass  die  Tangenten  einer  gewundenen 
Curve  dritter  Ordnung  stets  einem  eindeutig  bestimmten  linearen 
Complexe  angehören,  der  bei  allen  oo^  Collineationen,  welche  die 
betreffende  Curve  invariant  lassen,  ebenfalls  in  Ruhe  bleibt.  Um- 
gekehrt stehen  zu  einem  linearen  Complexe  stets  Curven  dritter 
Ordnung  in  der  angegebenen  Beziehung,  zu  dem  Complexe:  dz^'\-x^dy^ 
—  y\^^\  =  0  zum  Beispiel  die  Curve: 
(26)  a:,  =  <,      y,  =  <^      ^^  =  -  4«', 

denn  diese  Curve  befriedigt  offenbar  die  Gleichung  des  Complexes, 
sie  gestattet  auch  wirklich  gerade  eine  dreigliedrige  Untergruppe  der 
zehngliedrigen  Gruppe  des  Complexes,  nämlich  die  dreigliedrige  Gruppe: 

Bei  der  ganzen  zehngliedrigen  Gruppe  des  Complexes  nimmt  die 
Curve  (26)  natürlich  gerade  cx)^  verschiedene  Lagen  an. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  jede  der  gesuchten  Curven 

*)  H.  Klein  um]  Lio,  Coinptes  Remln«  1870. 
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schaaren,  welche  nicht  mit  der  Schaar  aller  cx>^  Geraden  unsres  linearen 
Coniplexes  zusammenfallt^  gerade  sieben  Parameter  enthält  und  aus 
lauter  gewundenen  Curven  dritter  Ordnung  besteht. 

Indem  wir  diese  Ergebnisse  auf  die  zehngliedrige  Berühmngs- 
transformationsgruppe  (7)  (s.  S.  437)  der  Ebene  x,  z  übertragen^ 
erkennen  wir,  dass  diese  Gruppe  ausser  der  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung:  jEf'"=0  (s.  S.  439)  nur  noch  eine  oder  mehrere 
gewöhnliche  Differentialgleichungen  siebenter  Ordnung  zwischen  z 
und  X  invariant  lässt,  sonst  aber  keine  Differentialgleichung,  deren 
Ordnung  die  achte  nicht  übersteigt.  Es  bleibt  noch  übrig,  die  be- 
treffenden Differentialgleichungen  siebenter  Ordnung  wirklich  zu  be- 
stimmen. Man  wird  zu  diesem  Zwecke  die  Gruppe  (7)  erweitem, 
indem  man  die  Differentialquotienten  von  z  nach  x  bis  mit  zur 
siebenten  Ordnung  einschliesslich  mitnimmt;  durch  Determinanten- 
bildung findet  man  dann  erstens  die  invariante  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung:  £f'"=0  und  zweitens  noch  eine  invariante  Differential- 
gleichung siebenter  Ordnung,  welche  sich  nicht  mehr  in  Faktoren 
zerspalten  lässt.  Wir  wollen  diese  Differentialgleichung  nicht  hin- 
schreiben, sondern  wollen  uns  begnügen  das  Theorem  auszusprechen  r 

Theorem  75.    Jede  zehngliedrige  irreducible  Gruppe  von  Be  — 
rührungstratisformationen  einer  Ebene  lässt  nur  zwei  gewöhn  — 
liehe  Differentialgleichungen  invariant,  deren  Ordnung  nich       t 
grösser  ist  als  acht,  nämlich  erstens  eine  Differentialgleichun        g 
von  dritter  und  zweitens  eine  von  siebenter  Ordnung. 

§  111. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Bestimmung  der  grössten  Untergrapp^E^aen 
der  zehngliedrigen  projectiven  Gruppe  eines  linearen  Complexes.  D^^Die 
Kenntniss  dieser  Untergruppen  ist  zu  manchen  Zwecken  nützlich,  unt-  .^er 
Anderm  für  die  Integrationstheorie. 

Zunächst  erinnern  wir  an  das  auf  S.  450  Gesagte.     Wir  sah»'      en 
damals,    dass    die   zehngliedrige   projective  Gruppe  (23)  des 
Complexes:  dz^+x^dy^  —  yidXj^  =  0  jeden  der  oo^  Punkt«  des  Rani 
^u  Vi>  ^1  ^^  jeden  andern  überführen  kann  und   ebenso  jede  der 
Geraden  des  Complexes    in   jede    andere.     Hieraus   geht  nun  herr 
da^s  es  innerhalb   der  zehngliedrigen  Gruppe  (23)  —  wir  wollen 
der  Kürze  halber  die  G^^  nennen  —  zwei  verschiedene  Schaaren  T^^cm 
je  cc*  siebengliedrigen  Untergruppen  giebt.     Jede  Untergruppe,  welcr*e 
der  einen  Sohuar  angehört,   besteht   aus  allen   Transformationen  der 
(if.^y  welche  einen  bestimmten  Punkt  festhalten:  mit  dem  betreffendeo 
Punkte  bleibt  dann  natürlich  zugleich  auch  die  Ebene  invariant,  welcfce 
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von  den  cx>^  liindurchgehenden  Complexgeraden  gebildet  wird.  Jede 
Untergruppe  der  andern  Schaar  besteht  aus  allen  Transformationen 
der  G^Qj  welche  eine  Gomplexgerade  invariant  lassen.  Die  Unter- 
gruppen jeder  einzelnen  Schaar  sind  selbstverständlich  innerhalb  der 
G^Q  mit  einander  gleichberechtigt. 

Als  Repräsentant  der  ersten  Schaar  kann  die  siebengliedrige 
Gruppe  (22)  auf  S.  446  gelten,  bei  welcher  der  invariante  Punkt  im 
Unendlichen  liegt.  Um  einen  Repräsentanten  der  andern  Schaar  zu 
haben,  wählen  wir  als  invariante  Gomplexgerade  die  Axe  des  Ebenen- 
büschels:  j^  =  const.  und  finden  so  die  siebengliedrige  Gruppe: 


(27) 


Die  siebengliedrige  Gruppe  (27)  ist  mit  der  Gruppe  (22)  nicht 
gleichzusammengesetzt,  denn  während  die  letztere  Gruppe  eine  ein- 
gliedrige invariante  Untergruppe  enthält,  nämlich:  r^,  giebt  es  in  der 
Gruppe  (27)  keine  eingliedrige  invariante  Untergruppe. 

In  der  That,  soll: 

S  =  a(|>j  -  y^rj  -f  ß{q^  +  x^r^)  +  yr^  +  dix^p^  —  y^q^)  +  6  .  y^),  + 

+  ^(^ii>i  +  yi^i  +  2^iri)  +  ^{ZiPi  —  yiix^Px  +  Z/iY,  +  ^i^i)) 
eine  eingliedrige  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  (27)  sein,  so  darf: 

(r„  S)  =  2^r, +  x(i)i  — y^rj 

sich  von  S  nur  durch  einen  constanten  Faktor  unterscheiden,  es  müssen 
also  %"  und  x  beide  verschwinden;  in  entsprechender  Weise  erkennt 
man  durch  Betrachtung  der  beiden  Ausdrücke: 

(i>i  -  Vir,,  S)  =  2/3  .  r,  +  ö{p,  -  y,r,) 
(«1  +  ^i**!;  50  =  —  2a  .  ri  ~  6(3^  +  x^r^)  +  €{2\  —  y^r^), 

dass  d  und  e,  a  und  ß  sämmtlich  verschwinden;  endlich  zeigt  noch: 

dass  auch  y  nicht  von  Null  verschieden  sein  kann.  Damit  ist  bewiesen, 
dass  die  Gruppe  (27)  wirklich  keine  eingliedrige  invariante  Untergruppe 
enthält. 

Da  unsere  G^q,  wie  wir  vorhin  gesehen  haben,  siebengliedrige 
Untergruppen  enthält,  so  werden  wir  ihre  grössten  Untergruppen 
finden,  wenn  wir  alle  ihre  Untergruppen  bestimmen,  welche  sieben 
oder  mehr  Parameter  enthalten.     Das  soll  jetzt  geschehen. 
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Wir  beweisen  zuvörderst,  dass  jede  Untergruppe  der  G^q  imprimitiv 
ist  und  zwar  in  der  Art;  dass  sie  eine  den  ganzen  Kaum  x^,  y^  z^ 
ausfüllende  Schaar  von  oo^  Curven  invariant  lässt. 

Wenn  wir  die  Punkte  des  Raums  x^^  J/i,  ^i  vermöge  der  Gleichungen 
(18),  S.  445  auf  die  Linienelemente  x^  y,  z  der  Ebene  a:,  z  abbilden, 
so  entspricht  der  G^^  eine  zehngliedrige  irreducible  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen der  Ebene  x,  Zj  zugleich  entspricht  natür- 
lich jeder  Untergruppe  g  der  (tjq  eine  gewisse  Berührungstransfor- 
matiüusgruppe  y  der  Ebene.  Ist  nun  y  irreducibel,  so  hat  es  entvreder 
sechs  oder  sieben  Parameter  und  es  ergiebt  sich  daher  aus  den  Eni- 
Wickelungen  der  Seiten  443  ff.,  dass  die  entsprechende  Untergruppe  g 
der  G^Q  imprimitiv  ist  und  eine  Schaar  von  oo*  Curven  des  Raumes 
^17  Vi)  ^1  invariant  lässt.  Ist  andrerseits  die  Berührungstransfor- 
mationsgruppe  y  reducibel,  so  giebt  es  nach  Kap.  23,  S.  390  in  der 
Ebene  a?,  z  eine  bei  y  invariante  Schaar  von  oo*  Element-Üfj^  und 
dieser  Schaar  entspricht  natürlich  im  Räume  x^,  y^  z^  eine  bei  g  in- 
variante Schaar  von  cx>^  Curven,  welche  s'ämmtlich  die  Pfaffsche  Glei- 
chung: dz^  +  x^dy^  —  Vi^^i  =  0  erfüllen,  also,  wie  man  sich  aus- 
drückt, eine  bei  g  invariante  Schaar  von  cx>-  Complexcurven  des 
linearen  Complexes:    dz^  -j-  x^dyy^  —  Vi^^i  =  0. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  jede  Untergruppe  der  G^^  eine  Schaar 
von  oc*  Curven  des  Raumes  x^^  y^j  z^  invariant  lässt;  es  ist  überdies 
klar,  dass  in  jedem  einzelnen  Falle  die  Curven  der  betreffenden  in- 
variainten  Schaar  den  ganzen  Raum  erfüllen,  denn  man  sieht  unmittelbar, 
dass  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  eine  Curve  der  Schaar  geht 

Wir  wollen  nun  dieses  Ergebniss  zur  Untersuchung  der  sieben- 
und  mehrgliedrigen  Untergruppen  der  G^^  anwenden. 

Enthält  eine  Untergruppe  g  der  G^^  sieben  oder  mehr  Parameter, 
so  gestattet  jede  unter  den  oo-  Curven  der  bei  g  invarianten  Curven- 
schaar  mindestens  cx>^  projective  Transformationen  und  ist  in  Folge 
dessen  entweder  eine  ebene  krumme  Curve  oder  eine  Gerade. 

Der  erste  dieser  beiden  Fälle  kann,  wie  beiläufig  bemerkt  sein 
mag,  nur  dann  eintreten,  wenn  die  invariante  Curvenschaar  nicht  aas 
Complexcurven  besteht,  denn  ebene  krumme  Curven  können  die  Glei- 
chung: dz^  +  ^i^hh  —  If i^^^i  =  ö  nicht  erfüllen,  das  haben  wir  schon 
oben  (auf  S.  451)  gesehen. 

Tritt  nun  der  erste  Fall  ein,  so  umhüllen  die  cx>-  Ebenen  der 
betreffenden  Curven  entweder  eine  bei  g  invariante  krumme  Fliehe 
oder  eine  invariante  Curve  oder  einen  invarianten  Punkt.  Tritt  da- 
gegen der  zweite  Fall  ein,  so  haben  wir  eine  invariante  Schaar  von 
cc-  Geraden,  also  ein  Strahlensystem,  welches  bei  g  invariant  bleibt 
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Dieses  Strahlensystem  besitzt  immer  eine  natürlich  ebenfalls  invariante 
Brennfigur^  nämlich  entweder  eine  Brennfläche  oder  eine  Brenncurve 
oder  einen  Brennpunkt;  die  etwaige  Brennfläche  kann  selbstverständ- 
lich keine  Ebene  sein. 

Wir  sehen  mithin,  dass  jede  in  der  G^q  enthaltene  Untergruppe  g, 
welche  sieben  oder  mehr  Parameter  besitzt,  entweder  eine  krumme 
Fläche  oder  eine  Curve  oder  einen  Punkt  invariant  lässt. 

Früher  ist  gezeigt,  dass  jeder  Punkt  des  Raumes  a^i,  j/j,  is^^  blos 
cx>'  Transformationen  der  G^q  gestattet  (s.  S.  452).  Bleibt  daher  bei 
g  ein  Punkt  invariant,  so  enthält  g  gerade  sieben  Parameter  und  ist 
identisch  mit  der  grössteu  in  der  G^q  enthaltenen  Untergruppe,  bei 
welcher  dieser  Punkt  in  Ruhe  bleibt. 

Lässt  g  andrerseits  eine  krumme  Fläche  invariant,  so  gestattet 
diese  Fläche  mindestens  cx>'  Collineationen,  jede  ihrer  oo*  Haupt- 
tangentencurven  gestattet  in  Folge  dessen  deren  cx>^,  also  können  diese 
Curven  nicht  gewunden,  sondern  sie  müssen  nach  einem  bekannten 
Satze  gerade  Linien  sein.  Wäre  nun  die  Fläche  abwickelbar  mit  einer 
gewundenen  Curve  als  Rückkehrkante,  so  müsste  diese  Curve  ebenfalls 
invariant  bleiben  und  das  ist  unmöglich,  da  eine  gewundene  Curve 
nur  cx)^  Collineationen  gestattet.  Andrerseits  kann  die  Fläche  auch 
keine  nicht  ausgeartete  Fläche  zweiten  Grades  sein,  denn  eine  solche 
gestattet  blos  cx>^  Collineationen.  Folglich  kann  die  Fläche  nur  ein 
Kegel  sein.  Bleibt  aber  bei  g  ein  Kegel  invariant,  so  bleibt  auch  die 
Spitze  desselben  stehen,  wir  kommen  demnach  hier  auf  den  schon 
erledigten  Fall  eines  invarianten  Punktes. 

Uebrig  bleibt  der  Fall,  dass  g  eine  Curve  invariant  lässt  Diese 
Curve  kann  offenbar  nicht  gewunden  sein,  wäre  sie  ferner  eben  aber 
krumm,  so  bliebe  ihre  Ebene  stehen  und  in  dieser  Ebene  der  von 
dem  linearen  Complex  zugeordnete  Punkte  wir  hätten  also  wieder  den 
schon  oben  erledigten  Fall.  Folglich  muss  die  Curve  eine  Gerade 
sein  und  zwar  eine  Complexgerade,  denn  jede  andere  Gerade  nimmt 
ja  bei  der  G^q  gerade  cx>^  verschiedene  Lagen  an  und  gestattet  daher 
blos  eine  sechsgliedrige  Untergruppe,  dagegen  gestattet  jede  der  oo^ 
Complexgeraden  eine  siebengliedrige. 

Hiermit  sind  alle  Untergruppen  der  G^^q  gefunden,  welche  sieben 
oder  mehr  Parameter  haben,  wir  können  daher  sagen: 

Theorem  76.  Die  zehngliedrige  projective  Gruppe  eines 
linearen  Contplexes  im  dreifach  ausgedehnten  Eaume  enthält 
keine  Untergruppe  mit  mehr  als  sieben  Parametern  und  von 
siehengliedrigcn  enthält  sie  nur  zwei  Arten:  jede  siebengliedrige 
Untergruppe  der  einen  Art  besteht  aus  allen  Transformationen 
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der  zehngliedrigen  Gruppe,  welche  einen  bestimmten  Punkt 
invariant  lassen,  jede  der  anderen  Art  aus  allen  Transfor- 
mationen, welche  eine  bestimmte  Complexgerade  invariant 
lassen. 


Wir  werden  jetzt  noch  eine  neue  und  im  Grunde  einfachere 
Methode  zur  Bestimmung  der  grössten  Untergruppen  unsrer  zehn- 
gliedrigen Gruppe  kurz  auseinandersetzen. 

Die  zehngliedrige  projective  Gruppe  G^q  des  linearen  Complexes: 
(7*1  +  ^idf/i  —  tfi^^^i  =  0  enthält  eine  und  nur  eine  infinitesimale 
Translation,  nämlich  r,.  Stellen  wir,  wie  in  Abschnitt  I  auf  S.  577, 
jede  infinitesimale  Translation  durch  ein  Flächenelement  des  Raumes 
^u  Vif  ^1  ^^^7  ^^  erhalten  wir  als  Bild  der  infinitesimalen  IVanslation 
r^  ein  Flächenelement,  das  aus  der  unendlich  fernen  Ebene  und  aus 
dem  Punkte  besteht,  welcher  der  unendlich  fernen  Ebene  von  dem 
linearen  Complexe  zugeordnet  ist. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  die  eingliedrige  Untergruppe  r^  det 
G^Q  in  der  siebengliedrigen  Untergruppe  (22)  invariant  ist,  nicht  aber 
in  einer  grösseren  Untergruppe  der  G^q,  so  erkennen  wir,  dass  d^ 
GiQ  gerade  cx>^  verschiedene  infinitesimale  Transformationen  enthä! 
welche  in  ihr  und  natürlich  auch  in  der  allgemeinen  projectivi 
Gruppe  des  Raumes  x^,  y^,  z^  mit  der  infinitesimalen  Translation 
gleichberechtigt  sind.  Diese  cx>^  mit  r^  gleichberechtigten  Transfc 
mationen  werden  natürlich  durch  oo'  Flächenelemente  des  RauuEr 
J^ij  Vii  ^i  dargestellt  und  zwar  liegt  in  jeder  Ebene  des  Raumes  ^^e 
solches  Flächenelement,  welches  aus  der  betreffenden  Ebene  und  d^i^  ei 
ihr  vom  linearen  Complexe  zugeordneten  Punkte  besteht. 

Ausser    den    eben    beschriebenen    cx>^    infinitesimalen    Tränst        oi 
mationen    giebt   es   in    der    G^q   keine    infinitesimale   Transformati      ^n, 
welche   innerhalb    der   allgemeinen    projectiven    Gruppe    des   Raui^c-ie^ 
X|,   iji,  Si    mit   einer  infinitesimalen   Translation   gleichberechtigt    ~ist 
Wäre    nämlich    S    eine    derartige    infinitesimale   Transformation,      so 
konnten  wir  die  Ebene   des    zu   S   gehörigen  Flächenelements  durch 
eine  geeignete  Transformation  der  G^q  in  die  unendlich  ferne  Ebene 
überführen;  es  wäre  daher  S  auch  innerhalb  der  G^q  mit  einer  infim- 
tesimalen  Translation  gleichberechtigt,  das  aber  ist  unmöglich,  denn 
i'j  ist  die  einzige  in  der  G^^q  enthaltene  infinitesimale  Translation  und 
S  sollte  eben  nicht  zu  den  oo^  infinitesimalen  Transformationen  ge- 
hören, welche  innerhalb  der  G^q  mit  r^  gleichberechtigt  sind. 

Enthält  eine  Untergruppe   der  G^q   alle    die  oo^  mit   r^    gleich- . 
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berechtigten  infinitesiiualen  Transformationen,  so  enthält  sie,  wie  man 
sich  durch  Combination  überzeugen  kann,  überhaupt  alle  iDfinitesi- 
malen  Transformationen  der  G^q,  sie  fällt  demnach  mit  der  G^q  selbst 
zusammen.  Hieraus  folgt,  dass  jede  neungliedrige  Untergruppe  der 
GiQ  gerade  oo^  infinitesimale  Transformationen  enthält,  welche  inner- 
halb der  6r,o  mit  r^  gleichberechtigt  sind.  Dementsprechend  enthält 
jede  achtgliedrige  Untergruppe  der  Giq  entweder  cx>^  oder  oo*  der- 
artige Transformationen,  endlich  jede  siebengliedrige  Untergruppe 
entweder  oo®  oder  cx>^  oder  cx>*.  Dabei  versteht  es  sich  von  selbst, 
dass  der  Inbegriff  aller  mit  r^  gleichberechtigten  infinitesimalen  Trans- 
formationen, welche  in  der  Untergruppe  enthalten  sind,  gegenüber 
dieser  Untergruppe  invariant  bleibt.  Erinnern  wir  uns  nun,  dass 
jede  mit  r^  gleichberechtigte  infinitesimale  Transformation  durch  ein 
Flächenelement  dargestellt  wird,  so  erkennen  wir,  dass  jede  Unter- 
gruppe der  G^Qy  welche  neun,  acht  oder  sieben  Parameter  enthält, 
eine  Schaar  von  oc^  oder  oo^  oder  cx>®  Flächenelementen  invariant 
lässt  und  daraus  folgt  schliesslich,  dass  jede  solche  Untergruppe  ent- 
weder eine  krumme  Fläche  oder  eine  Curve  oder  einen  Punkt  festhält 
Damit  sind  wir  wieder  auf  dem  Standpunkt  angelangt,  welchen 
wir  bereits  auf  S.  455  erreicht  hatten,  nur  damals  auf  Grund  anderer 
Ueberlegungen,  Von  jetzt  ab  würden  wir,  um  die  Bestimmung  der 
betreffenden  Untergruppen  wirklich  durchzuführen,  nur  früher  Gesagtes 
wiederholen  müssen. 

§  112. 

Die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  wollen  wir  jetzt  benutzen, 
um  in  möglichst  wenig  Veränderlichen  alle  Gruppen  von  Punkttrans- 
formationen zu  bestimmen,  welche  mit  der  G^q  des  linearen  Complexes 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  mit  einer  zehngliedrigen  irredu- 
cibeln Berührungstransformationsgruppe  der  Ebene  gleichzusammeu- 
gesetzt  sind. 

Da  die  G^q  des  linearen  Complexes  nur  siebengliedrige  Unter- 
gruppen enthält,  dagegen  keine  neungliedrigen  und  auch  keine 
achtgliedrigen,  so  kann  es  zehngliedrige  Gruppen  von  Punkttrans- 
formationen mit  der  verlangten  Zusammensetzung  nur  in  drei  und 
mehr  Veränderlichen  geben;  wir  werden  uns  deshalb  auf  die  Auf- 
suchung der  betreffenden  Gruppen  in  drei  Veränderlichen  beschränken. 

Eine  zehngliedrige  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  dreifach 
ausgedehnten  Raumes,  welche  mit  der  (t^q  des  linearen  Complexes 
gleichzusammengesetzt  ist,  ist  noth  wendig  transitiv,  ja  sogar  primitiv, 
denn  Hesse  sie  eine  Schaar  von  oo^  Flächen  oder  eine  von  oo^  Curven 
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invariant,   so   inüsste   sie  offenbar  eine  neunglieJrige  oder  eine   acht- 
gliedrige  Untergruppe  enthalten,  was  nicht  der  Fall  ist. 

Zunächst  können  wir  nach  den  Regeln  von  Abschn.  I,  Theor.  81, 
S.  446  sehr  leicht  entscheiden,  wie  viele  verschiedene  Typen  von 
Gruppen  von  der  verlangten  Beschaffenheit  es  giebt.  Wir  wissen 
nämlich,  dass  es  in  der  G^q  eines  linearen  Gomplexes  blos  zwei  ver- 
schiedene Arten  von  siebengliedrigen  Untergruppen  giebt.  Repräsentant 
der  einen  Art  ist  die  siebengliedrige  Untergruppe  g^,  welche  einen 
Punkt  invariant  lässt,  Repräsentant  der  andern  Art  die  siebengliedrige 
Untergruppe  y^,  welche  eine  Complexgerade  festhält.  Da  die  G^q  ein- 
fach ist,  so  enthält  weder  die  g^  noch  die  y^  eine  in  der  G^q  invariante 
Untergruppe,  es  entspricht  also  jeder  dieser  beiden  Untergruppen  ein 
Typus  von  Gruppen  von  der  verlangten  Beschaffenheit;  diese  beiden 
Typen  sind  überdies  von  einander  verschieden,  da  die  beiden  Unter- 
gruppen g^  und  7/7  nicht  gleichzusammengesetzt  sind  (s.  S.  453)  und 
da  es  in  Folge  dessen  nicht  möglich  ist,  die  G^q  derart  holoedrisch 
isomorph  auf  sich  zu  beziehen,  dass  die  g^  der  y^  entspricht.  Es 
giebt  somit  gerade  zwei  verschiedene  Typen  von  Gruppen  von  der 
verlangten  Beschaffenheit. 

Um  nun  für  jeden  dieser  beiden  Typen  einen  Repräsentanten  zu 
finden,  verfahren  wir  nach  Anleitung  der  Theoreme  85  und  86  auf 
S.  483  und  489  des  Abschnitts  I.  Wir  nehmen  in  dem  Räume  des 
linearen  Complexes  irgend  zwei  Figuren  J\  und  F^y  von  denen  die 
erste  bei  der  ^7,  die  zweite  bei  der  y-j  invariant  bleibt,  während  keine 
von  beiden  die  G^q  gestattet.  Auf  diese  Figuren  führen  wir  alle  00*^ 
Transformationen  der  Cr,Q  aus  und  charakterisiren  die  00'  Lagen, 
welche  J\  dabei  annimmt,  und  die  cx>'  Lagen,  welche  F^  annimmt, 
durch  je  drei  Parameter.  Dann  erhalten  wir  in  jedem  dieser  Systeme 
von  drei  Parametern  eine  zehngliedrige  mit  der  Gruppe  des  linearen 
Complexes  gleichzusammengesetzte  Gruppe  und  die  beiden  so  gefun- 
denen Gruppen  sind  augenscheinlich  Repräsentanten  der  beiden  er- 
wähnten Gruppentypen. 

Als  Figur  Fl  können  wir  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes 
X'i,  iji,  Zy  wählen;  Repräsentant  des  durch  g^  bestimmten  Gruppentypus 
ist  daher  die  Gruppe  (23)  (s.  S.  446)  des  linearen  Complexes  selbst. 

Als  Figur  F^  können  wir  eine  beliebige  Complexgerade  wählen, 
wir  ziehen  es  jedoch  vor,  einen  etwas  andern  Weg  einzuschlagen. 

Wir  wissen,  dass  es  in  der  Ebene  eine  zehngliedrige  irreducible 
Gruppe  von  Berührungstransformationen  giebt,  welche  die  Schaar  aller 
Kreise : 

{x  —  ay  +  {z  —  cy  +  b'  =  0 


(28) 
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invariant  lässt  (s.  S.  443).  Schreiben  wir  nun  die  Schaar  aller  Kreise 
als  eine  Schaar  von  Element- J/^  der  Ebene  x^  z,  also  tblgendermassen: 

(x  —  a)'  +  {z  —  cf  +  V  =  0 

< 

a;  —  a  +  2/(^  —  c)  =  0 

und  deuten  wir  rc,  y,  s  als  Punktcoordinaten  eines  dreifach  aus- 
gedehnten Raumes,  so  erscheint  jene  zehngliedrige  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen  der  Ebene  Xj  z  als  eine  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen des  Raumes  x^  y,  z  und  zwar  als  eine  Gruppe,  welche 
die  Schaar  der  cx)^  Curven  (28)  invariant  lässt. 

Wir  wollen  die  eben  definirte  zehngliedrige  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen kurz  6)^,)  nennen.  Es  ist  klar,  dass  diese  %^q  mit 
der  Gruppe  des  linearen  Complexes  durch  eine  Puukttransformation 
ähnlich  ist,  welche  die  cx>^  Curven  (28)  in  die  cx>^  Gomplexgeraden 
überführt.  Wir  können  deshalb  den  noch  fehlenden  Repräsentanten 
für  den  durch  y^  bestimmten  Gruppentypus  auch  in  der  Weise  finden, 
dass  wir  die  Gruppe  berechnen,  durch  welche  die  Parameter  a,  6,  c 
der  Curvenschaar  (28)  bei  der  %^q  transformirt  werden. 

Die  betreflende  Gruppe  erhalten  wir  nun  so:   Sind: 

Sx(^,  y,  ^)-^  +  n^ix,  y,  zY^[^  +  l^{x,  y,  ^)^-; 

(X  =  1  •  •  •  10) 

die  infinitesimalen  Transformationen  der  ©^^j,  so  berechnen  wir  für 
jedes  X  drei  solche  Functionen  «x,  /3x,  y^  von  a,  6,  c,  dass  das  Glei- 
chungensystem (28)  in  den  sechs  Veränderlichen  rc,  y,  z^  a,  &,  c  die 
infinitesimale  Transformation: 

gestattet.     Dann  sind: 

die  infinitesimalen  Transformationen  der  gesuchten  Gruppe.  Diese 
infinitesimalen  Transformationen  lauten: 

d£       dJl       cf 


(29) 


a/'        ,  cf         cf  df      j  df  cf 

(h  cc^        de  da^        da  nt 

Cii  CO     •       r  c 
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(29)  1 2«'«|{  +  [l'  -c^-  a^U  +  2hclL 

von  ihnen  erzeugen  die  ersten  drei  die  Gruppe  aller  Translationen 
eines  dreifach  ausgedehnten  Raumes^  die  ersten  sechs  die  Gruppe  aller 
Bewegungen. 

Die  zehngliedrige  Gruppe  aller  Beruh rungstransforinationen  der 
Ebene,  welche  Kreise  in  Kreise  überführen,  verwandelt  natürlich  zwei 
unendlich  benachbarte  Kreise,  welche  sich  berühren,  in  ebensolche 
Kreise.  Nun  ist:  da^  +  db^  +  ^^  =  ^  ^^®  Bedingung  dafür,  dass 
sich  die  beiden  unendlich  benachbarten  Kreise  mit  den  Parametern: 
a,  6,  c  und:  a  +  da,  h  +  dh,  c  -{^  de  berühren,  folglich  können  wir 
schliessen,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  (29)  sämmtlich 
die  Gleichung:  rfa*  +  ^^  +  ^^^  ^^  ^  invariant  lassen,  dass  sie  also 
conforme  infinitesimale  Transformationen  sind.  Man  könnte  sogar 
leicht  beweisen,  dass  sich  die  allgemeinste  conforme  infinitesimale 
Transformation  des  Raumes  a,  6,  c  aus  den  zehn  Transformationen 
(29)  linear  ableiten  lässt. 

Wir  haben  hiermit  das 

Theorem  77.  In  drei  Veränderliehen  giebt  es  nur  zwei  Typen 
solcher  Gruppen  von  PunJcttransformationen,  welche  mit  einer 
zehngliedrigen  irreducibeln  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen der  Ebene  gleichzusammengesetzt  sind.  Repräsen- 
tanten dieser  beiden  Gruppentypen  sind:  erstens  die  projective 
Gruppe  eines  linearen  Complexes  und  zweitens  die  Gruppe  aller 
conformen  PunJcttransformationen  des  Raumes. 

Hierzu  fügen   wir  noch  den 

Satz  1,  Die  projective  Gruppe  eines  linearen  Complexes  im  dreifach 
ausgede/mien  Räume  und  die  Gruppe  aller  conformen  Transformationen 
dieses  Raumes  sind  glddizusammengcsetzt^  sie  si)id  beide  einfadi  und 
enOialten  beule  Untergruppen  mit  sieben^  dagegen  Iceine  Untergruppen  mit 
meltr  als  sieben  Parametern. 


Irredacible  Berührungatransformationsgnippen  des  Raumes  Zy  x   •  -  '  xn  ^    461 

Kapitel   25* 

Eine  Klasse  von  irredncibeln  Berührongstransformationsgruppen  des 

{n-{-  1 )  -  fach  ausgedehnten  Baumes. 

Entwickeliingen,  ganz  analog  denen,  welche  wir  in  Kapitel  23  für 
die  Ebene  angestellt  haben,  lassen  sich  auch  für  den  Raum  von  n  +  1 
Dimensionen  durchführen.  Freilich  macht  sich  dabei  ein  wesentlicher 
unterschied  bemerkbar.  In  der  Ebene  lieferten  unsere  Betrachtungen 
alle  irreducibeln  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von  Berührungs- 
transformationen*, bei  der  Verallgemeinerung  dagegen,  welche  wir  jetzt 
vornehmen,  werden  wir  nur  eine  einzelne,  aber  gerade  die  wichtigste 
Klasse  von  irreducibeln  Berührungstransformationsgruppen  des  (w  +  l)- 
fach  ausgedehnten  Raumes  finden.  Die  Analogie  zwischen  dem  Fol- 
genden und  dem  in  Kapitel  23  Gesagten  ist  übrigens  so  in  die  Augen 
fallend,  dass  wir  hier  Manches  etwas  kürzer  fassen  können. 

§  113. 

Um  die  Berührungstransformationsgruppen,  welche  wir  in  dem 
gegenwärtigen  Kapitel  bestimmen  wollen,  scharf  bezeichnen  zu  können, 
müssen  wir  Einiges  vorausschicken. 

Eine  Berührungstransformation  des  (n  +  l)-fach  ausgedehnten 
Raumes:  s,  x^  -  -  -  x^  ist  nach  Kapitel  5  eine  Transformation  in  den 
2n  +  1  Veränderlichen  z,  x^-^Xm  Vi-'-yn,  bei  welcher  die  Pfaflfsche 
Gleichung: 

dz  —  y^dx^ Vndxn  =  0 

invariant  bleibt.  Wir  schreiben  hier  yi'-y«  an  Stelle  der  in  Kapitel  5 
benutzten  Pi'-Pnf  weil  wir  später  Pi'"Pn  in  einem  andern  "Sinne  ver- 
wenden werden  (s.  S.  464).  Es  sind  demnach  in  diesem  gangen  Kapitel 
die  Grössen  js,  x^-  -  -  Xny  tfi  •  •  •  y»  ols  die  Coordinaten  der  Elemente  des 
Raumes  z,  x^^  -  -  Xn  zu  "betrachten. 

Jede  infinitesimale  Berührungstransformation: 


^f=  2'5'(^>  yy  ^)äi:  +  ^'Vi{o(^,  y>  ^)^  +  5(^,  y,  ^) 


Cz 


des  Raumes  z,  iCj  •  •  •  a;«  ist  nach  Theorem  39,  S.  253  durch  eine 
gewisse  Function  W  von  z,  x^-^Xn,  J/i"*«/»;  ihre  sogenannte  charak- 
teristische Function  vollständig  bestimmt,  es  ist  nämlich: 

^^^     ^'==Fi^'  ^'-^-a^. -y^aT'  ^--^^-^ZI^-^^ 

(j  C3   1   .    .   .  »). 
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Umgekehrt  ist  auch  die  charakteristische  Function  W  der  infinitesi- 
malen Berührungstransformation  Bf  durch  diese  Transformation  voll- 
ständig bestimmt^  denn  es  ist: 


n 


(2)  W=2:yA,-t. 

1 
Die  allgemeinste  infinitesimale  Berührungstransformation  des  Raumes 
Zj  x^' '  •  Xn  erhalten  wir,  wenn  wir  die  charakteristische  Function  W 
gleich  einer  willkürlichen  Function  von  x^-  "  Xn^  Vi"  -  Vnj  ^  setzen. 
Verhalten  sich  in  der  infinitesimalen  Berührungstransformation 
Bf  die  Functionen  S,-,  ly,-,  g  sämmtlich  regulär  in  der  Umgebung  des 
Werthsystems  x^  '  -  -  a:„®,  yx^  *  *  *  Vn^}  ^^j  so  verhält  sich  die  charak- 
teristische Function  W  von  Bf  in  der  Umgebung  desselben  Werth- 
systems regulär.  Das  Umgekehrte  gilt  natürlich  auch:  verhält  sich  W 
an  der  Stelle  xPy  y/^,  z^  regulär,  so  besitzen  die  S,-,  ly,-,  5  dieselbe 
Eigenschaft.  Aehnlich  wie  in  Kapitel  23  (s.  8.  402  f.)  lässt  sich  nun 
zeigen,  dass  man  stets  vermöge  einer  Berührungstransformation  des 
Raumes  z,  Xy^"'Xn  solche  neue  Veränderliche  x^-'Xn,  Vi^yn,  z  ein- 
führen kann,  dass  das  Werthsystem:  a?,®,  y»^,  0^  übergeht  in:  Xi  =  yi 
z=z  =  0]  verhalten  sich  die  5/,  Vi?  5  ^  ^®r  Umgebung  von  x/^,  yPy  b^ 
regulär,  so  verwandelt  sich  Bf  bei  der  betreffenden  Berührungstrans- 
formation in  eine  infinitesimale  Berührungstransformation: 

Bf=  ^ili{x,  y,  z){l^  +  ^>Ui,  y,  z)  1^-  +  h{x,  y,  e)^  =  Bf, 

bei  welcher  sich  die  f,,  ^,,  }  in  der  Umgebung  von  Xt  =  yi  =  z  ==^  0 
regulär  verhalten;  von  der  charakteristischen  Function: 

•  n 


^(x,y,  z)  =  ^y,i,  —  i 


der  infinitesimalen  Transformation  Bf  gilt  natürlich  dasselbe. 
Ist: 

ßJ=  ^il^ii^j  Vf  ^)^  +  ^*n^i(^'y  Vy  ^)fy-  +  5x(^,  y,  z)-y- 

(X  =i  1  .  .  .  r) 

eine  r-gliedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationen  des  Raumes 
Zy  x^"'Xn,  so  setzen  wir  immer  voraus  (s.  Abschnitt  I,  S.  171),  dass 
sich  sämmtliche  Functionen  |xi,  ^x/,  ix  in  der  Umgebung  eines  und 
desselben  Werthsystems:  xP,  y,^,  z^  von  allgemeiner  Lage  regulär  ver- 
halten. Nach  dem  eben  Gesagten  dürfen  wir  aber  ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  annehmen,  dass  x^  •  •  •  Xn^,  y\^ ' '  '  yn^j  ^^  sämmtlicli 
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gleich  Null  sind.  Wir  braudiefi  daher  im  Folgetideti  überall  nur  die- 
jenigen Gruppen  von  Beriihrungstransforniationen  des  Raumes  z,  x^-^Xn 
SU  betrachten j  deren  infinitesimale  Transformationen:  B^f-  -  -  Brf  solcJw 
charaiteristiscite  Functionen:  TT,  •••  TIV  besitzen,  weldie  gewöhnliche  Potcfis- 
reihen  nach  x^-  -  •  Xn,  ^i  •  •  •  y«  ?  ^  swwZ; 

n 

TF.  =  VIx  +  ^  (»x.^V  +  e«.«/..)  +  ®.5  +  •  •• ; 

1 

hierin  bezeichnen  die  51,  S,  G,  ®  u.  s.  w.  natürlich  Constanten. 


Es  seien  B^f  und  Bzf  zwei  infinitesimale  Berührungstransfor- 
mationen mit  den  charakteristischen  Functionen  W^  und  W^]  dann 
ist,  wie  wir  früher  gesehen  haben  (Theorem  44,  S.  275)  auch:  B^B^f 
—  B^B^f  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  und  zwar  eine 
mit  der  charakteristischen  Function: 

Für  diese  charakteristische  Function  £1  wollen  wir  von  jetzt  ab  das 
auf  S.  320  eingeführte  Symbol: 

Sl  =  {  \\\  \\\  \ 

benutzen  und  wir  wollen  kurz  sagen,  dass  die  cltaraJcteristische  Function 
[  TF,  W^ }  durch  Combination  der  beiden  charakteristischen  Functionen  W^ 
und  W2  entsteht. 

Aus  den  Gliedern  niedrigster  Ordnung  in  den  Reihenentwickelungen 
von  Wi  und  W^  kann  man  im  Allgemeinen  das  Glied  niedrigster  Ordnung 
in  der  Reihenentwickelung  von  {W^iT^l^a}  berechnen.  Die  Reihenent- 
wickelungen für  Wi  und  W2  mögen  nämlich  etwa  mit  Gliedern  von 
bezüglich  ft  -  ter  und  1/  -  ter  Ordnung  beginnen  und  daher  die  Form 
haben: 

W,  =  a^{x,  y,  ^)  -I ,     W;  ==  ßr{x,  y,  z)-\ , 

wo  «^  und  ßv  ganze  homogene  Functionen  ft-t^  bezüglich  v- ter  Ordnung 
von  Xi'"Xn,  Vi-'yn,  z  bezeichnen,  während  die  Glieder  höherer  Ordnung 
weggelassen  sind.  Alsdann  ist  das  Glied  niedrigster  Ordnung  in  der 
Entwickelung  von  [W^  W2}  gewöhnlich  von  der  Ordnung  ft  +  v  —  2 
und  hat  die  Form: 
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(3)  yi  (ly  ^A  -  ^  ^^'i ; 

^  \dyi  dx.         dx.  cyj 

sollte  jedoch  dieser  Ausdruck  identisch  verschwinden,  so  ist  das  Glied 
niedrigster  Ordnung  von  {TV^W^^}  immer  noch  in  einem  Falle  durch 
Uft,  und  ßv  vollständig  bestimmt,  nämlich  dann,  wenn  a^,  und  ßy  beide 
von  Xi  -  • '  Xn,  Vi'  '  '  Vn  frei  sind;  in  diesem  Falle  beginnt  die  Ent- 
wickelung  von  {Tt^iTF^}  ^^^  einem  Gliede  (ft  +  ^  —  l)-ter  Ordnung, 
welches  die  Form  besitzt: 

d  &  d  ce 

W  -«.TT  +  ^-W- 

Wenn  dagegen  der  Ausdruck  (3)  identisch  verschwindet,  ohne  dass 
«^  und  ßv  beide  von  x^  -  -  -  Xn,  Vi'  - '  Vn  frei  sind,  so  kann  man  nur 
behaupten,  dass  die  Reihenentwickelung  von  { W^  W^ }  mit  einem  Gliede 
(ji  -{-  V  —  l)-ter  oder  höherer  Ordnung  beginnt,  ohne  über  die  Form 
des  Anfangsgliedes  etwas  aussagen  zu  können. 

Betrachtet  man  die  infinitesimale  Berührungstransformation  Bfj 
welche  der  charakteristischen  Function  W  entspricht,  so  bemerkt  man, 
dass  jedes  in  W  vorkommende  Glied  m-ter  Ordnung  in  der  Reihen- 
entwickelung von  ^i"'^ni  Vi'Vn  <Jie  Glieder  (w  —  l)-ter  und  tw-ter 
Ordnung  beeinflusst,  in  der  Entwickelung  von  g  dagegen  nur  die 
Glieder  tn-ter  Ordnung.  Beginnt  also  die  Reihenentwickelung  von  Bf 
mit  einem  Gliede  nullter  oder  erster  Ordnung  in  den  a;,,  y,,  jer,  so 
beginnt  W  mit  einem  Gliede  von  nullter  oder  erster  oder  höchstens 
zweiter  Ordnung. 

Wollen  wir  daher  wissen,  welche  Form  die  Glieder  niedrigster 
Ordnung  in  einer  solchen  infinitesimalen  Berührungstransformation 
haben  können,  deren  Reihenentwickelung  mit  Gliedern  von  nullter 
oder  erster  Ordnung  beginnt,  so  brauchen  wir  nur  der  charakteristi- 
schen Function  W  der  Reihe  nach  die  Werthe: 

1,    Xi,    ffi,    XiXxy     Xiy^,    yty^,    z^ 

zu  ertheilen  und  die  zugehörigen  infinitesimalen  Berührungstransfor- 
mationen Bf  zu  berechnen.  Auf  diese  Weise  und  mit  Benutzung  der 
Abkürzungen: 

df  __  cf  _  df  _ 

dx.  ~P''     dy^  ~^"      dz  ~^' 

welche  von  jetzt  ab  regeliulissig  angewendet  werden  sollen,  erhaltt?« 
wir  die  folgende  Tabelle: 
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:&) 


w 

Bf 

W 

Bf 

1 

r 

Xiffx 

Xij)x     yxQi 

Xi 

ii  +  (CiT 

y.yx 

ViPx  +  yxP,  +  ViVxr 

Vi 

Pi 

—  XiZ 

n 

zqt  +  Xi^ry^q^  +  XiZr 
1 

—  z 

n 

^Vrqv  +  sr 

1 

ViZ 

n 

^Pi  —  Vi^y^qv 
1 

XiXx 

Xiqx  +  Xycqi  +  XiX^r 

1 

^ 

n 

1 

Aus  derselben  Ilisst  sich  sofort  ablesen,  was  für  Glieder  von  nullter 
und  erster  Ordnung  in  der  Reihenentwickelung  einer  infinitesimalen 
BerQhrungstransformation  auftreten  können;  insbesondere  ergiebt  sich, 
dass  eine  infinitesimale  Berührungstransformation,  welche  nur  Glieder 
von  erster  und  höherer  Ordnung  in  den  a;,,  yi,  z  enthält,  nothwendig 
die  Form  besitzt: 


(6) 


l'"n 

^  { ccix  (Xiqx + x^qt)  +  ßix  (Xip^  —  y^qi)  +  y.x  (ißiPx  +  yxP^ }  + 

IX 

+  ^i{Si.zpi  +  ai.zq;)  +  ^(^iyiqi'\-zÄ  +  -'', 


hier  bezeichnen  die  a,  /3,  y,  d,  £,  %•  Constanten,  die  Glieder  von 
zweiter  und  höherer  Ordnung  in  den  a:,,  y,-,  z  sind  weggelassen. 

Aus  dem  eben  Gesagten  erhellt,  dass  eine  Berührungstransfor- 
mationsgruppe  des  Raumes  Zy  x^-'-Xn  in  der  Umgebung  des  Wcrth- 
Systems:  Xi  =  y,-  =  ;gf  =  0  höchstens: 

2^«(n^  +  «)  +  "*  +  2n  +  1  =  (n  +  1)  (2n  +  1) 

solche  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  erster  Ordnung 
in  den  rr,,  yiy  z  enthält,  aus  denen  sich  keine  Transformation  von 
zweiter  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt  (vgl  Abschnitt  I, 
S.  191). 

Wir  wollen  jetzt  die  Betrachtungen,  welche  wir  auf  S.  393  ff.  bei 
den  Berührungstransformationen  der  Ebene  angestellt  haben,  auf  den 
vorliegenden  Fall  übertragen,  das  heisst,  wir  wolleti  die  Veränderlidien: 

Lie,  Thooric  der  Transformatiousgrappeu.   IL  30 
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^i"^«?  !/i ••*!/»»;  ^  ^'^  PunJctcoordinaten  in  einem  (2n -{'  t)'fach  aus-- 
geddinten  Räume  deuten. 

Für  diese  Auffassung  ordnet  die  Pfaffsche  Gleichung: 

(7)  dz  —  y^dx^ yndx^  =  0 

jedem  Punkte  des  Raumes  x^'-Xn,  Vi-'-Vn,  ^  ein  ebenes  Bündel  von 
(X)*»~^  Richtungen  zu  und  der  Inbegriff  der  so  definirten  cx)**+*  Bündel 
ist  offenbar  das  vollkommene  geometrische  Bild  der  Pfaffschen  Gleichung. 
THe  Berührungstransforniationen  des  Baumes  0,  x^  -  •  -  Xn  lassen  sich  in 
Folge  dessen    audi  definiren    als    diejenigen   Punkttransformationen  (ks 
Baumes:  a^j  •  •  •  a:„,  t/^  •  •  •  t/„,  j?,   welche  den  Inbegriff  der  hesprodienen 
Bündel  von  Bichtungen  invariant  lassen,  dagegen  die  einzelnen  Bündel 
unter  einander  vertauschen. 

Denken  wir  ims  nunmehr  irgend  eine  infinitesimale  Berührungs- 
transformation: 

n  n 

1  1 

des  Raumes  z,  x^- '  -  x^  vorgelegt,  welche  als  infinitesimale  Punklr 
transformation  des  Raumes  x^-Xn,  yi"**yn,  ^  den  Punkt:  r,-  =  y,= 
z  =  0  invariant  lässi  Werden  nur  diejenigen  Glieder  von  Bf  ge- 
schrieben, welche  in  den  rr,-,  y,-,  z  von  erster  Ordnung  sind,  so  hat  Bf 
nach  S.  465  die  Form  (6): 


(fi) 


^ 


tx 


n 

+  rix(yiPx  +  y^Pi) }  +  ^-  (*.• .  ^p.  +  ^ .  sqd  + 


+ 


^l^yrqr  +  zr\  H 


Die  infinitesimale  Transformation  Bf  vertauscht  die  30*"  Rich- 
tungen: dXiidytidz,  welche  durch  den  Punkt:  j:,=  y,=  ;j  =  0  gehen, 
unter  einander  und  zwar  durch  eine  infinitesimale  Transformation  SA 
welche  durch  die  in  Bf  vorkommenden  Glieder  erster  Ordnung  voll- 
ständig bestimmt  ist  (s.  Abschnitt  I,  S.  600 f.).  Wählen  wir  Xi"'Xn\ 
yi'"yn\  z'  zu  homogenen  Coordinaten  der  betreffenden  Richtungen 
und  setzen  wir: 

( f  /       h£  ,       df  , 
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SO  erscheint  35/*  in  der  Form: 

93/"=  ^[ccixi^i'qx  +  Xx'qi)  +  ßix{x,'p»'  —  y^ql)  + 


(6') 


tx 


7V 

1 


Da  die  infinitesimale  Transformation  Bf  die  Pfaffscho  Gleichung 
(7)  und  ausserdem  noch  den  Punkt:  Xi  =  yi  =  0  ^^  0  invariant  lässt, 
muss  sie  zugleich  das  diesem  Punkte  von  der  Gleichung  (7)  zugeordnete 
Bündel  von  cx)^"—^  Richtungen  invariant  lassen.  Hieraus  folgt,  dass 
auch  ^f  dieses  Bündel  in  Uuhe  lässt^  wovon  man  sich  übrigens  direkt 
überzeugen  kann,  wenn  man  beachtet,  dass  das  betreffende  Bündel 
durch  die  Gleichung:  j?' ==  0  dargestellt  wird.  Während  nun  das 
Bündel:  0' =  0  in  Ruhe  bleibt,  werden  die  einzelnen  Richtungen  des 
Bündels  von  der  infinitesimalen  Transformation  33/*  unter  einander 
vertauscht  und  zwar  durch  eine  infinitesimale  Transformation  SB/*, 
welche,  wenn  man  Xi'"Xn\  y/-*y»i'  zu  homogenen  Coordinaton  der 
Richtungen  des  Bündels  wählt,  die  Gestalt: 

W  =  ^  { t'ixiXi'qx'  +  x/q!)  +  ßix(x,'px'  —  y^qi)  + 


(6") 


IX 


n 


+  y.x(y.V  +  !/xV)}  +  ^ .  ^ih(b 


erhält 

Soll  die  infinitesimale  Transformation  83/*  jede  einzelne  der  c»*"""^ 
Richtungen:  rr/'-r/,  y^'-yn  des  Bündels:  jsr' =  0  stehen  lassen,  so 
ist  noth wendig  und  hinreichend,  dass  sie  die  Form: 


ly^x^p:  -\'2^y:q: 


besitzt,  wo  A  eine  Constante  bezeichnet,  die  natürlich  auch  den  Werth 
Null  haben  kann.  Dieser  Fall  tritt,  wie  man  sich  leicht  überzeugt, 
dann  und  nur  dann  ein,  wenn  erstens  alle  a,>  und  yi^  und  zweitens 
alle  /3,x,  in  denen  i  von  x  verschieden  ist,  verschwinden  und  wenn 
endlich  drittens  zwischen  ßn  -  -  -  ßnn  und  -ö*  die  Relationen: 

(^  =  2/3i,  =  2/3,2  =  ...  =  2/J„„ 

.•}0* 
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bestehen.  Da  nun  S3/*  die  Richtungen  des  Bündels:  e' =  0  genau  so 
transformirt  wie  ^f,  so  ergiebt  sich,  dass  S3/*  dann  und  nur  dann 
jede  einzelne  Richtung  dieses  Bündels  stehen  lässt,  wenn  es  die  Form 
besitzt : 

wenn  es  sich  also  aus  den  2n  -f~  1  infinitesimalen  Transformationen: 

n 

^'Pi9  •  •  •  ^'Pn,    ^  2i',  •  •  •  ^'qn,    ^  (Xy'py'  +  y/gO  +  2^  V 

1 

linear  ableiten  lässt.  Bedenken  wir  andrerseits,  dass  sich  die  all- 
gemeinste infinitesimale  Transformation  von  der  Form  (6'')  aus  den 
(n  -|-  1)  (2n  -f~  1)  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

Xi'qx  +  xjql^    xlpr!  —  y^'qly    ylpj  +  y^pl 


«W?   ^ V,   ^  (^vV  +  y/«/)  +  2;ßf v 

1 

(»,  X  »  1  '  . .  ») 

linear  ableiten  lässt,  so  erkennen  wir,  dass  es  nicht  mehr  als  n(2n-|-l) 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form  (6')  giebt, 
welche  die  Richtungen  des  Bündels:  £'  =  0  wirklich  transformiren  und 
aus  denen  sich  keine  infinitesimale  Transformation  linear  ableiten  lässt, 
welche  jede  einzelne  Richtung  dieses  Bündels  stehen  lässt.  Zugleich 
ergiebt  sich,  dass  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form  (ö') 
die  Richtungen  des  Bündels:  £^'  =  0  dann  und  nur  dann  wirklich  trans- 
formirt, wenn  sie  aus  n(2n  -f~  1)  infinitesimalen  Transformationen  von 
der  Form: 


(8) 


/^(^»v+y/«/; 


^iP»  —y^ql + ^  (ci/x>jß?  !>/+  Kjis'q/) + c/x  I  ^  (x/^/ + yv  V) + 2^>'  1 

n  /    n  ^ 

y<V + y^Pi  +  ^j((^i!cjß'Pj  +  Kjß'q/) + Ci*  (  ^ (XrPr  +  y^qr)  +  2s'r 

(I,  x  =  l...#i) 

linear    abgeleitet    werden    kann;    dabei    ist    vorausgesetzt,    dass  die 
Coefficienten : 

btr  rf^  ff  ff 

ihre  Wertlie  nicht  ändern,  wenn  man  i  mit  x  vertauscht. 
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r 

Wenden  wir  die  gewonnenen  Ergebnisse  auf  die  infinitesimalen 
Beriihrungstransformationen  von  der  Form  (6)  an,  so  ergiebt  sich 
Folgendes: 

Beginnt  die  Reihenentwickelung  einer  infinitesimalen  Berührungs- 
transformation Bf  des  Kaumes  0,  x^  -  -  -  Xn  mit  Gliedern  von  zweiter 
oder  höherer  Ordnung  in  den  Xiy  ifi,  e,  so  lässt  diese  Transformation 
aufgefasst  als  infinitesimale  Puukttransformation  des  Raumes  x^-'-Xn, 
Vi^'Unj  z  überhaupt  jede  durch  den  Punkt:  Xi  =  jfi  =  0  =  0  gehende 
Richtung  invariant;  es  folgt  das  daraus,  dass  die  Constanten  c^,  ßix, 
y»x,  *M  «i,  ^  für  die  betreffende  Transformation  Bf  alle  den  Werth 
Null  haben  und  dass  mithin  die  zugehörige  infinitesimale  Transfor- 
mation f8f  identisch  verschwindet. 

Beginnt  dagegen  die  Reihenentwickelung  einer  infinitesimalen 
Berührungstransformation  Bf  mit  Gliedern  erster  Ordnung  in  den 
Xi,  yi,  z  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt^  ist  Bf  eine  infinitesimale 
Transformation  von  erster  Ordnung  in  den  Xi^  y„  Zy  so  sind  zwei  Fälle 
zu  unterscheiden:  entweder  lässt  Bf  aufgefasst  als  infiuitesimale  Punkt- 
transformation des  Raumes  Xi^  yi^  z  jede  einzelne  Richtung  des  Bündels: 
s'  =:  0  stehen  oder  es  transformirt  die  Richtungen  dieses  Bündels 
wirklich. 

Im  ersten  Falle  hat  Bf  bei  Weglassung  der  Glieder  von  zweiter 
und  höherer  Ordnung  die  Form: 

n  n  /     n  \ 

(9)    yi-  *,• .  zpi  +  2  ^»  •  ^«'  +  ^  (  2  (ß^^Py  +  y^sO  +  2^r  J  +  -., 

wo  die  Constanten   di,  Bi,  d"  alle  möglichen  Werthe  haben   können^ 
nur  dürfen  sie  natürlich  nicht  sämmtlich  verschwinden. 

Im  zweiten  Falle  muss  sich  Bf  aus  n(2n  -f~  1)  infinitesimalen 
Transformationen  erster  Ordnung  von  der  Form: 


0 


XiqM+Xxqi-\-^j(ai^jet)j+hixjSqj)+CiJ  ^4x,p,+y,qr)-i-2er  J 


+ 


+ 


+ 


linear  ableiten  lassen;  hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Constanten: 
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bei  Vertauschung  von  i  mit  x  ihre  Werthe  nicht  ändern;  die  weg- 
gelasseneu  Glieder   sind    von    zweiter   und    höherer   Ordnung   in   den 

i^i7  tfif  ff- 

Wir  sehen  also:    Unter  denjenigen  infinitesimalen  Berührungstrans- 

formationen  des  Itaumes  z,  x^--'Xnj  die  aufgefasst  als  infinitesimak 
Piinkttransformationen  des  Raumes:  x^-'-Xn^  yi'''ynf  z  den  Punkt: 
Xi  =  y, •«=;?  =  0  stehefi  lassen,  giebt  es  nicht  mehr  als  n(2n  +  1)  t;o» 
einander  unabhängige,  welche  die  oo^—^  Richtungen  des  Bündels:  jEf's=0 
tvirklich  trausfonniren  und  aus  denen  sidi  keine  infinitesimale  Transfor- 
mation linear  ableiten  Uisst,  tceldie  jede  einzelne  Richtung  dieses  Bütidds 
festhält.  Hat  man  gerade  n(2n  +  1)  unabliängige  infinitesimale  Be- 
riihrungstransformationen  von  der  eben  beschriebenen  Beschaff enJieit,  so 
kann  man  dieselben  stets  aus  n(2n-|-  1)  infinitesimalen  Transformatioiven 
erster  Ordnung  von  der  Form  (10)  linear  ableiten. 

Nunmehr  sind  wir  endlich  im  Stande,  die  Berührungstransfor 
mationsgruppeu  des  Raumes  z,  x^-'X^y  welche  wir  in  dem  gegen- 
wartigen Kapitel  bestimmen  wollen,  zu  definiren.  Wir  verlangen  von 
diesen  Gruppen  zweierlei: 

Jede  der  gesuchten  Gnqypen  soll  erstens  als  Gruppe  von  Punkt- 
trafisformationen  des  Raumes  x^'-Xn,  yi'-*yn,  z  transitiv  sein  und  sie 
soll  ziceitens  unter  denjenigeti  ihrer  infinitesimalen  TransformafumeHj 
tcelche  deti  Punkt  von  allgef neiner  Lage:  Xt  =  y,=  r  =  0  invariant 
lasseti,  möglidist  viele,  also  genauer  gesagt  gerade  n(2n  +  1)  sold^e  n» 
einander  ufwibhängige  enthalten,  aus  denen  sich  keine  infinitesinmle  Jraiü- 
formation  linear  ableiten  lässt,  welche  jede  einzelne  Richtung  des  Bünddi: 
^'  =  0  fiMält. 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  jede  Gruppe  von  Berühruugst^ansfü^ 
mationen  des  Raumes  z,  Xj---^;,,  welche  die  angegebenen  beiJeo 
Eigenschaften  besitzt,  irreducibel  ist. 

Die  erste  der  aufgestellten  beiden  Forderungen  besagt  nach  Ab- 
schnitt I,  S.  217,  Satz  5,  dass  die  Gruppe  in  der  Umgebmig  von: 
Xi  =  y,=  ^  =  0  gerade  2w  +  1  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen enthalten  soll,  welche  in  den  x,,  y,,  s  von  der  ncUten 
Ordnung  sind  und  aus  denen  sich  keine  infinitesimale  TransfonnsQoo 
von  erster  Ordnung  linear  ableiten  lässL  Mit  andern  Worteii:  & 
(rr^qype  soll  2«  -f-  1  itifinitesimak  Tratisformationen  Vim  der  F'jrm: 

(11)  j),  -J ,       ^.  H ,       rH 

enrholtift^   tco  die  fcoj'jiuis^cficfi  Glkder  von  der  ersten   und  ro»  iKtkenr 
Ordtwng  in  den  j*,,  y«,  z  sind. 
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Die  zweite  Forderung  verlangt,  dass  die  Gruppe  in  der  Umgebung 
Yon  Xi  =  y,=  jsr  =  0  gerade  w(2n  +  1)  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  erster  Ordnung  von  der  Form  (10)  enthalten  soll. 
Ausserdem  kann  die  Gruppe  natürlich  noch  eine  oder  mehrere  infini- 
tesimale Transformationen  erster  Ordnung  von  der  Form: 

(9)  ^idi .  zpi+^iBi .  gqi  +  »l^v{xrpr  +  y.qr)  +  2zr\  +  ''' 

enthalten,  denn  unsere  Forderungen  sagen  nichts  darüber  aus,  wieviele 
infinitesimale  Transformationen  die  Gruppe  enthält,  welche  jede  Richtung 
des  Bündels:  je;'  =  0  stehen  lassen. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  die  Gruppe  ausser  den  n(2n  +  1)  infini- 
tesimalen Transformationen  von  der  Form  (10)  und  ausser  gewissen 
von  der  Form  (9)  keine  andern  infinitesimalen  Transformationen  von 
der  ersten  Ordnung  in  den  Xi,  jfi,  z  enthalten  kann,  denn  sie  ist  ja 
eine  Gruppe  von  Berührungstransformationen  des  Raumes  je?,  x^-  -  -  Xn 
und  alle  ihre  infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung  haben 
daher  nothwendig  die  Form  (6). 

Die  oben  gegebene  Definition  der  hier  gesuchten  Gruppen  kann  noch 
etwas  anders  gefasst  werden.  Da  es  nämlich  nicht  mehr  als  »(2n  +  l) 
unabhängige  infinitesimale  Berübrungstransformationen  giebt,  welche  den 
Punkt :  Xi  =  y,-  ==  5?  =  0  stehen  lassen  und  aus  denen  sich  keine  infini- 
tesimale Transformation  linear  ableiten  lässt,  welche  jede  Richtung  des 
Bündels:  ;e?'  ^  0  festhält,  so  ist  von  vornherein  klar,  dass  eine  Berührungs- 
transformationsgruppe  des  Raumes  z^  x^'"Xn  bei  Festbaltung  des  Punktes: 
Xi  =  yi  =  z  =  0  die  Richtungen  des  Bündels:  z  =^0  höchstens  n(2 w  -f- 1)- 
gliedrig  transformiren  kann.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  wir  die  zweite 
unsrer  beiden  Forderungen  auch  so  aussprechen  können:  Jede  der  gesuchten 
Gruppen  soll  als  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Raumes  or^  •  •  •  Xn , 
yi"'ynt  z  so  beschaffen  sein,  dass  sie,  wenn  man  einen  Punkt  von  all- 
gemeiner Lage  festhält,  die  oo^**"^  Richtungen  des  diesem  Punkte  zu- 
geordneten Bündels  in  möglichst  allgemeiner  Weise,  also  gerade  w(2n-f-l)- 
gliedrig  transformirt. 

§  114. 

Von  den  Gruppen,  um  deren  Bestimmung  es  sich  handelt,  wissen 
wir  bereits,  dass  sie  in  der  Umgebung  von:  Xi=^yi=z=0  n(2n4-l) 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  erster  Ordnung  von  der 
Form  (10)  enthalten.  Fraglich  ist,  ob  noch  andere  infinitesimale 
Transformationen  erster  Ordnung  auftreten,  doch  können  wir  schon 
soviel  sagen,  dass  derartige  Transformationen,  wenn  sie  überhaupt 
auftreten,  nothwendig  die  Form: 
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I*  n  /    n  \ 

(9)  ^i  8i .  zpi  +  ^i  £i  'Sqi  +  d'l^v  (x,2\  +  ijyq,)  +  2zr\-\ 

haben  müssen. 

Betrachten  wir  zunächst  diejenigen  Gruppen  von  der  verlangten 
Beschaffenheit,  welche  keine  Transformation  vou  der  Form  (9)  ent- 
halten.    G  sei  eine  derartige  Gruppe. 

Die  Gruppe  G  enthalt  zugleich  mit  den  Transformationen  (10) 
auch  noch  alle  diejenigen,  welche  durch  paarweise  Gombinatiou  der 
Transformationen  (10)  entstehen.  Nun  wird  bei  paarweiser  Com- 
bination  der  Transformationen  (10)  jeder  Ausdruck  vou  der  Form: 

a^i2x  +  ^x2.,,  XiPjc  —  Jfxqi,    IftPx  +  VxPi 

reproducirt^  dagegen  der  Ausdruck: 

n 

1 

niemals,  wären  daher  nicht  alle  c,x,  c/x,  C,>  gleich  Null-,  so  müsste  G 
jedenfalls  eine  Transformation  von  der  Form: 

n  n 

^  i^vPt^  +  yvQv)  +  2zr  +  ^i  (di .  zpi  +  Bi .  zqi)  H 

1  1 

enthalten,   was   ausgeschlossen   ist.     Folglich   müssen  die   c,x,   cix,  ilt 
sämmtlich  verschwinden. 

Um  die  übrigen  in  (10)  vorkommenden  Coefficienten  zu  bestimmen, 
bemerken  wir,  dass  in  G  jedenfalls  zwei  Transformationen  von  der 
Form : 


71 


1 

n 


Vipi  +  ^J  («^>JP>  +  ß'ij^Qj)  + 


auftreten;  aus  diesen  erhalten  wir  durch  Combination: 

XiPi  —  Vi^i  +  ßii^Pi  —  f^ü^Qi 

und  indem  wir   diese  Transformation  wieder  mit   den   beiden    ersten 
combiniren,  ergiebt  sich: 

—  2Xiqi  +  uaepi  —  2ßiiZqi  H 

2yii?.  +  2auzpi  —  ßüzqi  -\ , 

lauter  Transformationen,  welche  der  Gruppe  G  angehören. 


Irreduciblc  Berühruugbtransforinatiousgruppeu  ded  Ilaumes  ^t  x   -  •  -  x^,    473 

Da  G  keine  TraDsformation  vou  der  Form  (9)  enthält^  so  müsseD 
au  und  ßii  verschwinden  und  wir  haben  die  Transformationen: 

(pCi  +  ßiiB)qi  H ,       (y.  +  ai'i0)pi  H 

{Xi  +  ßii2)pi  —  (y<  +  aujs)qi  H , 

oder  wenn  wir  zur  Abkürzung  setzen: 

Xi  +  ßii0  =  xlj      fji  +  aiiß  =  y/ 

die  Transformationen: 

^iQi  H ;       ^iPi  —  ViQi  -| y      Vi  Vi  H 

(i  =s  1  •  •  •  n) . 

Die  übrigen  Transformationen  (10)  lassen  sich  jetzt  sclireiben: 

n 

x/qic  +  xicQi'  +  ^j  i^ixjzp/  +  li^ixjzqj)  H 

1 

n 

1 

n 

y.^x  +  yliih  +  ^j{^i!cjzp/  +  fiixj^a/')  H — 

1 

(i,  x=:l  •  •  -n;    t  +  x). 

Combinireu  wir  aber  hier  die  erste  Reihe  mit:  Xi'p! — y/<Z»'+  ' '  'f  so 
kommt: 

ic/Sx  +  XxQi  —  ^ixi^Pi  +  i^ixi^qi  +  •  •  • 

und  durch  Yertauschung  von  i  mit  x: 

Xxqi  +  a;/gx  —  ^xixZp'x  +  li^xixZqli  +  *  •  *  ? 

also  müssen  alle  A,-;^  und  alle  |[t,v^  gleich  Null  sein.  In  entsprechender 
Weise  finden  wir,  dass  auch  die  k'\  ft",  A',  fi'  alle  verschwinden. 

Enthält  demnach  dne  Gruppe  G  von  der  verlangten  Besdmifenlieit 
nur  »t(2n  +  1)  infinitesimale  Transformatimien  erster  Ordnung  von  der 
Form  (10),  aber  keine  Transformation  von  der  Form  (9),  so  enthält  sie 
gerade  n(2n  +  1)  unabhängige  infinitesimale  Transformationeti  erster 
Ordnung  von  der  Gestalt: 

I(Xi+aie)q^+(xx+a^e)qi+'",  (y.  +  /J.-^)l)*  +  (yx  +  /Jx^)i>,  +  -- 
(a;.+a.£?)i?x— (yx+/Jx^)g,-f--- 
(l,  X=:  1  -  .  .  n), 

dagegen  enthält  sie  keine  infinitesimale  Transformation  von  erster  Ordnung 
in  den  a;,,  y.,  0,  in  welcher  sich  die  Glieder  erster  Ordnung  nicht  aus  den 
Gliedern  erster  Ordnung  der  Transformatio^icn  (I)  linear  ableiten  lassen. 
Die  2n  Cofistanten  a^-an^  ß^^^ßn  bleiben  hierbei  vollständig  unbestimmt. 
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Wir  kommen  zu  denjenigen  Gruppen  von  der  verlangten  Beschaffen- 
heit, welche  ausser  n(2n  +  1)  Transformationen  von  der  Form  (10) 
wenigstens  eine  infinitesimale  Transformation  erster  Ordnung  von  der 
Form  (9)  enthalten. 

Enthält  eine  solche  Gruppe  G  keine  Transformation  von  der 
besonderen  Gestalt: 

(12)  2*^.^P.  +  2^'«-^*«+", 

so  kann  sie  ausser  n(2n  -f"  1)  infinitesimalen  Transformationen  erster 
Ordnung  von  der  Gestalt  (10)  nur  noch  eine  erster  Ordnung  von  der 
Form : 

(13)  ^{Xrp.  +  ijrqr)  +  2isr  +  ^iS/.gpi+^iei^zqi-}- •" 

1  1  1 

enthalten.  In  diesem  Falle  kann  man  offenbar  in  den  Transformationen 
(10)  die  Coefficienten  c,x,  c/x,  c/x  alle  gleich  Null  setzen  und  findet  dann 
genau  so  wie  vorhin,  dass  die  Transformationen  (10)  die  Gestalt  (I) 
haben.     Durch  Combination  von  (13)  mit: 

{Xi  +  aie)pi  —  (yi  +  ßis)qi  -| 

findet  man  dann: 

—  cciZpi  +  ßiZQi  —  Si' .  spi  +  b{  .zqi'\ , 

eine  Transformation,  welche  von  der  zweiten  Ordnung  in  den  a:,,  y,,  z 
sein  muss,  da  Transformationen  von  der  Form  (12)  in  G  nicht  vor- 
kommen. Demnach  ergiebt  sich:  d/ =  —  «,-,  £,'==  — j8„  so  dass  die 
Transformation  (13)  in  der  Gestalt: 


w  /  n 

^({Xr  +  a,B)p,.  +  (yr  +  ß.B)qr)  +  2^/ T  -^(a.p.  +  ß^qr) 


erscheint 

Es  bleibt  noch  der  Fall  übrig,  dass  die  Gruppe  G  ausser  9i(2n-f-l) 
Transformationen  erster  Ordnung  von  der  Form  (10)  noch  wenigstens 
eine  von  der  Gestalt: 


n 


(12)  ^.  (J, .  zp,  +  2  '•  •  J^S.  +  •  •  • 


1 

enthält. 


In  diesem  Falle  können  wir  zunächst  voraussetzen,  dass  in  den 
Transformationen  (10)  alle  c,>,  c,«,  c,«  gleich  Null  sind.  Enthält  nämlich 
(r  keine  Transformation  von  der  Form  (13),  so  erkennen  wir,  wie  auf 
S.  472  durch  paarweise  Combination  der  Transformationen  (10),  dass 
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die  c,  c',  c"  gleich  Null  sind,  enthält  dagegen  G  eine  Transformation 
von  der  Form  (13),  so  können  wir  die  c,  c',  c"  vermöge  dieser  letzteren 
gleich  Null  machen. 

Combiniren  wir  nun  (12)  mit  den  Transformationen  (10),  nach- 
dem wir  in  denselben  alle  c,  c',  c"  gleich  Null  gesetzt  haben,  so 
finden  wir  sofort,  dass  G  überhaupt  alle  die  2w  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 

^P»  +  •  •  •  ?       ^ö'»  H (» ==  1   . .  n) 

enthält-,  zu  diesen  Transformationen  kann  natürlich  noch  eine  von 
der  Form: 

n 


^  {XrPr  +  yv(Z,)  +  20r  -f 


kommen. 

Aus  den  eben  durchgeführten  Ent Wickelungen  ergiebt  sich  Folgendes: 
Entliält  eine  Gruppe  G  von  der  verlangten  lieschaffefiheit  ausser 
n(2n  +  1)  Transformationeil  erster  Ordnung  von  der  Form  (10)  noch 
tvenigstens  eine  von  der  Form  (9),  $o  enthält  sie  entweder  n(2n+l)  +  l 
unabliängige  infinitesimale  Transformationen  erster  Ordnung  von  der 
Gestalt: 

\Xi  +  aiZ)q^+{'X^  +  a^2)qi  +  '",     (y^^ß,s)p^^(y^^ß^g)p^^... 


(U) 


n 


^{{Xy+ttrz)py'\-{y,+ß,z)q,)+2z{r--^>{a^^^^  j-f 


(i,  X  =  1  •  •  •  n) 

oder  n{2n  +  3)  solelic  von  der  Gestalt: 

Xiq^  -f  x^qi  -^ ,     Xip^  —  y^qi  -\ ,     y.jj^  +  VnPi  + 

(III)  0p^-\ y    zqi-\ 

oder  endlich  (n  -[-  1)  (2n  -f-  1)  solche  von  der  Gestalt: 

Xiq^  +  x^qi  -^ ,    Xipy,  —  y^qi  H ,     ytp^  +  y^Pi  + 

zpi-] ,    sqi  +    • . 


(IV) 


^  {Xyp^  +  y^qr)  -\'2zr  -\ 


(»,  X  =  1  •  •  •  w). 

In  jedefn   einzebwn  dieser  drei   Fälle  enthält   die   Gruppe    nur    solche 
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infmtesimale  Transformationen  erster  Ordnung,  deren  Glieder  erster 
Ordnung  sich  aus  den  Gliedern  erster  Ordnung  der  in  dem  betreffenden 
Falle  angegchcncti^  TransformaMoneii  linear  ableiten  lassen. 


§  115. 

Auf  Grund  der  bisherigen  Eutwickeluugen  können  wir  über  die 
gesuchten  Gruppen  Folgendes  aussagen: 

J'Jrstais.  Jede  der  gesuchten  Gruppen  enthält  in  der  Umgebung 
von:  a:i==y,=  xf  =  0  gerade  2n+l  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen nullter  Ordnung  von  der  Form: 

(11)  Pi'h''}     2«  +  '*'>     r4---- 

(i  ==  1  •  •  •  «) . 

Ziceitcfts,  Was  die  in  einer  solchen  Gruppe  vorkommenden  infini- 
tesimalen Transformationen  von  erster  Ordnung  in  den  Xi,  yt,  z  an- 
betrifft, so  sind  vier  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden;  die  Gruppe 
kann  nämlich  entweder  n(2n+l)  oder  fi(2n+l)  +  l  oder  n(2n+3) 
oder  endlich  (m  +  1)  (2»  +  1)  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen von  erster  Ordnung  enthalten,  aus  denen  sich  keine  infini- 
tesimale Transformation  von  zweiter  oder  höherer  Ordnung  linear 
ableiten  lässt;  die  betreffenden  infiiiitesimalen  Transformationen  erster 
Ordnung  haben  bezQglich  die  Formen:  (I),  (II),  (UI),  (lY). 

Es  fragt  sich  nunmehr  noch,  was  für  infinitesimale  Transfor- 
mationen von  zweiter  und  höherer  Ordnung  in  unsem  Gruppen  auf- 
treten können. 

Um  die  Beantwortung  dieser  Frage  zu  erleichtem,  wollen  wir  uns 
den  Umstand  zu  Nutze  machen,  dass  wir  Gruppen  von  Berührungs- 
transformationen suchen,  dass  also  alle  vorkommenden  infinitesimalen 
Transformationen  infinitesimale  Beruhnmgstransformationen  sind  und 
als  solche  durch  ihre  charakteristischen  Functionen  vollständ^  bestimmt 
sind.  Wir  werden  deshalb  von  jetzt  ab  statt  der  in  unsem  Gruppen 
enthaltenen  infinitesimalen  Transformationen  die  zugehörigen  charak- 
teristischen Functionen  betrachten. 

Zunächst  gehen  wir  die  infinitesimalen  Berührangstransformationen, 
welche  in  den  Xiy  y^,  z  von  der  nullten  oder  von  erster  Ordnung  sind, 
einzeln  durch  und  schreiben  uns  für  jede  solche  Transformation  £/ 
die  Keihenentwickelung  der  zugehörigen  charakteristischen  Function  TT 
auf;  au  der  Hand  der  Tabelle  (5)«  S.  465  hat  das  gar  keine  Schwierig- 
keit   Dadurch  erhalten  wir  die  folgende  neue  Tabelle: 
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(14) 


Bf 

w 

r  +  •  •  • 

-  IH 

JP.  H 

y^  +  f*<^  H — 

Qi-] 

—  Xi  —  Xi0  -[-••• 

a?.Jx  +  iPx?.  +      •  • 

—  XiX^  —  A,x^^  H 

ix^iPx  —  yx2i  H 

^.yx  +  f^ix^ef*  H — 

y.i>x  +  yxjp.  H — 

_                      » 

y.yx  +  v.x^  H 

1 

—  2jEf  H 

^P«  +  •  •  • 

y<jei  +  öi0^  •] 

^?.-  +  •  •  • 

—  XiZ  —  tiZ^  -[-... 

Hier  sind  die  Xi,  ^i,  X^ty  [lixy  vjxy  6i,  r,-  gewisse  Constanten,  die  un- 
bestimmt bleiben;  und  die  weggelassenen  Glieder  sind  überall  von 
höherer  Ordnung  in  den  Xi,  yt,  0  als  die  geschriebenen.  , 

Die  TabeUe  (14)  liefert  offenbar  im  Allgemeinen  auch  umgekehrt 
für  jede  charakteristische  Function  W,  deren  Reihenentwickelung  nach 
den  Xij  ifij  z  mit  Gliedern  nullter,  erster  oder  zweiter  Ordnung  beginnt; 
die  Glieder  niedrigster  Ordnung  iu  der  Entwickelung  der  zugehörigen 
infinitesimalen  Berührungstransformatiou  Bf.  Ausgenommen  sind  nur 
die  charakteristischen  Functionen  von  der  Form:  !  +  •••,  J6f  +  **-, 
;e?*  +  •  •  •.  Zu:  1  +  •  •  •  gehört  nämlich  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation nullter  Ordnung  yon  der  Form: 

n  n 

1  1 

und  zu:  — 2z-\ — •  eine  infinitesimale  Transformation  erster  Ordnung 
von  der  Form: 

^  (Xyp^  -f  y,q^)  +  2zr  +  ^  [  a^x(Xiqn  +  x^q!)  -f 

1  tx 

+  ßlxixipn  —  yxqi)  +  yixiyiPx  +  y^Pi)  ]  + 


+  ^i{ßi  .zpi  -f  bI  .zq^-^ ; 


hier  bleiben  die  Constanten  «/,  ß!,  alx,  /5|>,  y/x;  81,  b/  unbestimmt. 
Zu:  Xf*  +  •  •  •  dagegen  gehört  eine  infinitesimale  Berührungstransfor- 
matioU;  welche  in  den  a;,,  y,-,  z  von  der  zweiten  Ordnung  ist. 
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Wir  wollen  jetzt  die  gemachten  Bemerkungen  auf  die  von  uns 
gesuchten  Gruppen  anwenden.  Dabei  behandeln  wir  die  vier  Fälle, 
welche  gemäss  den  vier  möglichen  Formen  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen erster  Ordnung  zu  unterscheiden  sind,  jeden  für  sich. 

Erster  Fall.  Jede  hierher  gehörige  Gruppe  enthält  2n  +  1  infini- 
tesimale Transformationen  nullter  Ordnung  von  der  Form  (11)  und 
w(2n+l)  solche  erster  Ordnung  von  der  Form  (I);  zu  diesen  infinitesi- 
malen Transformationen  gehören  die  nachstehenden  charakteristischen 
Functionen: 

(Xi+aiS) (x^+a^is)+XixZ^+  •-,  {lU+ßiZ) (yx+/'x^)+ v.>^^+  •  •  • 

{Xi  +  aiZ){y^  +  ßycz)  +  [Li^z^  +  •  •• 

(l ,   X  =  1  •  •  •  ll)  . 


(15) 


Die  vorhin  gemachten  Bemerkungen  zeigen  überdies,  dass  die  Gruppe 
keine  charakteristische  Function  von  der  Form:  Z'\ —  enthalten  kann, 
und  dass  sie  ebensowenig  eine  von  der  Form: 


n 

2 


\  {di .  XiZ  +  €i .  yiz)  +  ^^  + 
1 

enthalten  kann^  in  welcher  die  Gonstanten:  d,  •••d„,  Si  •  •  -  s»  nicht 
sämmtlich  verschwinden.  Die  Gruppe  enthält  demnach  ausser  denen 
von  der  Form  (15)  keine  charakteristische  Function,  deren  Reihen- 
entwickelung mit  Gliedern  nullter,  erster  oder  zweiter  Ordnung  beginnt, 
nur  das  Vorhandensein  oder  Nichtvorhandensein  einer  charakteristischen 

Function  von  der  Form :  je?*  -| bleibt  vorläufig  noch  unentschieden. 

Combiniren  wir  die  charakteristischen  Functionen,  welche  in  der 
zweiten  und  dritten  Reihe  von  (15)  stehen,  paarweise  mit  einander, 
so  bekommen  wir  nach  S.  463  f.  n(2n4-l)  Functionen  von  der  Form: 

{Xi  +  aiS)  {x^  +  a^z)  H ,     (y,  +  ßi^)  iy»  +  ßxS)  H 

{Xi  +  a^z)  {y^  +  ß^z) '\ , 

welche  natürlich  ebenfalls  in  der  Gruppe  enthalten  sein  müssen,  folg- 
lich können  wir  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  die  A,x?  ^v*,  *'i* 
alle  gleich  Null  setzen.     Um  die  A,,  ft,-  zu  bestimmen,  combiniren  wir: 

Xi  +  XiZ  H ,      y.  +  ^iZ  H 

mit  den  Functionen  (16)  und  finden  die  charakteristischen  Functionen: 

Xi  +  «r^  H ,       y.  +  ßi^'\ , 

nun  aber  tritt  eine  charakteristische  Function  von  der  Form:  £  +  •  •• 
nicht  auf,  also  schliessen  wir,  dass  ki  =  «,  und  /ü,  =  /3,  ist 


(16) 


(I') 
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Im  ersten  Falle  besitzen  demnach  die  charakteristischen  Functionen 
der  auftretenden  infinitesimalen  Transformationen  nullter  und  erster 
Ordnung  die  Form: 

1  H ,    Xi  +  ai0-\ ;     yi  +  ßi^-\ 

{Xi  +  ttiZ)  (x^  +  a^z)  H ,     (y.-  +  ßiz)  (y^  +  ß^i)  H 

{Xi  +  ttiZ)  (f/x  +  ßxz)  H 

(i,  x  =  l  •  •  •  n). 

Keine  der  betrefifenden  Gruppen  enthält  eine  charakteristische  Function 
von  der  Form:  z-\-'']  sollte  eine  charakteristische  Function  vor- 
kommen, deren  Reihenentwickelung  mit  Gliedern  zweiter  Ordnung 
beginnt  und  deren  Glieder  niedrigster  Ordnung  sich  nicht  aus: 

{Xi  +  aiz)  (x^  +  a^z),      (x,  +  aiz)  (y^  +  ßxz)y      (y.-  +  ßiz)  {y^  -f  ß^z) 

(l,  X=:l  .  .  .  n) 

linear  ableiten  lassen;  so  müsste  die  nothwendig  auf  die  Form: 
^  +  •  •  •  gebracht  werden  können. 

Im  zweiten  Falle  erkennen  wir  genau  in  derselben  Weise,  dass 
die  infinitesimalen  Transformationen  nullter  und  erster  Ordnung  der 
dahin  gehörigen  Gruppen  die  charakteristischen  Functionen: 

1 -| ,     Xi'\'aiZ'\ — •,    yi  +  ft^H j    ^-\ — 

{Xi  +  aiz)  (rcx  +  «x^)  H ,     (ye  +  ßiz)  dfx  +  ßxe)  H 

{Xi  +  aiZ)  (yx  +  ßxz)  H 

(»,  X  :=  1  •  •  •  n) 

besitzen.  Von  solchen  charakteristischen  Functionen,  deren  Reihen- 
entwickelungen mit  andern  Gliedern  zweiter  Ordnung  beginnen,  kann 
höchstens  noch:  ;ßf^  +  •  *  •  hinzukommen. 

Im  dritten  Falle  erhalten  wir  die  charakteristischen  Functionen: 

IH — ;    Xi  +  ^i^-i — ,   y.  +  f*«^-l — 

XiXx  +  XixZ^  -I ,    Xiy^  +  fiixi^  -I ,    yiifx  +  Vf^z^  H 

zXi  -f-  6iZ^  -j ,    xry,  +  ^i^  H 

eine  Function  von  der  Form:  ;?  +  •••  kann  nicht  auftreten.  Nun 
ergiebt  sich  aber  durch  Combination  der  beiden  charakteristischen 
Functionen:  y,  +  f*«^^  -f-  •  •  •  und:  zXi  +  0iZ^  -[-...  doch  die  Function: 
jEf+--,  wir  kommen  also  auf  einen  Widerspruch,  folglidi  kann  es 
Oberhaupt  keine  Berührungstransformationsgruppen  geben,  welche  unter 
den  dritten  Fall  gehören. 

Endlich  im  vierten  Fälle  haben  die  charakteristischen  Functionen 
der  auftretenden  infinitesimalen  Transformationen  nullter  und  erster 
Ordnung  die  Form: 


(ir) 


(IV) 
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IH ,    Xi  +  kijs-l ,    yi  +  ^iiZ-i ;    z-] 

XiX^  +  Xixsi^  H — ;    Xiifx  +  (lixz^  H — ;    yiVx  4"  v.x^  H — 

isxi  +  Ciis^  H — ,    ^y.-  +  '^i^^  H — 

(l,   X  =  1  •  •  •  «)  . 

Hier  finden  wir  sofort  durch  Gombination  der  Functionen: 
Xi  +  A,-;gf  H ,    yi  +  (iiZ'\ ,    exi  +  öiZ^  4 ,    zyi  +  r<x?*  H 

mit:  Xiyt  +  ft,-,-^"  +  •  *  •;  ^ass  wir  alle  A,-,  f*,,  <?,,  r,-  gleich  Null  setzen 
können;  dass  wir  auch  die  A,x;  f^iv;  i^tx  gleich  Null  setzen  können, 
sehen  wir  in  derselben  Weise  wie  auf  S.  478  ein.  Nun  ergiebt 
sich  aber: 

{y.-^H ,    XiZ-i }  =  ^^H , 

also  kommen  in  den  hierher  gehörigen  Gruppen  die  folgenden 
charakteristischen  Functionen  vor: 

1  -j ;    Xi-\ ,    y,  H ;    ^  +  •  •  • 

XiXx-] ,    Xiy^-i ;    y.yxH 

0Xi  "jr  ' ' ' )    ^y*  "f"  '  *  *  7    JE?*  -f"  * ' ' 

(t,  X  =  1  •  •  •  n) . 

Abgesehen  von:  0^  -\-  •  -  -  sind  das  die  charakteristischen  Functionen 
aller  vorhandenen  infinitesimalen  Transformationen  nullter  und  erster 
Ordnung. 

Drei  Fälle  bleiben  demnach  zu  unterscheiden  und  in  jedem  dieser 
drei  Fälle  kennen  wir  die  Anfangsglieder  aller  auftretenden  charak- 
teristischen Functionen,  deren  Reihenentwickelungen  mit  Gliedern 
nullter,  erster  oder  zweiter  Ordnung  beginnen.  Ausgenommen  ist 
allerdings  die  Function:  j8^*  +  -*,  deren  Auftreten  in  den  beiden 
ersten  Fällen  noch  ungewiss  ist,  während  sie  im  letzten  Falle  sicher 
vorhanden  ist. 

§  116. 

Zu  den  schon  vorhandenen  charakteristischen  Functionen  können 
in  jedem  unsrer  drei  Fälle  möglicherweise  noch  andere  hinzukommen, 
nämlich  ausser:  ^  -{""  auch  solche,  deren  Reibenentwickelungen  mit 
Gliedern  dritter  oder  noch  höherer  Ordnung  beginnen.  Da  wir  es 
aber  mit  endlichen  continuirlichen  Gruppen  zu  thun  haben,  so  mass 
es  nach  Abschn.  I,  Theor.  29,  S.  192  für  jede  der  verlangten  Gruppen 
eine  endliche  positive  ganze  Zahl  s'  ^  1  geben  von  solcher  Beschaffen- 
heit, dass  die  betreffende  Gruppe  zwar  infinitesimale  Transformationen 
von  s'-  ter  oder  niedrigerer  Ordnung  in  den  a;,-,  y,-,  0  enthält,  aber  keine 


(17) 
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von  (s'+  l)-ter  oder  höherer  OrdnnDg.  Hieraus  folgt  sogleich,  dass 
zu  jeder  der  verlangten  Gruppen  eine  endliche  positive  ganze  Zahl 
s>2  gehört  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  Gruppe  zwar 
charakteristische  Functionen  enthält,  deren  Reihenentwickelungen  mit 
Gliedern  s-ter  oder  niedrigerer  Ordnung  beginnen,  nicht  aber  solche,  in 
welchen  die  Änfangsglieder  von  (s  +  1)  -  ter  oder  höherer  Ordnung 
in  den  x^  y,  z  sind.  Die  Zahl  s  ist  dann  offenbar  entweder  gleich  s' 
oder  gleich  5'  +  1 . 

Um    nun    die    Änfangsglieder    der    etwa  noch    hinzukommenden 

charakteristischen   Functionen   zu   bestimmen,  gehen   wir   davon    aus, 

dass  in  jedem  der  drei  zu  besprechenden  Fälle  charakteristische 
Functionen  von  der  Form: 

!  +  ••• 

{Xi  +  atz)  {x^  +  a^z)  H ,     (y,-  +  ßi^)  (j/x  +  /3x^)  -| 

{Xi  +  aiß)  (yx  +  ßx^)  H 

(1,  X  =  1  •  •  •  ») 

auftreten.  Unter  G  verstehen  wir  irgend  eine  Gruppe,  welche  unter 
einen  der  drei  Fälle  gehört.  Ist  s  die  vorhin  definirte  zu  G  gehörige 
ganze  Zahl,  so  sei: 

(18)  0W(a;i  "'Xn,  yi'-'tfn,  is)-] 

eine   in    G   vorkommende   charakteristische   Function,    deren    Reihen- 
entwickelung mit  Gliedern  s-ter  Ordnung  beginnt;  dabei  bedeutet  ^^'^ 
eine  ganze  homogene  Function  s-ter  Ordnung  seiner  Argumente,  die 
fortgelassenen  Glieder  sind  von  (s  +  l)-ter  und  höherer  Ordnung. 
Der  Kürze  wegen  setzen  wir: 

Xi  +  aiZ  =  Xi',      yi  +  ßiS  =  yl 

(»•=1  ...n), 

so  dass  die  charakteristischen  Functionen  (17)  die  Form: 
(17')         1  H ,    xlxn  H ,    xly^  -\ ,    ylyj  -| 

erhalten,  während:  ^^*^  -|-  . . .  etwa  die  Form: 
(18')  ^^•>«---a:;,  y/...y;,  z)  +  ^  ^ 

annimmt. 

Für  die  Rechnung  mit  den  charakteristischen  Functionen  macht 
die  Einführung  der  x,  y'  an  Stelle  der  x,  y  so  gut  wie  keinen  Unter- 
schied.    Haben  wir  nämlich  zwei  charakteristische  Functionen: 

^^'K^,  y,  ^)  +  ---,    F^^\x,y,z)  +  ''', 

deren  Glieder  niedrigster  Ordnung:  F^^^  und  F^^^  bezüglich   von  den 
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Ordnungen  A  und  (i  sind,  und  combiniren  wir  diese  beiden  Functionen 
mit  einander,  so  bekommen  wir  nach  S.  463  f.  eine  charakteristische 
Function,  deren  Glied  niedrigster  Ordnung  die  Ordnung  A  +  fi  —  2 
hat  und  die  Form  besitzt: 


in  x^-'x;,  Vi-'-y:,  z  schreibt  sich   aber  dieses  Glied  niedrigster 
Ordnung  ganz  in  derselben  Weise,  denn  es  erhält  die  Form: 


fdF^ dF^  _  a F<^> dF^^\ 
dxf         Idx;    dyf  J' 


2*  r/aF^^ 


Djese  Form  ist  es,  welche  wir  im  Folgenden  vorzugsweise  benutzen 

werden. 

« 

Es  sei  erstens  '^^'^{x',  y\  z)  nicht  ganz  von  x^'-'-Xn,  yi'*"y«' 
frei.  Dann  schaffen  wir  zimächst  alle  y/  fort,  indem  wir  die  Function 
(18')  mit  gewissen  der  Functionen: 

Xi^  +  •  •  • ,  •  •  •  rCn^  +  •  •  • 

genügend  oft  combiniren.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  eine  der 
Gruppe  G  angehörige  charakteristische  Function  von  der  Form: 

wo  %(*)  wieder  eine  ganze  homogene  Function  seiner  Argumente  ist 
und  in  Folge  der  gemachten  Voraussetzung  weder  identisch  ver- 
schwindet noch  von  allen  x/  frei  ist.  Um  nunmehr  alle  vorhandenen 
x/  mit  Ausnahme  von  a;/  zu  entfernen,  combiniren  wir  hinreichend 
oft  mit  geeigneten  unter  den  Functionen: 

und  kommen  so  auf  eine  charakteristische  Function: 

wo  ö^*^  wiederum  homogen  von  s-ter  Ordnung  ist  und  rr/  sicher  ent- 
hält. Hat  die  höchste  in  cd^  vorkommende  Potenz  von  a:/  den  Ex- 
ponenten m,  wo  0  <  m  ^  s  ist,  so  combiniren  wir  die  Function: 
cqW  -j-  . .  .  9^^  Male  liinte reinander  mit:  y^'*  -|-  . . .  und  finden  so  die 
charakteristische  Function : 
(19)  y/-  .  ;er--  H , 

welche  natürlich  ebenfalls  in  G  enthalten  ist.    Durch  ebenso  oft  wieder- 
holte Combination  mit:  rr,'^  +  *  •  *  folgt  hieraus: 
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und  diese  charakteristische  Function  ergiebt  endlich  mit  (19)  combinirt: 

also  eine  Function,  deren  Reihenentwickelung  mit  einem  Gliede 
(2s  —  2)-ter  Ordnung  beginnt.  Hier  muss  nothwendig:  2s  —  2  <  s 
sein,  oder,  da  s>  1  ist:  s  =  2.  Die  oben  angenommene  charakteri- 
stische Function  (18')  beginnt  demnach  mit  Gliedern  zweiter  Ordnung, 
welche  nicht  blos  von  0  allein  abhängen.  Was  aber  für  charakteri- 
stische Functionen  von  dieser  BeschaflPenheit  in  G  vorkommen  können, 
das  wissen  wir  bereits. 

Es  sei  ziceitens  —  eine  dritte  Möglichkeit  ist  nicht  vorhanden  — 
^(»)  von  x^'Xn,  y/'-y«  frei,  so  dass  die  charakteristische  Function 
(18)  die  Form: 

besitzt.  In  diesem  Falle  combiniren  wir:  ;?*  +  •••  mit:  1  +  •  •  •  und 
bekommen  nach  S.  464  die  Function: 

jgft— 1  »|_  . . .  ^ 

welche  ihrerseits  mit:  ;e?*  +  *  •  •  combinirt  die  Function: 

gU-%  _^  . . . 

liefert,  es  muss  also  2s  —  2<s  sein  oder  s  =  2.  Wir  schliessen 
hieraus: 

Zu  den  Ix^-dts  hekannfm  diarakteristischcn  Functlonrn  Jcann  höchstois 
noch:  ^f^  +  *  *  hinzukommen,  diese  tritt  aber  jedenfalls  ymr  dann  auf, 
wenn  auch:  j?  +  •  •  •  vorkommt 

Jetzt  betrachten  wir  die  drei  Fälle  einzeln. 

Erster  Fall.  Weil:  ;&  +  •••  nicht  vorkommt,  treten  nur  die 
bekannten  Functionen  (!')  auf  (s.  S.  479). 

Zweiter  Fall.     Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

Xi  +  ttiZ  =  a;/,     tji  +  ßiZ  =  yl         (.  =  1 . .  ■ «)  ^ 

so  enthält  jede  hierher  gehörige  Gruppe  G  folgende  infinitesimale 
Transformationen  von  nullter  und  erster  Ordnung  in  den  x\  y\  s: 

l>i  +  •  •  • ,     ([i  -{ ,     r  -|-  •  •  • 

a:.V+^xV+";  ^.V— yxV+--;  yiPx+^hPi+"' 


(11") 


n 

^  (XrPv  +  yyqv)  +  2zr'] 


(i,  x=:  1  •  •  •  n) . 

Träte  ausser  den    schon  bekannten  charakteristischen  Functionen  (11') 

auf  S.  479  auch  noch:  z^-] auf,  so  enthielte  G  eine  infinitesimale 

Transformation  zweiter  Ordnung: 

.11* 
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» 


1 

unter  den  |(*^,  rfp  ganze  homogene  Functionen  zweiter  Ordnung  von 
x^'"Xn\  Vi-'-yn,  8  verstanden.  Käme  nun  z  in  einer  der  2w  Functionen 
|(«)^  ^(2)  yQj.^  go  ergäbe  sich  durch  Gombination  mit  einer  der  Trans- 
formationen: !>/+•••,   2/  +  •  •  •,   r  +  •  •  •   eine  Transformation: 

l—n 

^  {h*x(pj  +  [lixXi'qn  +  Vi^ylpJ  +  QixVlqJ)  + 


in  welcher  die  a,  und  b,-  nicht  sämmtlich  verschwänden.  Eine  solche 
Transformation  ist  aber  ausgeschlossen,  da  alle  in  G  vorkommenden 
infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung  aus  den  Transfor- 
mationen (ir')  auf  S.  483  linear  abgeleitet  werden  können  (wenigstens 
soweit  es  auf  die  Glieder  erster  Ordnung  ankommt).  Wären  andrer- 
seits die  |(^^  rfp  sämmtlich  von  z  frei,  so  ergäbe  sich  durch  Gom- 
bination mit:  r  +  •  •  *  ^i^  ebenfalls  nicht  vorkommende  Transfor- 
mation: xrr -{-''•  Folglich  kann  G  die  charakteristische  Function: 
j?*  +  •  •  •   nicht   enthalten,    sondern   nur   die    auf  S.  479  angegebenea 

Functionen  (II')» 

Letzter  Fall,    Jede  hierher  gehörige  Gruppe  G  enthält  die  charak- 
teristischen Functionen: 

1  +  •  •  • ,    a;,  +  •  •  • ,    y«  +  •  •  • ,    jei  +  •  •  • 

XiXn  H ,    Xiifx  H ,    y.yx  H 

zXi'\ ,    zyi'\ ,    z^  '\ 

(t,  x  =  l  •  •  .  n) 

sonst  aber  keine  weiter.     Der  Function:  jsr^  +  *  *  *  entspricht  nun  eine 
infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 

(20)  2"'  i^fP'  +  ''i*'«')  +  «**-  +  •••» 

offenbar  die  einzige  in  G  vorkommende  infinitesimale  Transformation 
zweiter  Ordnung,    während   Transformationen    dritter   Ordnung   über- 
haupt gar  nicht  auftreten.    Unter  JJ^,  rif^  verstehen  wir  natürlich  ganze 
homogene  Functionen  zweiten  Grades  von  a^i  •  •  •  a;«,  J^i  •  •  •  y«,  z. 
Combiniren  wir  die  infinitesimale  Transformation  (20)  mit: 

Zpr  +  •  •  •  ,         yrPr  +  •  •  •  , 

SO  erhalten  wir  infinitesimale  Transformationen  von  der  Gestalt: 


(IV) 
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/     n 


(21) 


1  "  1 


T.     3^         .     ^.       Ur 


^y^jk^' + 2*'^'  ä^3»-€^i'v + 


(y  =  1  .  .  .  n) , 


wo  die  weggelasseDen  Glieder  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung 
sind.  Nun  enthält  G  blos  eine  infinitesimale  Transformation  von 
zweiter  Ordnung,  nämlich  (20),  die  Transformationen  (21)  aber,  die 
auch  von  der  zweiten  sind,  haben  nicht  die  Form  (20),  folglich  müssen 
sie  identisch  verschwinden.  Insbesondere  müssen  daher  in  (21)  auch 
alle  Glieder  zweiter  Ordnung  verschwinden,  setzen  wir  aber  die  Glieder 
zweiter  Ordnung,  mit  welchen  jp,  multiplicirt  ist,  gleich  Null,  so 
bekommen  wir: 

also:  V/^  =  yi^.  Ebenso  wird  selbstverständlich:  %^^^=XyZ,  so  dass 
die  infinitesimale  Transformation  zweiter  Ordnung  (20)  die  Gestalt  hat: 

n 

(200  2  ^^^"^"  "^  ^"^"^  +  ^^'\ • 

1 

Nunmehr  kennen  wir  für  alle  die  gesuchten  Gruppen  die  Glieder 
niedrigster  Ordnung  der  auftretenden  charakteristischen  Functionen 
und  der  auftretenden  infinitesimalen  Transformationen.  Wir  können 
daher  insbesondere  schon  jetzt  übersehen,  wieviele  Parameter  die 
gesuchten  Gruppen  haben  können.  Zum  Beispiel  enthält  jede  Gruppe, 
welche  unter  den  ersten  Fall  gehört,  gerade 

2n  +  1  +  n(2n  +  1)  =  (n  +  1)  (2n  +  1) 

unabhängige  infinitesimale  Transformationen  und  ist  daher 

(w  +  1)  (2n  +  i)-gliedrig. 

Jede  unter  den  zweiten  Fall  gehörige  Gruppe  ist 

((n  +  1)  (2n  +  1)  +  lygliedrig, 

im  letzten  Falle  ergeben  sich  endlich  Gruppen,  welche 

(n  +  2)  (2n  +  1)  +  1  =  (n  +  1)  (2n  +  3) 

Parameter  enthalten. 

Es  bleibt  noch  übrig  die  Relationen  aufzustellen,  welche  zwischen 
den  infinitesimalen  Transformationen  der  gesuchten  Gruppen  bestehen 
und  sodann  diese  Gruppen  selbst  zu  bestimmen. 
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§  117. 
Erster  FalL 

Hier  sind  alle  (n  +  1)  (2n  +  1)  -  gliedrigen  Gruppen  von  Be- 
rührungstransformationen zu  bestimmen,  welche  in  der  Umgebung  des 
Werthsystems:  Xi  =  yi  =  e  =  0  von  allgemeiner  Lage  2w  +  1  infini- 
tesimale Transformationen  nullter  Ordnung  von  der  Form  (11)  (s.S. 470) 
und  2n  +  1  Transformationen  erster  Ordnung  von  der  Form  (I) 
(s.  S.  473)  enthalten. 

Es  ist  bequem,  für  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
gesuchten  Gruppen  solche  Symbole  einzuführen,  welche  an  die  Anfangs- 
glieder der  zugehörigen  charakteristischen  Functionen: 

1-1 j     Xi  +  aiZ-\ ,     tfi  +  ßiZ-] 

{Xi  +  ttis)  {x^  +  a^z)  H ,     (y.  +  ßi^)  fj/x  +  ß^z)  •\ 

{Xi  -f  aiZ)  (yx  +  ßxz)  H 

Wir  setzen  deshalb: 


(I') 


ermnem. 


(22) 


'— ^H —  =  JV,    — g.H —  =  Xi,    2>,-| —  =  r; 

—  {xi  +  aiZ)q»  —  (a^x  +  «x^)?/,-  H =  X,- 

{Xi  +  a.;?)jpx  —  (yx  +  ßxZ)qi  H =  Ti, 

iHi  +  ßi^)Px  +  (yx  +  ßxz)pi  H =  rix 


^IX 


tx 


(«,  x  =  l 


n). 


Diese  Bezeichnungen  haben  abgesehen  von  ihrer  Kürze  noch  den  Vor- 
tiieil,  dass  dieselben  sehr  leicht  im  Gedächtniss  haften  bleiben. 

Man  könnte  N^  X,-,  Yi,  X,x,  T,x,  Yix  natürlich  auch  als  Symbole  ftir 
die  charakteristischen  Functionen  (I')  auffassen  und  geradezu  mit  diesen 
Functionen  rechnen,  dann  aber  müsste  man  im  Folgenden  durchgängig  da^ 
Zeichen  {  }  an  Stelle  des  Zeichens  (  )  anwenden.  Was  übrigens  das 
Zeichen  (    )  betrifft,  so  vergleiche  man  die  auf  S.  406  gemachte  Bemerkung. 

Setzen  wir  wie  gewöhnlich  fest,  dass  Six  verschwinden  soll,  wenn 
%  von  X  verschieden  ist,  dass  dagegen  Su  den  Werth  1  haben  soll,  so 
können  wir  die  Relationen,  welche  zwischen  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen: X/x,  Tix,  Yix  bestehen,  folgendermassen  schreiben: 

(X,xX|vr)  =  0,     {TixTvrt)  =  ^xvTirt  —  BjtiTvxy     {Yixlvn)  =  0 
(T.vrXjx)  =  SrtiXvx  +  Bnx^vh        (  ^^x  ^ivr)  =  ^{vY^n  +  ^xvYin 

\Xyj(2Lix)  =  Byjlxn  "T"  ^rxJ-in  "r  ^ni-^xv  "T"  ^ttxJ-iv 

(t,  X,  V,  ;r ^  1  •  •  •  »). 

Hierbei   ist  Jiamentlich   hervorzuheben,  dass  Tu   bei  der  Combiuation 
jedes   Xf„y  Tyn,  Yt„,  in  welchem  einer  von   den  beiden  Indices   den 


(23) 
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Werth  i  hat,  mit  einem  der  fünf  Faktoren:  0,  +1,  —  1,  +2,  —  2 
reproducirt.     Auch  auf  die  Formeln: 


(24) 


X,x,      ^y  Tyr  j  =  ^Xüt,        I    Yijgj      ^v  Tvv  j  =  2Yix 


Tu, 


2  ^")  =  0 


welche  für  alle  Werthe  von  i  und  x  gelten,  mag  aufmerksam  gemacht 
werden. 

Ferner  besteht  zwischen  Xj  und  T^  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(X,  r,  1)  ==  —  X,  +  2  (fli^Xu  +  b.«Tf«  +  CuYu) , 

ix 

führen  wir  daher: 

Xi  —  ^  (a,xXfx  +  iixTu  +  C/x^ix) 


tx 


als  neues  X^  ein,  so  erhalten  wir  eine  Relation  von  der  einfacheren 
Gestalt: 

n 

(Xi  r„) ^1+2^  (fl«  ^1«  +  6x  Tix  +  Cx  T,.  +  bx  Fix) . 

1 
Ausserdem  zeigt  die  Identität: 

iiX,T,,)Tu)  -  iiX,Tu)T,,)  =  0      (.•>.) 

bei  Einsetzung  des  Werthes  von  (XiTu),  dass  nunmehr  auch  (XiT,,) 
nur  Glieder  mit  wenigstens  einem  Index  1  enthält.  Also  wird  ins- 
besondere: 

X, ,  ^i  T,\  =  -  X,  +  2^ (a;Xu  +  KT,,  +  ciTxi  +  KYu). 

Um  X,  vollständig  zu  uormiren  setzen  wir: 

X;  =  X,  +  ^aX^  +  ltjT^  +  vjTj^  +  «jY^j) 

1 

und  bekommeu  unter  BerQcksiciitigung  von  (24): 
fx,',  ^i  tA  =  _  X/  +  2^  { (a;  -  QXu  +  (b;  +  3«,)  Fl, }  + 

+  (V  +  c/  +  fti  +  »',)T„  +  ^{(b;  +  ii,)Tu  +  (c;  +  i'«)T«i). 
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Wählen  wir  daher  die  A,  fn,  v,  7C  in  geeigneter  Weise  und  schreiben 
wir  für  X/  wieder  X^,  so  haben  wir  die  Kelation: 


1^1»   ^^tt  j  °  — ^1- 


Jetzt  bilden  wir  für  x  >  1  die  Identität: 


{(X,,  ^i  T„)  T.^  -  Ux,  T,«)  Jl  r,  A  =  0, 


welche  sofort  die  Gestalt: 


(X,  T,,)  +  {iX^  Txx)  ^i  t\  =  0 


annimmt.     Da  nun  (X^T^x)  die  Form: 

1 
besitzt^  erhalten  wir: 

2>  { -  o;  Xy  +  b;  Ty  +  c;  T,.  +  Sb/F^ }  =  0 , 

1 

woraus  sofort  folgt: 

bj  +  cj  =  0,     a;  =  b;  =  c;  =  b;  =  0 

und  somit: 

(Xj  jTx  x)  =  —  ^ix  Xi . 
Die  Identität: 

((X,X,02'„)  +  3(XiX,0  =  0 
zeigt  augenblicklieb,  dass  (XjXjJ  verschwindet.    Weiter  geht  aus: 

((X,  r„)  Xx«)  -  ((X,  x„)  r„)  =  o      (« >  d 

hervor;  dass  (X^Xxx)  nur  Glieder  mit  mindestens  einem  Index  1  ent- 
hält; da  ausserdem: 

((XiXxx)Txx)  +  2(X,Xxx)  =  0 

ist  und   jTxx    keines   der   in   (X^Xxx)   auftretenden   Glieder   mit    dem 
Faktor  —  2  reproducirt,  muss  (Xj  Xxx)  =  0  sein. 

Wenn  wir  Xg  •  •  •  X«   ebenso  normiren  wie  X^,  erhalten  wir  die 
Relationen : 
(A)  (X,-X,,)  =  0 ,      (X.  T„) c,«  X« 

(t,  x  =  1  •  •  •  n). 

Yi  normiren  wir  so,   dass:  (X,yi,)  =  —  21^  wird.     Nun  ist  fQr 
beliebige  i  und  x: 
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((x,y;,)Txx)  -  2£,,(x,r;,)  +  6,«(x,r,,)  =  o 

i{XtTu)X„)  -  AsuiXiTu)  =  0, 

also  ergiebt  sich:     . 

(YiTg^  <=  SixYi,      (YiXxx)  "=  2tixXt. 
Die  Identität: 

i(YiYxx)Txx)  -  2(YiYxx)  -  suciYiYxx)  =  0 

liefert,  wenn  i  =  x  ist,  sofort:  (F»l^i)  =  0,  ist  dagegen  i  4=  «,  »o  zeigt 
sie  nur,  dass  {YiY^x)  die  Form:  Xi^Yxx  besitzt,  aber  die  Identität: 

beweist,  dass  aucb  A,«  verschwindet.     Endlich  geht  aus: 

((r;x.,)r«)  +  4£.x(r,T„)  =  o 

noch  hervor: 

{XiYxx)  =  —  2£,xri. 

Insgesammt  haben  wir  daher: 

{XiXxxJ  =  0,      {XiTxxJ  =  —  ^inXxf      {XiYxx)  =  —  2£,>1^- 

(r;r«)  =  o,  {YiT„)  =  suYi,  (r,x„)  =  2£,xX, 

(i,  X  =  1  •  •  •  n). 

Wir  bilden  für  *=f=x  die  Identitäten: 

+  3(X,X,v)  =  0 


(B) 


/"(X,  T,.)  2  2^..^  +  (X.-^x)  =  0 


da  nun  (X,X,>)  und  (X<T,x),  wenn  i  von  x  verschieden  ist,  beide  nur 
Glieder  von  der  Form  X^^;  Tf^n,  Yf^n  (/u,  7r  =  i  • -n)  enthalten  und 
2JTyv  jedes  dieser  Glieder  mit  einem  der  Faktoren:  —  2,  0,  +2 
reproducirt,  so  schliessen  wir,  dass  (X,X,x)  und  (X^Tiv)  für  t=|=x 
verschwinden.  Nach  (B)  ist  aber:  (X,X„)  =  0  und  (X,T„)  =  —  X,, 
also  bekommen  wir  allgemein: 

(C)  (X,X,x)  =  0 ,      (X,  Tix) £.xX, 

(f,  x  =  l  •  •  -n). 

Auf  genau  dieselbe  Weise  finden  wir: 

(D)  (YiYix)  =  0 ,      (YiTxi)  =  SixYi 

(i,  xsl  .  .  .»). 

Andrerseits  ist  für  i  =f=  x : 

(XiTxd  =  -  X.  +^[a;:fX..j  +  b,;;T,,  +  c;;r.,}, 
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die  Ideutität: 

"  +  (X,Tw)  =  0 


f(X,T,;)^nT,,\ 


zeigt  aber  wegen  der  Relationen  (24),  dass  alle  a'',  b",  c"  verschwinden, 
dass  also:  (X,Tx,)  =  ^Xx  ist.    Nunmehr  ergiebt  sich  aus  der  Identität: 

((X,  TxO  Fxx)  +  2  (X,  r;>)  =  0     (.• + x) 

auch   noch:  (X.Yix)  =  —  ^x   («4=x).     Verbinden  wir  hiermit  die   unter 
den  Formeln  (B)  enthaltenen  Relationen: 

(X,  Tii)  =  -  X,     und     (X,  Zv)  =  -  2  y; , 

so  bekommen  wir  allgemein: 

(E)  (x,r„) x„  (x.t;«)  —  «.«ri-rx 

(t,  X  =  1  •  •  •  n). 

Ebenso  wird  augenscheinlich: 

(F)  {Y,T,,)  =  y„    (y;x«)  =  Xx  +  6,xX, 

((,  X  sss  1  •  •  •  ft). 

Eü  seieu  jetzt  i,  x  und  ^'  drei  von  einauder  verschiedene  ludices, 
dann  ist: 


(X,X^)^  r.' 1  +  3(X,X,^.)  =  0 


+  (X.T^)  =  0 


Nun  enthalten:  (X,Xx>),  (XjjTx,),  (X,F;y)  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen nur  Glieder  von  der  Form:  X^;r,  Tftny  Yftn  imd  jedes  dieser 
Glieder  wird  von  ST^y  mit  einem  der  Faktoren:  —  2,  0,  +2 
reproducirt,  also  ergiebt  sich,  dass  (XiXxj),  (XiT^f)^  (X,y^)  alle  drei 
verschwinden.  Dasselbe  gilt  natürlich  von:  (!FiXx>),  (FiJT^),  (YiYlr/), 
wenn  i,  x,  j  von  einander  verschieden  sind. 

Fassen    wir    die    eben    gefundenen    Relationen    mit    den    früher 
gewonnenen:  (A)  bis  (F)  zusammen,  so  haben  wir: 

(x,x^)  =  o,  (Y;r^)  =  o 
(x.Tx^)  =  -£,vXx,  (r;-2W)  =  f,,3^ 

(X.yx;)  =  —  SixYj  —  ^ijYxf      (YiX^f)  =  SixXj  +  SijXx 

(l,  x,>=l.  •  •«). 


(25) 
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Die    charakteristische   Function ,    welche    zu    der    infinitesimalen 
Transformation:  {Y^X^)  gehört,  hat  die  Form: 

{yi  +  ft^H ;    ^i  +  ai^H }  =  1H , 

also  ist: 


n 


(Y; XJ  c=  J\r  +  ^iia.X,  +  6,Y..)  + 


l'"n 


+  ^^  {  A,>X,x  +  jlAix  ^ix  +  Vu  YiJi , 


IX 


fiihreu  wir  die  rechte  Seite  als  neues  N  ein,  so  bekommen  wir: 

(G)  iY,X,)  =  N. 

Wir   bemerken  ferner,   dass    die   charakteristische   Function   der 
infinitesimalen  Transformation  (X,Xx)   i*  ^  «)  die  Form  hat: 

{Xi  +  ai0  -\ ,     iCx  +  «x-^?  H }  =  0  H , 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  erster  und  höherer  Ordnung  in  den 
Xj  iff  z  sind,  es  ist  also: 

(x,Xx)  =^  Wx,  +  tjY,)  +  '^\a.,x.,  +  6.,r.,  +  c.,r;,}. 

1  vi 

Die  Identitäten: 

((X,  Xx)  2^,)  +  (X,  X,)  =  0 ,     ((X,X«)  Txx)  +  (XX«)  =  0 

lassen  nun  erkennen,  duss  sieh  der  Ausdruck  für  (X,Xx)  auf: 

(XiXx)  =  AixX,x 

reducirt,  und  aus  der  Identität:  ((X,Xx)jnx)  =  0  erhellt,  dass  auch 
A,x  verschwindet,  es  ist  also:  (X,Xx)  =  0  und  natürlich  ebenso: 
(Y;rx)  =  0.  Aus:  ((r,X,,)yx)  =  0  c  +  x)  folgt  überdies:  (X,rx)  =  0, 
so  dass  wir  haben: 

(H)  (XX,)  =  0,    (x,rx)  =  o,    (i;y«)  =  o 

(i ,  X  =  1  •  •  •  n ;    »  +  x) . 

Um  (Y/X,)  ZU  bestimmen,  bilden  wir  die  Identität: 
(( F.  Tu)  X,)  +  (Xi  F.)  +  ((X,  FJ  T,,)  =  0        (*>.), 

welche  mit  Berücksichtigung  von  (G)  und  (II)  liefert:  (riX,)  =  jV. 
Es  ist  demnach: 

(j)  (x,Xx)  =  o,  (y;Xx)  =  5,xiv^,  (r,Fx)  =  o 

(i,  X  =3 1  •  .  .  n). 

In  den  Identitäten: 
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((riX,)X,x)-  fi.(X«X,)  -  au(X,X,)  =  0 

iiY,x,)Tu)  -  fuCxro  -  «,,(r«x,)  =  o 

((r,X,)Y;.)  -  BuiY.Y,)  -  Bu(YiY,)  =  0 

können  wir  auf  Grund   von  (J)  jedesmal   die   beiden   letzten   Glieder 
berechnen  und  finden: 

(K)  (JV^X.>)  =  0,     (NT,,)  =  0,    (NY,,)  =  0 

(l,  X  =  1  ■  •  •  «)  . 

Endlich  ist: 
(NX,)  =  QN  +  ^iiöiXi  +  nYi)  +  ^(^/xX,x  +  <y,,r,,  +  r.xF.,), 

1  IX 

die  Identitäten: 

zeigen  aber,  dass  rechts  alle  Coefficienten  verschwinden  ausser  ö^,  es 

ist  demnach: 

(J\^X,)  =  <rX, 
und  ebenso: 

{NY,)=>tY,. 

Durch  Bildung  der  Identitäten: 

{iX,Y,)N)  +  (iY,N)X,)  +  {{NX,)Y,)  =  0 

((J^XOFxi)  +  2(i^r,)  =  0 
bekommen  wir  nunmebr: 

-rN—9N=0,      —  2ffy, +  2Tr,  =  0, 

also  verschwindeu  auch  tf  und  r  und  wir  finden  überhaupt: 
(L)  {NXi)  =  0,      (^■Ii)  =  0        (.»i--«). 

Fassen  wir  schliesslich  die  Relationen  (G)  bis  (L)  zusammen,  so 
erhalten  wir: 

(.\X^)  =  (NT,;)  =  (NY.)  =  0 

(X.X«)  =  0,    {YiX,)^t,,N,    iYiY,)  =  0 

(NXi)  =  (NY)  =  0 

(I,  X  SS  1  •  •  •  n). 

Man   wird   bemerken ,   dass   die   infinitesimale  Transformation  N 
jetzt  nach  geschehener  Normirung  die  Form  hat: 

1 

WO  die  aly  ßr  Constant^n  bezeichnen  und  wo  die  weggelassenen  Glieder 
von  höherer  als  der  nullten  Ordnung  sind.    Um  die  a^,  ßr  zu  bestimmen, 


(26) 
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gehen  wir  davon  aus^  dass  der  Ausdruck  (NT^)  für  jedes  i  verschwindet; 
nun  aber  ist: 

{NTii)  =  (N,    (Xi  +  aiS)pi  -  (y..  +  ßis)qi  +  •  •  •) 

=  («/  —  ai)pi  —  (ßl  —  ßi)qi  +  ... 

und  hier  müssen   offenbar  die   Glieder  nullter  Ordnung  für  sich  ver- 
schwinden, also  ergiebt  sich:  al=ai,  /S/=/3,-,  so  dass  N  die  Form  hat: 


Im  Vorstehenden  sind  alle  Relationen,  welche  zwischen  den  infini- 
tesimalen Transformationen  einer  Gruppe  von  der  hier  verlangten 
Beschaffenheit  bestehen,  durch  geeignete  Normirung  dieser  infinitesi- 
malen Transformationen  auf  eine  einfache  kanonische  Form  gebracht. 
Jetzt  müssen  wir  noch  die  infinitesimalen  Transformationen  selbst 
durch  Einführung  geeigneter  neuer  Veränderlicher  auf  eine  möglichst 
einfache  Form  zu  bringen  suchen. 

Die  2n  -f-  1  infinitesimalen  Transformationen  nullter  Ordnung: 

1 

(i »  1  •  •  •  H) 

in  den  Veränderlichen:  x^-  -  -  Xnj  ^i  •  •  •  j/n,  ^  erzeugen  augenscheinlich 
eine  (2n  -f-  l)-gliedrige  einfach  transitive  Gruppe.  Mit  dieser  Gruppe 
ist  die  (2n  -f-  l)-gliedrige  einfach  transitive  Gruppe: 

—  (*  +  a?/r'),      p{j      —  r 

(•  ES    1  .    .   .  «) 

in  den  Veränderlichen:  x^  -  -  -  Xn^  Vi  ' ' '  Vny  ^'  gleichzusammengesetzt, 
es  giebt  daher  nach  Abschnitt  I,  Theorem  64,  S.  340  zwischen  den 
Veränderlichen  Xy  y,  0  und  x\  y\  z    eine  Transformation: 

IXI  =  lKi{x^"    Xn  ,  Vi-yn,  Z),     yl=^Si{Xy^"'Xn,  Vi  '  "  Vn  y  z) 
z'=r(Xi'"Xn,yr"ynye) 

vermöge  deren  die  Gleichungen: 

(28)  X, (?/  -f  XiV),     Yi^pl,     N r' 

(t  =3  1 .  .  .  n) 

bestehen.  Wir  wollen  diese  Transformation  (27)  insbesondere  so 
wählen,   dass   .t^-'X«,  j//- ••!/«,  0'    zugleich    mit    Xi"'Xn,  yi"^yny  z 
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verschwinden,  und  dass  die  x\  y\  z  gewöhnliche  Potenzreihen  der 
Xj  y,  z  werden  und  umgekehrt  die  Xy  y,  z  gewöhnliche  Potenzreihen 
der  Xy  y\  z\  Die  Möglichkeit  einer  derartigen  Wahl  der  Transfor- 
mation (27)  ist  leicht  einzusehen,  wenn  man  auf  Grund  des  an- 
gezogenen Theorems  zunächst  die  allgemeinste  Transformation  (27) 
bestimmt,  welche  die  Gleichungen  (28)  befriedigt.,  und  sodann  das 
Theorem  12,  S.  91  des  Abschnitts  I  anwendet. 

Bei   der  Transformation  (27)  erhalten   die  infinitesimalen   Trans- 
formationen  Yii  und  Xu  gewisse  neue  Formen: 

n 

Yii  =^(Sm(^',  y,  z)Pr  +  rii,{x,  y\  z)ql)  +  ti{x\  y\  z'Y 


1 

n 


Xii  =^v{:iirpi  +  HirQv)  +  Z,r', 
1 

welche  den  Relationen: 

(Yj  Y;-,)  =  (NYu)  =  0,      (X,  Yiv)  =  -  2^0-  Y. 
{XjXn)  =  (NX,)  =  0,      (YjX,)  =  2s,jX, 

0  =  1  ••  •«) 

genügen  müssen.  Aus  diesen  Relationen  geht  hervor,  dass  die  |,  iy,  f 
von  Xi  - ' '  Xn,  z'  frei  sind,  die  Z,  H  von  y^-'y^  und  die  E,  H,  Z 
von  z'y  überdies   ergeben   sich  aus   ihnen  die  Differentialgleichungen: 

'ä'y;~    '    ~dy;      ^'     dyf~'''    '^y/~^^ 

dH.,  a=  dH,^ 

Öx/  ^'     dx/        ^'      'dx/        ^' 

dZ.  ,       dZ. 

durch  deren  Integration  man  findet: 


n 


^Yii  =  y/p/  +  ^ {üi^pl,  +  hi^q^)  +  I  C  +  ^ «»xyx  +  ly, 

1  \  1 

—  ^Xii  =  xlql  +  ^  (a,xl>x  +  ftx?x)  +  (  y.  +  ^f  «»>!/x  +  \xr 


wo  die  a,  6,  c,  a,  /S,  y  Constanten  bezeichnen.  Nun  aber  ist  die 
Transformation  (27)  so  beschaffen,  dass  die  x',  y\  z'  gewöhnliche 
Potenzreihen  der  Xy  y,  z  sind  und  zugleich  mit  den  Xy  y,  z  ver- 
schwinden, und  dass  umgekehrt  die  rr,  y,  z  gewöhnliche  Potenz- 
reihen  der  X  y  y'y  z'  sind,  sie  fuhrt  daher   nach  Abschnitt  I,  S.  197, 


Irreducible  Öerührnngstransformationsgroppen  des  Raumes  ^»  ^,  •  •  •  ^„.    495 

Satz  1  die  infinitesimalen  Transformationen  Yu,  X,-,-,  welclie  in  den 
Xf  y,  z  von  der  ersten  Ordnung  sind,  in  solche  infinitesimale  Trans- 
formationen über,  welche  in  den  x',  y\  z'  von  der  ersten  Ordnung 
sind.  Hieraus  folgt  sofort,  dass  in  den  oben  für  l^v  und  X,-,  gefundenen 
Ausdrücken  die  Gonstanten  a,x;  6,x,  Ci-,  «,«,  /3,x,  y,  gleich  Null  sind, 
und  dass  Ya^  Xu  die  einfache  Form: 

\Yii  =  yi'p-  +  \yl^r' 

—  ^Xii  =  xla!  +  \Xi^r' 

besitzen.     Zugleich  wird  wegen:  (!Fi,,  X«)  =  4T„  auch  noch: 

ft  =  XiPi  —yiQi. 
um  jetzt  Xix  («  +  *)  zu  berechnen,  bemerken  wir,  dass: 

{TiiXix)  =  X,x,      {TxxXix)  =  Xix 
werden  muss;  hat  daher  X,>  die  Form: 

n 
Xix  =  ^  dixvpl  +  VinvQr)  +  &x^', 
1 

und  verstehen  wir  unter  F  eine  beliebige  der  Functionen:  |,xv,  i^ixv,  &x, 
so  muss  F  die  Differentialgleichungen: 

(29)  o:,-^-,  -t/,^  =  F  (MO,     Xx^-yx-^yf=F  ir:^^) 
befriedigen.     Ferner  ist: 

(2\rx,x)  =  {Xj  x,x)  =  0 ,    ( r;.  x,>)  =  x„    ( r,  x,,)  =  x, , 

also  bekommen  wir: 

—  =  ^^"'^  =  ?^  =  ^^'"'^  =  0 

a^r'         dy/  dyj  dxj 

^  _  j.        ^^,xv '^nixv ^??>  _  _    ' 

'dy;~^'''^'      dxf  ~        ^''''      ^<  ~        ^'"      äV  ""        ^'^ 
und  mit  Benutzung  von  (29): 

bixf  ^J  ''^/Xl'  ^^^  ^XV^i  ffV^X  >  Six   ^^^^  Xi  Xx  y 

das  heisst: 

Xf     f      t  /      /      I  r      r     f 

Endlich  wird  noch: 

^(YxxXix)  =  Tix  =  xlpx  —  yx^i 
}^{YiiTix)  =  Yix  =  y!px  +  y'xpl  +  ylyxr- 

Jede  Berührungstransformationsgrnppe  des  Raumes  z^  rc,  •  •  •  a;„  , 
welche  die  im  Anfange  dieses  Paragraphen  angegebenen  Eigenschaften 
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besitzt,   ist  also  durch    eine  Transformation  von  der  Gestalt  (27)  mit 
der  (n  +  1)  (2w  +  l)-gliedrigen  Gruppe: 


I 


(30)      Xiqx  +  Xj,q,  +  XiX^r,    Xip^  —  y^Qi,    ViPx  +  VxPi  +  ViVxr 

(t,  X»  1  .  .  .n) 


ähnlich. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  (30)  sind,  wie 
aus  der  Tabelle  (5)  auf  S.  465  hervorgeht,  sämmtlich  infinitesimale 
Berührungstransformationen  des  liaumes:  Zy  x^-'-Xn'^  die  zu  ihnen 
gehörigen  charakteristischen  Functionen  lauten,  wenn  von  der  Reihen- 
folge und  vom  Vorzeichen  abgesehen  wird,  folgeudermassen: 


(31) 


1,  Xi,  yi,  XiXx,  Xiy^j  y.y, 

(/,  X  =  1  •  •  •  n) 


Die   Gruppe  (30)   ist  demnach  eine  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen des  Raumes  z^  x^-  -  -  Xn> 

Aus  dem   Gesagten   erhellt,   dass  die  Gruppe  (30)  die   Pfaffsche 
Gleichung: 

n 

(32)  dß—yiyr  dxy  =  0 

1 

invariant  lässt.    Wir  behaupten,  dass  dies  die  einzige  bei  der  Gruppe 
(30)  invariante  PfafiFsche  Gleichung  ist. 
In  der  That,  es  sei: 


n 


(33)  Zd0  +  2  (-'da^v  +  H.dy,)  =  0 

1 

irgend  eine  PfafiFsche  Gleichung,  welche  bei  der  Gruppe  (30)  invariant 
bleibt,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  eine  Pfafische  Gleichung, 
welche  alle  infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form  (30) 
gestattet  (vgl.  Abschnitt  I,  S.  530  f.). 

Denken  wir  uns  (33)  nach  irgend  einem  der  darin  vorkommenden 
Differentiale  aufgelöst,  so  müssen  wir  natürlich  wieder  eine  Pfaffsche 
Gleichung  erhalten,  welche  alle  infinitesimalen  Transformationen  (30) 
und  also  auch  insbesondere  die  Transformationen:  f^Pi^'-pn  gestattet. 
Hieraus  folgt  ofiTenbar,  dass  in  der  aufgelösten  Gleichung  alle  Coef- 
ficienten  von  ßy  x^'-Xn  frei  sind.     Wir  können  daher  von  vornherein 
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voraussetzen^  dass  auch  die  Goefiicienten  der  nicht  aufgelösten  Gleichung 

(33)  nur  von  j/j  •  •  •  y«  abhängen. 

Ware   Z  =  0,   so   hätten   wir   eine  PfaflFsche  Gleichung  von   der 
Form: 

H  n 

(34)  ^  =,(yi  • . .  yn)dxy  +  ^  H^iy^  •  •  •  yn)dyy  =  0. 

1  1 

Denken  wir  uns  diese  nach  einem  der  Differentiale  dXv,  dyv  aufgelöst 
und  berücksichtigen  wir,  dass  die  so  erhaltene  Pfaffsche  Gleichung  die 
n  infinitesimalen  Transformationen:  qt '\- XiV  gestattet,  so  erkennen 
wir^  dass  in  der  aufgelösten  Gleichung  alle  Coefficienten  von  ^i  -  *  *  y« 
frei  und  demnach  blose  Constanten  sind.  Folglich  kann  (34)  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

n  n 

(34')  yi  Aydx,  +  yi  Bydy,  =  0 

1  1 

ersetzt  werden,  wo  die  Ay  und  By  Constanten  bezeichnen.  Aber  (34') 
muss  auch  die  2n  infinitesimalen  Transformationen: 

^iQi  +  \Xi^r ,       yiPi  +  ^y,V         (i  =  i . .  •  n) 

gestatten,  es  müssen  also  die  2n  Ausdrücke: 

Bi  dXi  y      Aidyi         (i  =  i  •  •  •  n) 

sämmtlich  vermöge  (34')  verschwinden,  was  offenbar  nur  möglich  ist, 
wenn  alle  Ai  und  Bi  gleich  Null  sind.  Der  Fall  Z  =  0  liefert  also 
überhaupt  keine  bei  der  Gruppe  (30)  invariante  Pfaffsche  Gleichung. 
Ist  andrerseits  Z^O,  so  können  wir  Z=  \  setzen  und  haben 
eine  Gleichung  von  der  Gestalt: 

n  n 

(35)  d0+^y  z,y{y^  •  •  •  yn)dxy  +^  Hv(j/i  •  •  •  y»)df/r  •=  0. 

1  1 

Diese  gestattet  nun  die  2n  infinitesimalen  Transformationen: 

dann  und  nur  dann,  wenn  die  2n  Ausdrücke: 

yidyi  +  Zidyi 

XidXi  +  ^  ^i-f^dxr  +  HidXi  +  ^'^ij^dyy 

alle  vermöge  (35)  verschwinden.     Hieraus  ergiebt  sich  sofort: 

2/,  +  H.=  0,        H,  +  X,-  +  a:,-^-^  =  0 

(i  =:  1  .  .  •  n) 
Lie,  Theorie  der  Trftntfonnationsgruppen.    II.  32 
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oder,  da  £,  =  —  y,  ist: 

y,  +  -»  =  Ö,       H,  ==  0  (t  =  i...»). 

Die  Gleichung: 

n 

(32)  dg  —  ^i  yidXi  =  0 

1 

ist  mithin  tvirMich  die  einzige  Pfaffsche  Gleichung  in  den  Veränderlichen 
x^' ' '  Xn,  Vi' '  'Vn)  Zy  welche  hei  der  Gruppe  (30)  invariant  bleibt. 

Hieraus  können  wir  sofort  einen  wichtigen  Schluss  ziehen. 

Ist  nämlich  G  eine  Berührungstransformationsgruppe  von  der  im 
Anfange  dieses  Paragraphen  (auf  S.  486)  verlangten  Bescha£Fenheit^ 
so  giebt  es^  wie  wir  auf  S.  493  ff.  gesehen  haben,  eine  Transformation 
von  der  Form  (27),  bei  welcher  G  in  die  Gruppe  (30)  übergeht.  Nun 
wissen  wir,  dass  die  Gruppen  G  und  (30)  beide  die  Pfaffsche  Gleichung 
(32)  invariant  lassen,  von  der  Gruppe  (30)  aber  haben  wir  soeben 
bewiesen,  dass  sie  keine  von  (32)  verschiedene  Pfaffsche  Gleichung 
invariant  lässt,  folglich  können  wir  schliessen,  dass  auch  bei  der 
Gruppe  G  ausser  der  Pfaffschen  Gleichung  (32)  keine  andere  invariant 
bleibt,  zugleich  ergiebt  sich,  dass  die  Transformation  (27),  welche  G 
in  die  Gruppe  (30)  verwandelt,  die  Pfaffsche  Gleichung  (32)  in  sich 
überführt,  dass  sie  also  eine  Berührungstransformation  des  Raumes 
jSy  Xi  ' '  '  Xn  ist.     Mit  andern  Worten: 

Jede  Berührungstransformationsgruppe  des  Baumes  0,  x^-^-Xn,  welche 
die  auf  S.  486  angegebenen  Eigenschaften  besitzt,  ist  mit  der  Berährungs- 
transformationsgruppe  (30)  durch  eine  Berühningstransformatiofi  des 
Baumes  $,  x^  -  -  -  Xn  ähnlich. 

Endlich  werden  wir  noch  beweisen ,  dass  die  Berührungstrans- 
formationsgruppe  (30)  irreducibel  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  suchen  wir  in  den  Veränderlichen  x^^^Xnj 
t/i*--yn?  ^  alle  vollständigen  Systeme,  welche  die  Gruppe  (30) 
gestatten. 

Ist:  Aj^f=0,  -4.2/^=0,  •••  ein  derartiges  vollständiges  System, 
so  denken  wir  uns  dasselbe  nach  sovielen  Differentialquotienten  von  f 
aufgelöst,  als  es  unabhängige  Gleichungen  enthält;  das  aufgelöste  voll- 
ständige System  muss  dann  insbesondere  die  n  -\-  1  infinitesimalen 
Transformationen:  r^p^^y  '"Pn  gestatten,  also  müssen  alle  seine  Coef- 
ficienten  von  z,  x^^-Xn  frei  sein  (vgl.  Abschn.  I,  Theorem  20,  S.  140). 
Wir  können  daher  von  vornherein  annehmen,  dass  auch  in  den 
Gleichungen:  A^f=0,  A^f=Oj  •••  des  nicht  aufgelösten  voll- 
ständigen Systems  alle  Coefficienten  von  Zj  rc,  •  •  •  a:«  frei  sind. 
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Es  sei  nun: 

(36)    2(^'(2'.-y«)fi:+'*'(j'.-y'')Ä)+^(yi-!'-)|7=o 

1 

irgend  eine  Gleichung  des  vollständigen  Systems:  Ä^f=0^  •  •  •,  dann 
erkennen  wir  durch  Anwendung  der  infinitesimalen  Transformationen: 
ViPx 'h  VxPi  "h  ViVx^ 7  ^^ss  auch  alle  Gleichungen  von  der  Form: 

K^. + i'-IO + KÄ + »'1-0  -  0 

(i ,  X  =  1  *  •  •  n) 

dem  Systeme  angehören.  Verschwänden  hier  nicht  alle  f*,-,  so  ent- 
hielte das  System  offenbar  die  n  Gleichungen: 

a/*    ,       a/-       ^  df    ,        ^f       r^ 

dx     ^   ^^dz  '  ox^   *   ^"^  dz         ' 

ausserdem  enthielte  es,  weil  es  die  n  infinitesimalen  Transformationen: 
XiQi  '{'  i^Xi^r  gestatten  muss,  die  Gleichungen: 

ay,        "'.  dy,       "' 

und    endlich,   weil    es    ein    vollständiges    System    ist,   auch    noch    die 

Gleichung: 

{IL      lL4.,j££\-£f-o 
\dy^'     dx^  '^y^dz)~  dz~^' 

es  besässe  also  ausser  der  nichtssagenden  Lösung:  /*=»const.  gar 
keine  Lösung  und  wäre  überhaupt  kein  eigentliches  vollständiges 
System.  Demnach  müssen  in  der  Gleichung  (3G)  die  Coefficienten 
lii* ' '  (in  alle  verschwinden,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt:  das 
vollständige  System:  A^f^=sOy  •••  ist  von  den  n  Differentialquotienten: 

IL.. .IL 

frei. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  jedes  vollständige  System,  welches  die 
Gruppe  (30)  gestattet,  die  n  Lösmigen:  J/n'-'y»  besitzt;  weil  es  nun 
aber  die  infinitesimalen  Transformationen:  a?,f?/  +  ^x?r  gestattet,  muss 
es  zu  gleicher  Zeit  die  n  Lösungen: 

ay,-  «ay,. 

Xi^ f-  \xr-^  =  Xi         (1  =  1  ••  .  n) 

c^Pi        ^       dz 

besitzen,  und  da  es  nicht  2n  -|~  1  unabhängige  Lösungen  haben  kann, 
muss  es  die  Form: 

(37)  ^  =  0 

32* 
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liaben.  Man  erkennt  überdies  sofort^  dass  die  Gleichung  (37)  wirklich 
die  Gruppe  (30)  gestattet. 

Die  Gleichung  (37)  ist  demnacl^  das  einzige  vollständige  System  in 
den  Veränderlichen:  x^-  -  -  Xn,  J/i  •  •  •  y»,  ^,  welches  hei  der  Gruppe  (30) 
invariant  hleWt. 

Nunmehr  ist  nach  Theorem  60,  S.  377  die  Irreducibilität  der  Be- 
rQhrungstransformationsgruppe  (30)  klar,  denn  die  2n  unabhängigen 
Lösungen:  rTj  •  •  •  a:«,  t/i  •  •  •  y«  des  einzigen  bei  der  Gruppe  invariant en 
vollständigen  Systems  (37)  liegen  augenscheinlich  nicht  paarweise  in 
Involution.  Damit  ist  zugleich  bewiesen^  dass  alle  BerQhrungstrans- 
formationsgruppen,  welche  die  auf  S.  486  angegebenen  Eigenschaften 
besitzen,  irreducibel  sind. 

Die  Ergebnisse  des  gegenwärtigen  Paragraphen  können  unter 
Berücksichtigung  der  frühereu  Entwickelungen  die  folgende  Fassung 
erhalten: 

Theorem  78.*)  Enthält  eine  endliche  continuirliche  Be- 
rührungstrans formationsgruppe  des  Raumes  z^  x^-'-Xn,  deren 
infinitesimale  Transformationen  sich  in  der  Umgebung  von: 
Xi  «=  y,-  =  jEf  =  0  regulär  verhalten,  (n  +  l)(2n  +  1)  infinitesi- 
male Transformationen  von  der  Form: 

P«  +  •  •  *  I     3«  "t"  •  •  •  >    r  -\-  ' '  ' 

{Xi  +  aiZ)q^  +  {Xr.  +  anZ)qi  H ,     (y.  +  ßiZ)p^  +  (t/x  +  ß^z)pi  H 

{Xi  +  aiZ)p^  —  (j/x  +  ßne)qi  H 

(»,  x  =  l  .  .  .«), 

enthält  sie  dagegen  keine  infinitesimale  Transformation  von 
erster  Ordnung  in  den  a:,  y,  z,  welche  die  Form: 


n 


^  (Xypy  +  y^qv)  +  2zr  l  -\-^>(dyZp,  +  s^zq^)  -\ 

1  '         1 

besitzt,  so  ist  sie  (n  +  1)  (2n  +  V)-gliedrig,  sie  ist  ausserdem 
irreducibel  und  mit  der  irreducibeln  Berührungstransfor- 
mationsgruppe: 


(30) 


Xiq^  +  x^qi  +  XiX^r,    Xip^  —  y^qi,     y^p^  +  y^pi  +  yiy^r 


(i,  X  =  1  •  •  •  n) 


*)  Der  Bequemlichkeit  wegen  sprechen  wir  dieses  und  die  folgenden  Theoreme 
nur  für  das  Werthsy stem :  x.  =  y.  =:  z  =  0  aus;  will  man  sie  für  ein  Werthsyatem 
x^,  y.^y  s^  von  allgemeiner  Lage  aussprechen,  so  hat  man  nur  überall  für  x^^  y.^  z 
bezuglich  zu  schreiben:  x-  —  x^.®,  y.  —  y.^,  z  —  z^. 
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durch  eine  Berührungstransformation  des  Raumes  z,  x^-  >  -  Xn 
ähnlich. 

Wir  wollen  noch  erwähnen^  dass  die  Gruppe  (30)  als  Gruppe  von 
Puukttransformationen  des  Raumes  x^^'-Xn,  yi'-'tfn,  ^  imprimitiv  ist, 
allerdings  nur  in  einer  Weise;  sie  lässt  ja  die  Gleichung  (37)  invariant 
und  transformirt  daher  die  2n  Veränderlichen:  x^-  >  -  Xny  tft'  *  'Vn  für 
sich.  Die  Gruppe  ist  sogar  systatisch,  denn  sie  hat  eine  ausgezeichnete 
infinitesimale  Transformation^  nämlich  r  (s.  Abschn.  I^  S.  510,  Satz  3). 

§  118. 
Zweiter  FalL 

Hier  sollen  alle  diejenigen  BerQhrungstransformationsgruppen  mit 
(n  +  1)  (2n  +  1)  +  1  Parametern  bestimmt  werden,  welche  in  der 
Umgebung  des  Werthsystems:  Xi  =  y,=  ;?  =  0  von  allgemeiner  Lage 
2n  -|-  1  infinitesimale  Transformationen  nullter  Ordnung  von  der  Form 
(11)  (s.  S.  470)  und  n(2n  +  1)  +  1  Transformationen  erster  Ordnung 
von  der  Form  (II)  (s.  S.  475)  enthalten. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  setzen  wir: 

—  rH =  J!V,     —  2fH =  ^.1    Pi-] =  ^4} 

—  {Xi  +  aiZ)qn  —  (Xx  +  a^0)qi  -| ==  X,x 

(38)  {  (^.  +  aiZ)p,  -  (y,  +  ß,z)qi  H T^^ 

{Vi  +  ßiZ)Pn  +  (yx  +  ß^z)Pi  H =  Yu 

ausserdem  bezeichnen  wir  noch  die  infinitesimale  Transformation: 

^[{pCy  +  arZ)p^  +  {yv  +  ßrZ)qr]  +  2zr  —^{ccyfy  +  ßyqy)    +  •  •  • 
1  ^1 

kurz  mit  U. 

Zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung 
Xx,  Tiny  Yiny  ü  bestehen  ausser  den  Relationen  (23)  auf  S.  486  noch 
die  folgenden: 

(39)  (X,-.  U)  =  (2;.  U)  =  {Yi,U)  =  0 

(f,  x=l.  .  .  n). 

Die  Xi  und  Yi  normiren  wir  so,  dass  die  Gleichungen: 

(40)  {XiU)  =  X,,      iZU)  =  Y, 

(i  =  1  •  •  •  n) 

erfüllt  sind.     Ferner  bilden  wir,  indem  wir  unter  Syj  eine  beliebige 
der  Transformationen:  Xx>,  Tyj,  Y^j  verstehen,  die  Identität: 

((X,t/)S^)  +  {{US,j)X,)  +  {(S,jX<)U)  =  0. 


(41) 
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Hier  verschwindet  das  zweite  Glied  identisch,  es  wird  also: 

iXiS.j)  =  —  i(s,jX;)ü). 

Nun  aber  hat  (XiS^j)  die  Form: 

^  (tf  „X,  +  r,  r,)  +  2  { A,,  X,.  +  ^,x  r.>  +  v„  Yix  \+9V, 

1  IX 

wo  wir  die  Coefficienten  ö^y  Xy  berechnen  können,  also  wird: 

1 
Auf  diese  Weise  finden  wir: 

(x,x«^)=o,  {XiT,j) — £,^Xx,  (x,y;,)=-£„is-«oi'x 
.(r;r«^)=o,    (r;-2;^)=f,xy;,       (r,Xx^)=£„x^+5.;,Xx 

Die  Identitäten: 

((x,Xx) ü)  -  2(x,Xx)  =  0,   ((r,Xx) [/)  -  2( y;Xx)  =  o 

(»•  +  X) 

zeigen,  dass  (X,Xx)  und  (F,Xx),  welche  beide  nur  Glieder  mit  X^,  Y,, 
Xvn,  Tvrtj  Yyn,  U  enthalten  (vgl.  S.  491),  verschwinden.     Ebenso  ist: 

(F,r,)  =  0. 

Die   Transformation    N  normiren    wir   wie    auf  S.  491    so,   dass 
(Y^Xj)  =  N  wird,  dann  beweist  die  Identität: 

{{Y,2\,)X.)-{Y,X,)^0        (*>« 
sofort,  dass  (riX,)  ==  (J^iXi)  =  N  ist.     Weiter  bilden  wir: 

((Y,X,)U)-2{Y,X,)=0 

((r,Xi)s,.)  +  ((x,&',>)r,)  +  m.Y,)x,)  =  0 

und  finden  durch  Ausrechnung,  dass  der  Ausdruck: 

iiX,S.„)Y,)  +  m.Y,)X,) 
immer  verschwindet,  wir  bekommen  somit: 

Endlich  ergiebt  sich  aus: 

((NX,)Ü)  +  {{X,U)N)  +  {(UN)Xd  =  0 

die  Gleichung: 

{iNX0U)  =  3{NX,), 

also  i^t:  (iSTX.)  =  0  und  ebenso:  (NYi)  =  0. 
Wir  haben  demnach: 


(42) 
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f  (X,  U)  =  Xi,    {ZU)=Y,,    {NU)  =  2N 
(NXu)='0,    (iVr,,)  =  0,-  (JVl^v)-=0 

(x.jfx)  =  o,   (r;x,)  =  f,x2\r,  (y,Yx)  =  o 

(X,JV)  =  (YiN)  =  0 

Damit  sind  alle  Relationen  zwischen  den  infinitesimalen  Transfor- 
ma^onen  der  gesuchten  Gruppen  auf  eine  kanonische  Form  gebracht. 
Die  (m  +  1)  (2w  +  1)  infinitesimalen  Transformationen  N,  X,,  Yi, 
Xijt,  Tix,  Yix  erzeugen  augenscheinlich  eine  Untergruppe,  welche  nach 
den  Entwickelungeu  des  vorigen  Paragraphen  durch  eine  geeignete 
Berührungstransformation : 

(43)        Xi  =  A.(a:,  y,  ß),    y!  =  B,(a;,  y,  z),    z  =  r(a?,  y,  z) 

(i  33  1  ...  n) 

auf  die  Form: 

N=  —  r\     Xi  =  —  {q!  +  rc/r'),     ?;  =  pl 

ix  =  —  (a?,-  ffx  +  x^qt  +  a;,  o^^r ),    y-x  =  !/.i>x  +  yxi?.  +  yi  yxT 

fx  =  a:,i?x  —  t/xff» 

gebracht  werden  kann.  Dabei  können  wir  voraussetzen,  dass  die 
x\  y\  z'  zugleich  mit  den  x,  t/,  z  verschwinden  und  dass  sowohl  die 
^\  y'y  ^'  gewöhnliche  Potenzreihen  der  Xy  y,  z  sind  als  auch  die 
Xj  y,  z  gewöhnliche  Potenzreihen  der  x',  y',  z  . 

Bei   der  Berührungstransformation   (43)   erhält   die   infinitesimale 
Transformation  V  eine  gewisse  neue  Form: 


n 


welche  den  Relationen: 

{YiU)  =  Y,,  (x,?;)  =  x,,  (NU)=^2N,  (r,,cr)  =  o 

genügen    muss;    für    g,,   rjy,   g    ergeben    sich    daher   die    Differential- 
gleichungen: 

aj;/  ""  ^*''      aa;/  ~"  aa;/  "^  ^'       dz'   ~  dz'   ~  '^'       dz'  ~  "^ 
durch  deren  Integration  man  findet: 
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Nun  aber  muss  U  auch  in  den  x\  y',  z  eine  infinitesimale  Trans- 
formation von  erster  Ordnung  sein  (vgl.  S.  494  f.),  also  muss  c  ver- 
schwinden und  wir  bekommen: 


n 

TJ  =  ^  (Xy^r  +  yy(i^  +  2zr\ 


Dieser  Ausdruck  genügt  offenbar  auch  allen  andern  Relationen,  welche 
wir  oben  zwischen  V  und  den  übrigen  infinitesimalen  Transformationen 
gefunden  haben. 

Durch  das  Vorstehende  ist  bewiesen,  dass  jede  Berührungstrans- 
formationsgruppe  G^  welche  die  auf  S.  501  angegebenen  Eigenschaften 
besitzt,  mit  der  Gruppe: 


(44) 


Po     2»  +  ^f^;     ^1     ^  (^»i>»  +  y^2r)  +  2^r 

1 

(i,  X  =  1  •  •  .  n) 


vermöge  einer  Berührungstransformation  ähnlich  ist. 

Die  Gruppe  (44)  ist  eine  Berührungstransformationsgruppe,  denn 
sie  ist  von  lauter  infinitesimalen  Berührungstransformationen  erzeugt; 
die  zu  diesen  gehörigen  charakteristischen  Functionen  sind,  von  der 
Reihenfolge  und  von  Zahlenfaktoren  abgesehen,  die  nachstehenden: 


(45)    I    ^'  ^''  y^  ^—^(^1^1  + |-^/.yn),  a?.a:x,  a:,j/x,  y,yx     . 


I 


(t ,  X  =  1  •  •  •  n) 


Die  Gruppe  (44)  ist  überdies  irreducibel,  sie  enthält  ja  eine  irreducible 
Untergruppe,  nämlich  die  Gruppe  (30)  auf  S.  500. 

Damit  haben  wir  das  Theorem: 

Theorem 79.  Enthält  eine  endliche  continuirliche Berühr ungs- 
transformationsgruppe  des  Raumes  e,  x^-'-Xn,  deren  infinitesi- 
male Transformationen  sich  in  der  Umgebung  von  a:,=y,=£:  =  0 
regulär  verhalten,  (n+ IK^^^H"  1)+ 1  infinitesimale  Transfor- 
mationen  von  der  Form: 

!>»  +  •••;    2i  +  •  •  • ;     /•  +  ••• 

(Xi  +  aiZ)q^  +  {Xy  +  a^z)qi  H ,     (y,  +  ßie)p^  +  (j/x  +  ßx^)Pi  H 

{Xi  +  aiZ)p^  —  (t/x  +  ßxz)qi  +  '" 

^  {  i^r  +  CCrZ)py  +  (yy  +  ßyZ)qr  )-{-  2^1  r  — ^  («./>.   +  /Sr^,)  l   H 

(»,  x  =  l  •  •  .  »), 
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enthält  sie  dagegen  keine  infinitesimale  Transformation  von 
erster  Ordnung  in  den  x,  y,  z,  welche  die  Form  hat: 

n 
^J  (ßv  .  ZPr  +   6v  .  Zqr)  +   '  *  '  ; 
1 

so  hat  sie  gerade  (n+1)  (2w+l)+ 1  Parameter,  sie  ist  ausser- 
dem irreducibel  und  mit  der  irreduciheln  Berührungstransfor- 
mationsgruppe: 


(44) 


Pi,   ii  +  ^.^> 

n 

r,     NJ  {Xvpr  +  j/v(Zv)  +  2ßr 
1 

a^.(Zx  +  ^xffi  +  XiXr^r, 

XiPn  —  yxQiy    ViPx  +  y^Pi  +  yiVnr 

ri,  X  =  1  .  .  .  «) 

durch  eine  Berührungstransformation  des  Baumes  e,  x^  >  -  -  Xn 
ähnlich. 

Als  Gruppe  von  Punkttransformationeu  des  Raumes  x^  -  -  Xny 
Vi'  ' '  Vnj  0  ist  die  Gruppe  (44)  imprimitiv,  denn  sie  lässt  ebenso  wie 
die  Gruppe  (30)  auf  S.  500  die  Gleichung: 

dz 

invariant,  es  ist  diese  Gleichung  aber  natürlich  das  einzige  bei  der 
Gruppe  (44)  invariante  vollständige  System  in  den  Veränderlichen 
X,  y,  z.     Selbstverständlich  ist  auch,  dass   es   ausser  der  bekannten 

Gleichung:    dz  —  yidx{ — yndXn  =  0    keine    andere    PfafiFsche 

Gleichung  giebt,  welche  bei  der  Gruppe  (44)  invariant  bleibt 

§  119. 

Letzter  FalL 

Gesucht  werden  alle  Berührungstransiormationsgruppen,  welche 
(n  +  1)  (2/i  +  3)  Parameter  haben  und  in  der  Umgebung  des  Werth- 
systems  a^i  =  y,-  =  je?  =  0  von  allgemeiner  Lage  (2n  +  1)  infiuitesi- 
male  Transformationen  nullter  Ordnung  von  der  Form  (11)  (s.  S.  470), 
(n  +  1)  (2»+l)  solche  erster  Ordnung  von  der  Form  (IV)  (s.  S.  475) 
und  endlich  eine  zweiter  Ordnung  von  der  Form: 

n 

^  {zxypy  +  zy^q^)  +  ß^r  '\ . 

Wir  setzen  entsprechend  den  in  den  §§117  und  118  gebrauchten 
Bezeichuuugen: 
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—  r  H =  Nj    —  g,-  H =  Xi,    P.  H =Y( 

n 

und  erinnern  daran  (s.  S.  480) ,  dass  die  zu  diesen  infinitesimalen 
Transformationeil  gehörigen  charakteristischen  Functionen  bezüglich 
die  Form  haben: 

1  +  •  •  •  >     ^1  •  +  •  •  •  I     y»  +  •  •  •  >     —-  20  -\ 

XiXx  H ,    y.j/x  H ,     a?,yx  H . 

Ferner  führen  wir  noch  die  Bezeichnungen  ein: 

—  0qi-] =  Z,.,     0pi-\ =  Zy., 


n 


—  ^  {0XrPr  +  JPyvSr)  —  0^r  -\ =  F 

1 

(f  :s  1  •  •  •  n) . 

Die  infinitesimalen  Transformationen  Zx-,  Zy.  und  V  haben  dann  die 
charakteristischen  Functionen: 

Endlich  wollen  wir  noch  festsetzen,  dass  wir  unter  S^x  irgend  eine  der 
Transformationen:  X,x,  T,x,  Yitt  verstehen  und  unter  3»  irgend  eine 
der  Transformationen:  Zx^,  Zy.. 

m 

Gewisse  Relationen  zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen 
Äix,  U,  Qj,  V  können  wir  sofort  angeben.  Wenn  wir  blos  die  Form 
der  infinitesimalen   Transformationen  ins   Auge  fassen,  erhalten   wir: 

(46)  \iUV)^2V,     (Z,.F)  =  (Z,.F)  =  0 

\  (i,  x  =  1  •  •  •  n). 

Berücksichtigen  wir  aber  auch  die  Form  der  charakteristischen 
Functionen,  so  bekommen  wir  noch: 

(Z..X^)  =  0,    {Z,J,j)^0 
(Zx.Txj)  ==  —  e/jZx^,     {Zy.Tyj)  =  tixZy^ 

(47)         {   (-Z,,Xv)     =     —     SixZy.    —     e/jZy^  ,  (Zy.X^)    •=    ti„Zl.    +    EijZ, 

(-^.,Z,J  =  0,    (Z,,Z,J  =  £,«F,    (Z,,ZJ  =  0 

(t,  X  =  1  •  •  •  «) 

und  ausserdem  noch  die  Relationen  (23)  auf  S.  486. 


''x 
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Der  Ausdruck  (Si^U)  hat  die  Form:  A,xF,  in  der  Identität: 

verschwinden  daher  wegen  der  Relationen  (46)  die  beiden  letzten 
Glieder  identisch^  es  ist  also  immer: 

Nun  aber  zeigen  die  vorhin  angeführten  Formeln  (23),  dass  jede  Trans- 
formation Sot  bei  geeigneter  Wahl  der  Transformationen  Six  und  Sy;t 
in  der  Form  {SixSvn)  dargestellt  werden  kann,  also  ist  {Sf,tü)  immer 
gleich  Null.     Andrerseits  folgt  aus  der  Identität: 

wegen  der  Relationen  (47)  sofort: 

es  ist  aber:  {Zx^ü)  =  —  Z«,.  +  fiiV,  also  wird: 

(Z,.U)  =  {Z,.T„)  ^  -  Zx, 
und  ebenso:  {Zy.U)  =■  —  Zy^.     Damit  haben  wir: 

(48)  (Z.,CO  =  --^.,,    {Zy,U)  =  -Z,., 

\  (i,  X  =  1  •  •  •  n) . 

Nunmehr  müssen  wir  suchen  die  infinitesimalen  Transformationen 
Nj  Yi,  Xi  in  solcher  Weise  zu  normiren,  dass  sie  mit  den  üjjrigen 
infinitesimalen  Transformationen  und  unter  einander  durch  möglichst 
einfache  Relationen  verknüpft  sind. 

Es  ist: 

(NU)  =  2N+^ß,xS,x  +^ySi  +  dU+eV 
oder  wenn  wir: 

N  +  i(2'^.xÄx  +  du)  +  i^y,3.  +  \^V 

als  neues  N  einführen: 

{NU)  =  2N. 
Ausserdem  ist: 

{NV)=  U+aV, 
die  Identität: 

{{Nr)U)  -  2{VN)  -  2{NV)  =  0 

zeigt  aber,  dass   a  verschwindet,     ßilden  wir  überdies   die   Identität: 

{{NS^;)U)-2{NS,x)  =  0, 
80  finden  wir,  dass  (NSix),  welches  die  Form: 


I 


^x 
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^^..Sr:r  +  ^^^^3^  +  QU+6V 

besitzt,  gleich  Null  ist     Kurz  wir  bekommen: 

(49)  I  (iSrX,,)  =  (Nl),)  =  (NY^,)  =  0 

(»,   X  ^  l  •  •  •  »)  . 

Die  Yi,  Xi  normiren  wir  derart,  dass: 

(50)  (i^Z,.)  =  -  X,,     (NZy^ Yi 

(i  =  1  •  .  .  ») 

wird,  dann  können  wir  in  der  Identität: 

((-V3.)6'^)  +  ((3.^^)^)  +  ((Äx>isr)3,)  =  0 

die  letzten  beiden  Glieder  immer  berechnen  und  finden  so  die  Werthe 
von  {XiSnj)  und  {YiSxj),  nämlich: 

(XiXxj)  =  0,   (X,- Txj)  =  —  €ij  Xxj   {Xi Yyj)  =  —  Six Yj  —  €ij Yx 

(51)  (i^r^)=o,  iYT^)=t<,Yj,      (rix^)  =  £,xX,+£oX. 

(»,  x,;==l  •  .  •»). 

Geradeso  liefern  die  Identitäten: 

((^3.)F)  +  miV)N)  +  ((Fi^)3.)  =  0 
ÜNSdU)  +  i{2iU)N)  +  {iUN)2d  =  0 

die  Relationen: 

(X,F)  =  -Z,..,    iYiV)^-Z,^ 

(52)  (X,f/)  =  X.-,  (,YiU)=^Yi 

(i  =3  1  .  .  .  n) . 

Aus  der  Identität: 

ÜYZJTjj)  +  B^jiZyY,)  -  e,{YZJ  =  0 

erhellt,  dass  in: 

(Yzj  =  ^a;.„Sr„  +  ^ß'rS,  +  y'u+s'r 

alle  Glieder  wegfallen  bis  auf  eins,  es  wird  nämlich: 

(  YiZy^)  =  Uix  Yix . 

Ferner  ist: 

{{NZ,,:)Z.J  -  a<.iNV)  +  (X«ZJ  =  0 

((i^ZJX,)  -  2{YZ^^)  -  2f,>(X,Z,,)  =  0 
und  somit: 

-  iYZ,J  +  (X,Z,.)  =  e^.U 

(YZ:,;)  +  f,x(x,z,.)  =  «,;(!  +  f.x)rw, 

woraua  sich  durch  Auflösung  ergiebt: 
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Schliesslich  stellen  wir  die  Identität: 

((X,Z,.)X.,)-2(X,Z,.)  =  0 

auf  und  finden  daraus: 

Die  Grösse  a/x  boatiminen  wir  mit  Hülfe  der  Identität: 

((y;zjz,j  -  (y.F)  -  ((r<z,jz,,)  =  o, 

durch  deren  Ausrechnung  wir  erhalten: 

es  wird  also  «,>«*=  —  ^,  mag  nun  i  gleich  x  sein  oder  nicht. 
Insgesammt  haben  wir  nunmehr: 

(53)  (T,zj  =  -  ^rix,    (r.z,j  —  iTx,  -  i^,xr7 

l  (•',  xs=3l  .  .  .  n). 

Die  Identitäten: 

{iNX,)U)  -  3(NX^)  =  0,    {{NY;)ü)  -  3(NYd  =  0 

ergeben  augenblicklich:  (NXi)  '=  (NT,)  =  0,  endlich  liefert: 

{(NZ,;)Xx)  +  ^{Txi  -  BixU,  N)  =  0 
{(NZy;)Yx)  +  i,{T,.,  N)  =  0 

noch:    (YiXx)  =  s.xN,    (Y.Tx)  =  0   und    ebenso    wird:    (X;Xx)  =  0  . 
Demnach  bestehen  die  Relationen: 

(X,Xx)  =  0,    {Y,Xx)  =  s,xN,    {ZYx)  =  0 

(54)  {  (NX,)  =  o,  (ivr;.)  =  o 

(i,  x  =  l-  •  •  n). 

Jetzt  liegen  die  Relationen  zwischen  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  gesuchten  Gruppen  in  der  gewünschten  einfachen 
Gestalt  vor,  es  bleibt  noch  übrig,  die  infinitesimalen  Transformationen 
selb^  durch  geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  auf  eine  möglichst 
einfache  Form  zu  bringen. 

Die  (n  +  1)  (2n  +  1)  +  1  infinitesimalen  Transformationen:  Ny 
Xij  Yij  Xfx,  Tix,  Yixy  U  erzeugen  augenscheinlich  für  sich  eine  Gruppe 
von  der  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten  Beschaffenheit;  diese 
Gruppe  kann  daher  nach  Theorem  79,  S.  504  durch  eine  Berührungs- 
transformation des  Raumes  z,  x^-  -*  Xn  auf  die  Form : 
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JV  =  —  r,     X,-  =  —  {qi  +  x.r),     F,-  =  p, 

n 

Ti^  =  Xipx  —  y^Qiy     U  =  ^T  (a;,.2?r  +  yrqr)  +  2  er 

1 

fi,  x  =  l  •  .  .  n) 

gebracht  werden.  Hier  sind,  wie  wir  wissen,  die  Transformationen:  J\r, 
Xiy  Yiy  X,x,  T,x,  l^x,  ?/  sammtlieh  infinitesimale  BerQhrungstransfor- 
mationen  des  Raumes  xr,  rr^  •  •  •  x« . 

Die  infinitesimale  Transformation  Zy^  erhält  in  den  neuen  Ver- 
änderlichen Xf  y,  z  eine  neue  Form: 

n 

welche  die  Relationen: 

(iVZy.)  =  —  l).-,       ( r;Zy.)  =  ~  ^(yipj  +  K/i),-  +  y^yjr) 

i^J^y.)  =  —  iC^^i''  —  V'-Qj)  +  ^^ijl^^i^rPr  +  yrQr)  +  2zr\ 

n 
{ÜZy^    =  ^r{hrPr  +  fjiyqv)  +  &r 

1 

befriedigen    muss.     Wir   bekommen    daher    für    die    S,>,    1^,^,    &•    die 
Differentialgleichungen: 


cz 


•~~   ^il-  y 


CXj 


^Vir 

H^ 

0 

dz 

CZ 

CXj 

=  0, 

bxj 

-~  =  —  K^iryj  +  Bjryi) ,      y^  =  0,     ^ \yiyj 


Ty   +  ^•'Tr    ""  *(*'*'^-'  ~  ^'^^*) 
cy.  +  ^^~cT  ^  ""  ^(^»^y*  +  ^'>y'') 

"Fj/T  +  a;>-^  -  Iv  =  -  Bije 
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und  finden: 


l,>  =  «,>  (  ^  —  ^^JOCjyj  j  —  ^x^yi 


Vir  =  —  ^ViVr  j  ii  =  —  iyi2y  ^jyj  > 

1 
also  wird: 

Die  Transformation  Z^.  ist  eine  infinitesimale  BerQhrungstrans- 
formation;  denn  bilden  wir  die  infinitesimale  Beröhrungstransformation^ 
welche  den  Ausdruck: 

*^yvS.>  —  g.  =  Vil  z  —  i^J(^jyj  J 

zur  charakteristischen  Function  besitzt^  so  erhalten  wir  eben  die 
infinitesimale  Transformation  Zy..  Natürlich  ist  auch:  ^(Zy.Xa)  =  Zx. 
eine  infinitesimale  Berührungstransformation  und  da  X„-  die  charak- 
teristische Function  Xi^  hat,  so  ergiebt  sich  für  die  charakteristische 
Function  von  Z^.  die  nachstehende  Form: 

endlich  ist  auch  {Z^.Zx^  =  V  eine  infinitesimale  Berührungstransfor- 
mation mit  der  charakteristischen  Function: 

yil^  —  ^^j^jyjj,  ^il^  —  i^j^jyjj  =l^  —  i^j^jyA  • 

Wir  sehen  also,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
gesuchten  Berührungstrausformationsgruppen  durch  eine  geeignete 
Berührungstransformation  des  Raumes  in  solche  infinitesimale  Be- 
rührungstransformationen übergeführt  werden  können,  welche  die 
charakteristischen  Functionen: 


(55) 


1,    Xi,    yi^    e  —  \^Xyy, 


XiXx,    x.yxj    yiyn 


Xilz  —  \^x,y,Y    yiiz  —  \^XyyAy    f  g— ^^a:>.y,  j 


(l  ,  X  =  1  •  •   •  «) 
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besitzen.  Man  überzeugt  sieh  überdies  leicht^  dass  die  charakteristischen 
Functionen  (55)  alle  die  oben  aufgestellten  Relationen  befriedigen,  wenn 
man  nur  das  Zeichen  (  )  durch  {  }  ersetzt,  die  zu  den  Functionen  (55) 
gehörigen  infinitesimalen  Berührungstransformationen  erfüllen  daher 
diese  Relationen  ebenfalls. 

Die  charakteristischen  Functionen  (55)  definiren  eine  Berührungs- 
transform ationsgruppe  des  Raumes  ß,  x^'-Xn,  welche  (n+l)(2n+3) 
Parameter  enthält.  Diese  Gruppe  ist  irreducibel,  denn  sie  enthält  zwei 
irreducible  Untergruppen,  die  Gruppe  (30)  auf  S.  500  und  die  Gruppe 
(44)  auf  S.  504.     Also  haben  wir  das 

Theorem  80.  Enthält  eine  endliche  continuirliche  Be- 
rührungstransformationsgruppe  des  Raumes  z,  x^-  -  -  x«,  deren 
infinitesimale  Transformationen  sich  in  der  Umgebung  von 
Xi  =  yi^=js  regulär  verhalten,  (n  +  2)  (2n  +  1)  infinitesimale 
Transformationen  von  der  Form: 

n 

Pi-\ ;      Qi-\ ;      »•  H f      ^^(p^rPt  +  yyQy)  +  2zr  -\ 

1 

octqn  +  x^qi  H ,    XiPx  —  y^Qi  -\ ,    y^p^  -j-  y^pi  H 

^l>i  +  '**>    ^Q'«  +  •  •  • 

so  ist  sie  (n  +  1)  (2n  +  S)'gliedrig  und  enthält  ausser  den  an- 
gegebenen Transformationen  noch  eine  von  der  Gestalt: 

n 

^  {zxyp^  +  zyyq^  +  ^»*  H , 

1 
sie  ist  überdies  irreducibel  und  mit  der  irreducibeln  Berührungs- 
transformationsgruppe: 


(56) 


(■ 


IS 

Pif     Qi  +  XiV,     r,     ^  (xrpr  +  yrqr)  +  2gr 

1 

Xtqx  +  x^qi  +  XiX^r,     x.p^  —  y^q,,    ytp^  +  y^pi  +  y,y^r 

(  ^  —   ^2^  ^^yr  j  (;)/  +  y.r)  —  yJ  ^  (XrPr  +  yrqr)   +  2zr  J 

—  i^ Xryr  \q,  +  \x,(  ^  {xyp,  +  %j,q,)  +  2zr  \ 


n  \  2  /  n  \      / 


e  —  i^^rt/v  )  '*  -   (  ^  -  i^^-^^yr  J  (  ^r(XrP,  +  y,^r)  +  2gr 


1 

(/,  X  =  1  •  •  •  n) 
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durch  eine  Berührungstransformation  des  Baumes  0,  rCj  •  •  •  a;« 
ähnlich.   Die  charakteristischen  Functionen  der  infinitesimalen 
Berührungstransformationen  (56)  haben  die  Form  (55). 
Da  die  Gleichung: 

dz     ^ 

das  einzige  vollständige  System  in  den  Veränderlichen  x,  y,  g  ist, 
welches  die  Gruppe  (30)  auf  S.  500  gestattet,  und  da  diese  Gleichung 
bei  der  Gruppe  (56)  augenscheinlich  nicht  invariant  bleibt,  so  erkennen 
wir,  dflS5  die  Crruppe  (56)  als  Gruppe  des  Baumes  a?i  •  •  •  iz:„ ,  yi  •  •  •  y» ,  ^ 
primitiv  ist.  Ausserdem  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  es  ausser  der 
Gleichung: 

dis  —  VidXi VndXn  =  0 

keine  Pfaffsche  Gleichung  giebt,  welche  bei  der  Gruppe  (56)  invariant 
bleibt. 

Nunmehr  ist  die  Aufgabe  erledigt,  welche  wir  uns  auf  S.  470 
gestellt  haben,  die  daselbst  definirten  Berührungstransform  ationsgruppen 
sind  alle  gefunden.     Wir  können  daher  sagen: 

Theorem  81.  Deutet  man  die  endliche  continuirliche  Be- 
rührungstransformationsgruppe  G  des  Baumes  z^  x^-  -  -  Xn  als 
eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  (2w+l)-/*acA  aus- 
gedehnten Baumes  z,  x^'^Xn,  !/i"'yH  "und  verlangt  man^  dass  G 
als  Gruppe  dieses  letzteren  Baumes  erstens  transitiv  ist  und 
dass  es  zweitens^  sobald  man  einen  Punkt  ^^  x^-"X^^,  Vi'^yn^ 
von  allgemeiner  Lage  festhält^  die  cx)*"""^  Bichtungen  des  ebenen 
Bündels  von  Bichtungen,  welches  diesem  Punkte  durch  die 
Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  y^dx^ yndxn  =  0 

zugeordnet  wird,  in  möglichst  allgemeiner  Weise  transformirt, 
so  ergiebt  sich  Folgendes:  Die  Berührungstransformations- 
gruppe  G  ist  irreducibel  und  hat  entweder  (n+ 1)  (2w-|- 1)  oder 
(n  +  1)  (2n  +  1)  +  1  oder  endlich  (n  +  1)  (2n  +  3)  Parameter 
und  sie  ist  mit  einer  der  drei  irreducibeln  Berührungstrans- 
formationsgruppen:  (30)  auf  S.  500,  (44)  auf  S.  504,  (56)  auf 
S.  512  durch  eine  Berührungstransformation  des  Baumes 
^,  ^i' ' '  ocn  ähnlich. 

Wir    wollen    jetzt    die    gefundenen    Berührungstransformations- 
gruppen  noch  etwas  näher  untersuchen. 

Lie,  Thooria  der  TraDsformationsgrappen.    II.  33 
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§   120. 

Die  drei  Berahrungstransformationsgruppen  des  Raumes  z,  x^-^x^, 
welche  wir  gefunden  haben^  sind  sämmtlich  irreducibel,  es  bleibt  daher 
bei  keiner  unter  ihnen  eine  solche  Schaar  von  00*»+^  Element- Jlf»  des 
Raumes  Zj  x^'Xn  invariant,  deren  Elemente  z^  x^^-Xn^  Vi^Vn  keine 
Relation  von  der  Form: 

si{zy  x^'"Xn,  yi  •••»»)  — 0 

befriedigen  (vgl.  S.  376).  Dagegen  kann  es  sehr  gut  andere  Schaaren 
von  Element -J(f„  geben,  welche  bei  unsem  Gruppen  invariant  bleiben, 
namentlich  ist  es  wünschenswerth,  unter  den  betreffenden  Schaaren 
diejenigen  zu  kennen^  welche  möglichst  wenige  Parameter  enthalten. 
Wir  wollen  die  hiermit  bezeichnete  Aufgabe  wenigstens  für  den  Fall 
vollständig  erledigen,  dass  die  invariante  Schaar  von  Element -JITm  aus 
lauter  rt-fach  ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten  von  der  Form: 

besteht. 

Gestattet  eine  Schaar  von  Punktmannigfaltigkeiten  des  Raumes 
Zy  x^' ' '  Xn,  die  Berührungstransformationsgruppe  (30)  auf  S.  500,  so 
gestattet  sie  insbesondere  auch  alle  in  dieser  Gruppe  enthaltenen 
infinitesimaleii  Punkttransformationen  des  Raumes  z^  x^-^Xn,  unter 
anderen  also  die  nachstehenden: 

(t,  X  =  1  •  •  •  n). 

Ist  demnach:  z  =  0{x^  •  •  •  Xn)  eine  Mannigfaltigkeit  der  Schaar,  so 
müssen  zugleich  alle  Mannigfaltigkeiten,  welche  aus:  z=0  durch 
Ausführung  der  eingliedrigen  Gruppen  (57)  entstehen,  der  Schaar 
angehören.  Ausser:  z  '=  O  muss  also  die  Schaar  auch  noch  alle 
Mannigfaltigkeiten  von  der  Gestalt: 

1»  n  >' 

(58)  Z=  <I>(X^'  -  Xn)  +  a+  ^i  biXi  +  ^i  ^  CinXiX^ 

1  1       1 

enthalten,  unter  den  a,  6«,  c,x  willkürliche  Parameter  verstanden. 

Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass  unsre  Gruppe  (30)  keine  Schaar 
von  Mannigfaltigkeiten  von  der  Form: 

invariant  lässt,   in  welcher  die  Zahl  der  Parameter:  04,  a^  •  •  •  kleiner 
ist  als: 
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Vielleicht  giebt  es  aber  invariante  Schaaren  mit  gerade  i(w+l)(w  +  2) 
Parametern,  wir  müssen  zusehen. 

Giebt  es  eine  invariante  Schaar  mit  ^(n  +  1)  (n  +  2)  Parametern, 
so  muss  dieselbe  nothwendig  die  Form  (58)  besitzen,  wo  die  Function  O 
von  den  Parametern  a,  6,,  c,x  unabhängig  ist  Nun  enthält  die  Gruppe 
(30)  ausser  den  infinitesimalen  Punkttransformationen  (57)  noch  die 
folgenden: 

(59)  g— ,     X.J-         0-^  =  1  ••-.). 

Soll  aber  die  *  Schaar  (58)  die  infinitesimalen  Transformationen  (59) 
gestatten,  so  ist  nach  Abschnitt  I,  S.  467  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  es  in  den  \{n  +  1)  (w  +  2)  Veränderlichen  a,  6,,  c,x  gewisse 
infinitesimale  Transformationen:  Ä^f^  Ä^fjif  giebt,  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  die  Gleichung  (58)  in  den  Veränderlichen  x^-'Xnj  a,  6i,  c,x 
die  infinitesimalen  Transformationen: 

-^'{'A^f,    x,j^  +  A,f,f 

gestattet.  Berücksichtigt  man,  dass  O  von  den  a,  &,,  Cut  nicht  abhängt, 
so  erkennt  man  zunächst,  dass  die  A^^f  und  Ayf^f  den  a,  &/,  e,x  solche 
unendlich  kleine  Zuwachse  ertheilen  müssen,  welche  von  den  a,  &,,  o,x 
linear  abhängen,  zugleich  sieht  man,  dass  die  Function  0  Bedingungen 
von  der  Form:  ^ 

p  -  n  n  i 

^_  =  a  +  ^iß.Xi  +^i^^yi.XiX, 


d^ 


1       1 

n 


x^  j^  =  «'+  ^  ßiXi + ^i  ^x  yixXiX^ 
^  1  11 

befriedigen  muss,   wo   die   a,  /3,  y,  «',  /3',  y'   Constanten   bezeichnen. 
Demnach  hat  Q  selbst  die  Form: 

n  n  i 

^  =  «"  +  ^i  ßi'Xi  +  ^  ^x  yücXiX^ 

1  11 

und  es  ergiebt  sich,  dass  jede  etwa  vorhandene  invariante  Schaar  mit 
^(n  +  1)  (n  +  2)  Parametern  die  Gestalt: 

•  n  l'**»i 

(60)  0  =  a+  S\  hiXi  +  ^  CixXiX^ 


ix 


haben  muss,  wo  wir  c,x  =  Cxi  annehmen  können.    Von  der  Schaar  (60) 

33* 
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steht  dann  jedenfalls  fest;  dass  sie  bei  den  infinitesimalen  Transfor- 
mationen (57)  und  (59)  invariant  bleibt. 

Die  Gleichung  (60)  mit  den  Parametern  a,  b,,  c,x  stellt  die  aU- 
gemeinst«  Lösung  des  folgenden  Systems  von  DifTerentialgleichungen  dar: 

(61)  ^ — F — ^ — ==  0         (i,  X,  i  =  i  • . .«). 

Hieraus  folgt,  dass  das  System  (61)  die  infinitesimalen  Transformationen 
(57)  und  (59)  gestattet.  Wollen  wir  andrerseits  wissen,  ob  die  Schaar 
der  Mannigfaltigkeiten  (60)  auch  noch  die  übrigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 

(ö2)  y.~f^-  +  yx  ^  +  yiy.-%       (.-. « =i  •  •  • .) 

der  Gruppe  (30j  gestattet,  so  brauchen  wir  nur  zu  untersuchen^  ob 
das  System  der  Difierentialgleichungen  (61)  diese  infinitesimalen  Trans- 
formationen gestattet.    Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  is  als  Function 

von  x^' ' '  Xny  so  dass: 

cz  dz 

wird,  und  wir  erweitern  die  infinitesimalen  Transformationen  (62)  durch 
Hinzunahme  der  Ditferentialquotienten  zweiter  und  dritter  Ordnung 
von  5  (vgl.  Kap.  22).  Wir  finden,  dass  die  Differentialquotienten  dritter 
Ordnung  von  s  bei  den  infinitesimalen  Transformationen  (62)  solche 
unendlich  kleine  Zuwachse  erhalten,  welche  vermöge  der  Gleichungen 
(61)  verschwinden.  Mit  andern  Worten:  das  Gleichungensystem  (61) 
gestattet  die  infinitesimalen  Transformationen  (62),  da  es  nun  nach 
dem  Früheren  alle  übrigen  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe 
(30)  zuliisst,  so  bleibt  es  überhaupt  bei  der  Gruppe  (30)  invariant 
Genau  in  derselben  Weise  lässt  sich  einsehen,  dass  das  Gleichungen- 
system  (61)  auch  bei  unsem  andern  beiden  Berührungstransformations- 
gruppen  (44)  und  (56)  invariant  bleibt. 

Damit  ist  das  folgende  wichtige  Theorem  bewiesen: 

Theorem  82.  Die  drei  irreducibeln  BerUhrungstransfor- 
mationsgrupyen:  (30)  auf  S.  500,  (44)  auf  S.  504  und  (56)  auf 
S.  512  lassen  heine  Schaar: 

von  n-fach  ausgedehnten  Funktmannigfaliigleiten  des  Raumes 
Zy  x^'-Xn  invariant,  tcelche  fceniger  als  -^(»1+ 1)  (n-|-2)  Para- 
meter enthält,  und  nur  eine  Schaar  mit  gerade  ^(n  +  1)  (»  +  2) 
Parametern,  nämlich  die  Schaar: 


Irrednoible  Berühruogstransformationsgrappen  des  Baumes  z,  x   -  *  -  x^^,    517 
(60)  s  =  a  +  SJ  hiXi  +  V  c,x  x'iX^ ; 

1  tx 

dieselbe  besteht  aus  allen  n-fach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keiten  zweiter  Ordnung,  welche  ein  unendlich  fernes  Element 
des  Raumes  z,  x^-  - » Xn  gemein  haben. 

§  121. 

Führt  man  in  eine  irreducible  Berührungstransformationsgruppe 
des  Raumes  g,  x^-^Xn  vermöge  einer  Berührungstransformation  dieses 
Raumes  neue  Veränderliche  ein,  so  erhält  man  natürlich  wieder  eine 
Berührungstransformatiousgruppe;  welche  irreducibel  ist.  Unter  den 
unendlich  vielen  verschiedenen  Formen,  welche  die  irreducible  Be- 
rührungstransformationsgruppe  (56)  auf  S.  512  in  der  angegebenen 
Weise  erhalten  kann,  befindet  sich  nun  eine  von  bemerkenswerther 
Einfachheit;  in  dem  besonderen  Falle  n  =  1  haben  wir  das  bereits 
auf  S.  440  f.  gesehen,  es  gilt  aber  auch  für  beliebiges  n. 

Um  die  angekündigte  Umformung  der  Gruppe  (56)  durchzuführen, 
denken  wir  uns  diese  Gruppe  zunächst  als  eine  Gruppe  von  homo- 
genen Berührungstransformationen  in  den  2n  +  2  Veränderlichen 
rr/-  •  •  a^n-fi,  Pi  '  •  'J>n-\-i  geschrieben.     Wir  setzen  also: 

X^  =  rr/,    "  -   Xn  =  Xn,       Z  =  iCn-f  1 

yi  =  —  1^  ,  •  •  •  y^  =  — 


drücken  die  charakteristischen  Functionen  (55)  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen unsrer  Gruppe  alle  durch  x^  -  •  •  Xn^\^  jp/-  •  i^rt+i  ^^^  "^^ 
multipliciren  jede  der  erhaltenen  Functionen  mit  jj^+i  (vgl.  S.  273, 
Satz  10).  In  die  so  erhaltene  Gruppe  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen führen  wir  neue  Veränderliche  Ei*'E»4.i,  pi-p«4.i 
ein  vermöge  der  homogenen  Berührungstransformation: 


(63) 


dann  erscheint  unsre  Gruppe  in  der  nachstehenden  merkwürdigen  Gestalt: 


(64) 


(i,  X  =  1  •  •  •  n  +  1) 


welche  den  Vorzug  einer  gewissen  Symmetrie  besitzt. 
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Oben  sahen  wir,  dass  die  Gruppe  (56)  eine  Schaar  von  »-fach 
ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten  des  Raumes  z,  x^-'-Xn  invariant 
lässt,  nämlich  diese: 

n  l---n 

jef  —  a  +  ^i  biXi  +  {^  CinXiXjc . 

1  ix 

Schreiben  wir  diese  Schaar  als  eine  Schaar  von  Element- Jlf„  des 
Raumes  z,  x^-  -  -  Xn  und  benutzen  wir  dabei  die  oben  definirten 
homogenen  Elementcoordinaten:  a?/-  •  •  x^i,  p^ '  • ' Pn'\-iy  so  erhalt  sie 
die  Form: 


(65) 


1'"% 


X^l  «=  a  +  ^iliXl  +  \^  CinXlx^ 


in 


PiM-i 


n 


(v  =s  1  .  .  .  n) , 

Cyi  benutzt  ist.     Führen  wir   auf  diese  Glei- 


wo  die  Relation:  Cx  «= 

chungen  die  homogene  Berührungstransformation  (63)  aus,  so  ergeben 

sich  die  Gleichungen: 


(66) 


+ 


IX 


-V^r'-+'2"-'-V- 


(y  =  1  .  .  .  n) , 

welche  natürlich  eine  Schaar  von  Element- Jf«  des  Raumes  Ei--*E»4-i 
darstellen,  die  bei  der  Gruppe  (64)  invariant  bleibt.  Da  sich  überdies 
aus  den  eben  geschriebenen  Gleichungen  bei  Fortschaffung  der  p  nur 
eine  Relation  zwischen  den  jr  ergiebt,  so  muss  diese  Schaar  von 
Element- Jfn  wiederum  aus  w-fach  ausgedehnten  Punktmannigfaltig- 
keiten bestehen. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  Gleichung  dieser  Schaar  von 
Punktmannigfaltigkeiteu  anzugeben,  man  kann  ihre  Gleichung  sogar 
auf  eine  recht  elegante  Form  bringen. 

Die  erste  der  Gleichungen  (66)  lässt  sich  nämlich  durch  die  fol- 
gende ersetzen: 
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verbindet   man  hiermit  die  übrigen  n  Gleichungen   und   schaJBFt  man 
die  p  fort,  so  kommt: 


CiiEi  +  1         C12S8 

C21E1  ^28?»  +  1 


Cnlh 


62  E2 


h 
h 


a  —  j^i 


—  0. 


Um  hier  die  linke  Seite  symmetrischer  zu  gestalten,  setzen  wir: 

1 

dann  wird  unsre  Gleichung  einfach 


Ciiji  +  1  Cisja 

C21J1  CmEj  +  1 


(67) 


C2,ii4-lJ«-fl 


0, 


C«-fi,»4.iJii+i  +  1 


C»-|.l,lJCi  C«4.2,8j2 

wobei  c,x  =  Cxi  ist. 

Die  Gleichung  (67)  stellt  eine  Schaar  von  n-fach  ausgedehnten  Punkt- 
mannigfaltigkeiten des  Raumes  Ji-'-Jw+i  dar,  welche  i(n4-  l)(n  +  2) 
Parameter  enthält  und  bei  der  Gruppe  (64)  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen dieses  Raumes  invariant  bleibt. 

Bei  der  Berührungstransformationsgruppe  (56)  Hessen  wir  es  dahin 
gestellt,  ob  sie  Schaaren  von  Element- itf»  des  Raumes  jsr,  Xl'^^Xn 
invariant  lässt,  welche  nicht  aus  tt-fach  ausgedehnten  Punktmannig- 
faltigkeiten des  Raumes  je,  Xj  •  •  •  rr„  bestehen.  Bei  der  Gruppe  (64) 
nun  können  wir  die  entsprechende  Frage  ohne  Schwierigkeit  beant- 
worten.   Es  gilt  nämlich  das 

Theorem  83.  Jede  bei  der  Berührungstransformationsgruppe 
(64)  invariante  Schaar  von  Element-Mn  des  Ranmes  Ji  •  •  •  j»-f  1 
besteht  aus  n-fach  ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten  dieses 
Baumes. 

Beweis.  Nach  S.  84,  Satz  3  und  S.  108  flf.  lässt  sich  jede  Ele- 
ment-Mn des  Raumes  Ji-'-En+i  durch  eine  Anzahl  von  Gleichungen 
zwischen  den  je  allein  definiren.    Es  sei  daher: 
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Ifi  —  V'/*(EmH-l  •  •  •  En+l)  =  0  0*  =.  1 .  .  .  m) 

irgend  eine  Element -J(f,i,  welche  einer  bei  der  Gruppe  (64)  invarianten 
Schaar  von  Element- M^  angehört.  Dann  gehören  auch  alle  Element-iÜM 
von  der  Form: 

dieser  Schaar  an,  denn  die  Schaar  gestattet  ja  alle  endlichen  Trans- 
formationen der  m  eingliedrigen  Gruppen: 

(p/i,    f\p  =  J^  Ou  =  1  .  .  .  m). 

Daraus  folgt,  dass  jede  bei  der  Gruppe  (64)  invariant«  Schaar  von 
Eiement-Üf»,  wenigstens  soviele  Parameter  enthält,  als  Gleichungen 
zwischen  den  jr  allein  zu  ihrer  Darstellung  nöthig  sind  und  dass  diese 
Gleichungen  nach  ebensovielen  unter  den  vorkommenden  Parametern 
auflösbar  sind. 

Es  sei  demnach: 

(68)  9fi{li  '  •  '  E»i+1?  ÖU-fi,   Om+i  '  ")  =  Clfi 

(^  =  1  •  •  •  m) 

eine  invariante  Schaar  von  Element- Jlfn  und  zwar  seien  die  Gleichungen 
(68)  auflösbar  nach  li"'lm]  die  Zahl  m  ist  dabei  nothwendig  kleiner 
als  n-f-l>  denn  der  InbegriflF  aller  Punkte  des  Raumes  5i-»j„^.i  bleibt 
bei  der  Gruppe  (64)  oflFenbar  nicht  invariant. 

Betrachten  wir  nun  andrerseits  die  Schaar  der  <x>"+^~"»  ebenen 
m-fach  ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten: 

In  der  Gruppe  (64)  giebt  es  eine  Untergruppe,  welche  jede  einzelne 
dieser  (X)'»+^"""*  Mannigfaltigkeiten  stehen  lässt,  nämlich  die  Untergruppe: 

(*,  X  =  1  •  •  •  m), 

welche  für  jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  ganz  dieselbe  Bedeutung  hat 
wie  die  Gruppe  (64)  für  den  Raum  Ji  •  •  •  fn-i-i. 

Natürlich  bleibt  bei  der  Untergruppe  (70)  auch  die  Schaar  der 
Element-Jlfn  (68)  invariant.  Aber  jede  Element-Jlfn  der  Schaar  (68) 
schneidet  jede  ebene  Punktmannigfaltigkeit  von  der  Form  (69)  im  All- 
gemeinen nur  in  einem  isolirten  Punkte  und  umgekehrt  geht  jeder 
Punkt  einer  ebenen  Mannigfaltigkeit  von  der  Form  (69)  stets  mindestens 
durch  eine  Element -Jlf»  der  Schaar  (68).  Folglich  muss  die  Unter- 
gruppe (70)  die  Punkte  einer  jeden  ebenen  Mannigfaltigkeit  von  der 
Form  (69)  unter  einander  vertauschen,  das  aber  tritt  nur  dann  ein, 
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wenn  m=l  ist,  denn  für  m>  l  ist  (70)  eine  irreducible  BerQhrungs- 
transformationsgruppe  einer  tn-facli  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltig- 
keit von  der  Form  (69)  und  lässt  den  InbegriflF  aller  Punkte  dieser 
Mannigfaltigkeit  nicht  invariant. 

Damit  ist  unser  Theorem  bewiesen. 


§  122. 

Für  den  besonderen  Fall  n  =  1  haben  wir  die  invarianten  Unter- 
gruppen der  drei  Gruppen  (30),  (44)  und  (56)  bereits  bestimmt 
(s.  S.  434  ff.).  Bei  beliebigem  n  führt  eine  ganz  ähnliche  Rechnung 
zum  Ziel,  wir  wollen  uns  daher  begnügen,  die  Ergebnisse  dieser 
Rechnung  zusammenzustellen: 

Theorem  84.  Von  den  drei  irreducibeln  Berührungstrans- 
formationsgruppen:  (30)  auf  S,  500,  (44)  auf  S.  504,  (56)  auf 
S.  512  des  Baumes  s,  x^' ' '  Xn  enthält  die  erste  sivei  invariante 
Untergruppen,  nämlich: 

Pi)    (?«  +  ^i^}    ^     0  =  1  •  •   ~)      und     r, 

die  zweite  enthält  deren  vier,  nämlich  erstens  die  Gruppe  (30) 
und  ausserdem  noch  die  folgenden  drei: 

n 
Pi}      Qi  +  ^i^}      ^y      ^(pCvPf  +  tfyqt)  +  2zr  (.^l.-n) 

1 

Pi}    Qi  +  ^ir,     r        (.  =  1  ..») 

die  dritte  endlich  enthält  gar  keine  invariante  Untergruppe 
und  ist  daher  einfach. 

Auch  die  Entwickelungen  des  §  109,  S.  445  ff.  lassen  sich  ohne 
Schwierigkeit  auf  den  Fall  eines  beliebigen  n  übertragen.  Wir  wollen 
uns  jedoch  darüber  möglichst  kurz  fassen. 

Betrachten  wir  die  irreducible  Berührungstransformationsgruppe 
(56)  auf  S.  512  als  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Raumes 
^i"*^n)  yi*"yn)  z  und  führen  wir  vermöge  der  Punkttransformation: 

n 

(71)  Xi''==Xi,    yl=^yif    z  =z  —  \  ^Xyyy 

1 

(<  =  1 .  .  .  n) 

in  diese  Gruppe  die  neuen  Veränderlichen  x,  y\  z'  ein,  so  erhalten 
wir  die  folgende  Gruppe  von  Punkttryisformationen  des  Raumes: 
^i"'^n}   Vi  • '  -yn,  z\ 
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(72) 


1 
z'p!  —  y!  (  ^  (^. >.'  +  yr'^.')  +  rV  | 


(l  ,    X  =:  1  .   .  .  ») 


Zugleich  erhält  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  J/i^a:,  —  . . .  — -  ifndXn  =  0 

in  den  neuen  Veränderlichen  die  Gestalt: 

n 

(73)  ds'  +  "St'  (Xrdyr  —  yvdXt)  =  0. 

1 

Die  Gruppe  (72),  welche  aus  lauter  lyrqjectiven  Transformationen 
besteht,  lässt  natürlich  die  Pfaffsche  Gleichung  (73)  invariant,  sonst 
aber  keine  Pfaffsche  Gleichung,  sie  ist  zugleich  die  grösste  continuir- 
liche  projective  Gruppe  des  Raumes  x\  y\  z,  welche  die  Gleichung 
(73)  invariant  lässt.  Das  letztere  folgt  daraus,  dass  die  irreducible 
Berührungstransformationsgruppe  (56)  in  keiner  grösseren  endlichen 
continuirlichen  Bertihrungstransformationsgruppe  enthalten  ist,  eine 
solche  grössere  Gruppe  hätten  wir  nämlich,  wenn  sie  existirte,  noth- 
wendig  bei  den  früheren  Entwickelungen  mit  finden  müssen. 

Ueberträgt  man  die  im  Räume  von  drei  Dimensionen  gebräuch- 
liche Benennungsweise  auf  den  Raum  von  2n  -l-  1  Dimensionen,  so 
kann  man  sagen,  dass  die  Pfaffsche  Gleichung  (73)  einen  linearen 
Complex  des  Raumes  rr/«-:r/,  y/'-y/,  z'  darstellt.  Die  Gruppe  (72) 
würde  dann  als  die  projective  Gruppe  des  linearen  Complexes  (73) 
zu  bezeichnen  sein. 
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Kapitel  26. 

Allgemeines  über  die  Bestimmiing  von  endlichen  oontinuirllohen 
BerühmngBtransformationBgruppen  des  Baumes  e^  x^»  -  •  Xn- 

Bisher  —  in  Kapitel  23  und  ebenso  in  dem  vorstehenden  Kapitel 
—  haben  wir  bei  der  Bestimmung  von  Berührungstransformations- 
gruppen  des  Raumes  js^  x^-'-Xn  meistens  mit  den  Reihenentwickelungen 
der  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppen  gerechnet,  dagegen 
die  Keihenentwickelungen  der  zugehörigen  charakteristischen  Functionen 
mehr  blos  nebenbei  benutzt.  Dieses  Verfahren  ist  nicht  ganz  befrie- 
digend. Erstens  reichen  ja  die  Glieder  niedrigster  Ordnung  in  der 
Reihenentwickelung  einer  infinitesimalen  Berührungstransformation 
keineswegs  hin,  diese  Transformation  als  eine  Berührungstransforma- 
tion zu  kennzeichnen,  es  muss  daher  jedes  Mal  noch  besonders  Rück- 
sicht darauf  genommen  werden,  dass  man  es  mit  infinitesimalen 
Berührungstransformationen  zu  thun  hat.  Zweitens  aber  ist  die 
charakteristische  Function  entschieden  die  naturgemässeste  analytische 
Darstellung  einer  infinitesimalen  Berührungstransformation  und  es  er- 
scheint daher  wünschenswerth  bei  solchen  Rechnungen,  wie  den  in 
Kap.  23  und  25  ausgeführten,  möglichst  nur  mit  den  charakteristischen 
Functionen  zu  arbeiten. 

Dieses  wünschenswerthe  Ziel  wird  erreichbar  sein,  sobald  es  mög- 
lich ist,  mit  den  Reihenentwickelungen  von  charakteristischen  Func- 
tionen ebenso  zu  rechnen,  wie  es  nach  Abschnitt  I,  Theorem  30,  S.  193 
möglich  ist,  mit  den  Reihen ent Wickelungen  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen zu  rechnen,  wenn  man  also  aus  den  Anfangsgliedern  in 
den  Reibenentwickelungen  zweier  charakteristischer  Functionen  U  und 
V  die  Anfangsglieder  in  der  Reihenentwickelung  der  charakteristischen 
Function   [UV]   finden  kann. 

Wir  werden  jetzt  zunächst  zeigen^  dass  man  wirklich  in  dieser 
Art  mit  den  Reihenentwickelungen  von  charakteristischen  Functionen 
rechnen  kann,  vorausgesetzt,  dass  man  die  Glieder  der  betreffenden 
Reihenentwickelungen  in  geeigneter  Weise  anordnet.  Sodann  werden 
wir  unter  Benutzung  der  Rechnung  mit  charakteristischen  Functionen 
erstens  über  die  Bestimmung  von  Berührungstrausformationsgruppen 
des  Raumes  0,  x^»  -  -  Xn  einige  allgemeine  Bemerkungen  machen  und 
zweitens  einen  wichtigen  Satz  ableiten,  welcher  die  Bestimmung  einer 
grossen  Anzahl  von  solchen  Gruppen  ausserordentlich  erleichtert. 

Zu  erwähnen  ist  schliesslich  noch,  dass  wir  die  im  vorigen  Kapitel 
angewandten  Bezeichnungen  auch  im  gegenwärtigen  beibehalten,  vrir 
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wählen  demnach  als  Coordinaten  der  Elemente  des  Raumes  jsr,  X|  •••jr« 
die  Grössen:  jef,  rr^  •  •  •  j«,  j/i  •  •  •  y»  und  verstehen  demzufolge  unter 
einer  Berührungstransformation  des  Raumes  js,  w^' »  -  Xn  eine  solche 
Transformation  in  den  Veränderlichen:  x^-  -  -  Xn,  Vi'  "Vm  ^,  welche 
die  Pfaffsche  Gleichung: 

(1)  dz  —  Vidx^ yndXn  —  0 

invariant  lässt. 

§  123. 

Es  seien  U{Xy  y,  z)  und  V{Xj  y,  z)  zwei  charakteristische  Functionen 
in  den  Veränderlichen  x*^-  >  -  Xn,  J/i  •  •  •  y»,  ^  und  zwar  U  und  V  beide 
gewöhnliche  Potenzreihen  der  Xj  y,  Z]  auf  diesen  Fall  können  wir  uns 
ja  nach  S.  462  beschränken.  Was  lässt  sich  aus  den  Anfangsgliedem 
der  Reihenentwickelungen  von  U  und  V  über  die  Anfangsglieder  in 
der  Reihenentwickelong  der  charakteristischen  Function 

dz     '         dz 
schliessen? 

Ordnen  wir  die  Reihenentwickelungen  von  U  und  V  in  der  ge- 
bräuchlichen Weise  nach  Potenzen  von  x,  y,  z,  indem  wir  mit  den 
Gliedern  von  niedrigster  Ordnung  in  den  x,  y,  z  beginnen  und  die 
Glieder  von  höherer  Ordnung  in  den  x,  yf  z  ihrer  Ordnung  nach 
folgen  lassen,  so  sind  die  Anfangsglieder,  also  die  Glieder  niedrigster 
Ordnung  von  [UV]  zwar  im  Allgemeinen  durch  die  Anfangsglieder 
von  U  und  V  bestimmt,  es  treten  aber  doch,  wie  wir  auf  S.  463 £ 
gesehen  haben,  verschiedene  Ausnahmefälle  ein.  Wir  müssen  daher 
versuchen,  ob  wir  nicht  bei  einer  andern  Anordnung  der  Glieder  in 
den  Reihenent Wickelungen  von  U  und  V  zu  einem  besseren  Ergeb- 
niss  gelangen.  Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  die  folgenden  Ueber- 
legungen  an: 

Bei  der  gebräuchlichen  Anordnung  einer  Potenzreihe  in  den  x,  y,  z 
erscheint  die  Reihe  in  der  Form: 


« 


>jca^{Xi'"Xn,    Vi'-yny    z), 
0 

wo  ccy  eine  ganze  homogene  Function  x-ter  Ordnung  bezeichnet,  es 
werden  also  jedesmal  diejenigen  Glieder  der  Reihe  zusammengefasst, 
welche  bei  Ausführung  der  Operation: 
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mit  demselben  ganzzahligen  Faktor  reproducirt  werden.  Nun  aber 
kann  man  von  vornherein  erkennen^  dass  eine  derartige  Anordnung 
der  Potenzreihen  bei  den  Reihenentwickelungen  von  charakteristischen 
Functionen  unangebracht  ist.  Jede  charakteristische  Function  in  den 
Xj  \fy  z  definirt  ja  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  des 
Raumes  Zy  Xj^'--Xn,  das  Operationssymbol  (2)  aber  stellt,  wie  die 
Tabelle  auf  8.  465  zeigt,  keine  infinitesimale  Berührungstransformation 
dar  und  besitzt  daher,  wenn  es  sich  um  Berührungstransformationen 
handelt,  nichts  ausgezeichnetes.    Hingegen  stellt  das  Operatioussymbol: 

eine  infinitesimale  Berührungstransformation  des  Raumes  z,  x^-  -  -  Xn 
dar  und  zwar  eine  mit  der  charakteristischen  Function: 

M 

(4)  —2z  +  ^Xiyi, 

1 

es  liegt  daher  nahe  zu  versuchen,  ob  man  nicht  einen  besseren  Erfolg 
hat,  wenn  man  die  Reihenentwickelungen  der  charakteristischen  Func- 
tionen derart  anordnet,  dass  man  jedes  Mal  diejenigen  Glieder  zu- 
sammenfasst,  welche  bei  der  Operation  Bf  mit  demselben  ganzzahligen 
Faktor  reproducirt  werden.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  das  wirklich 
der  Fall  ist. 

Wir  wollen  in  einer  gewöhnlichen  Potenzreihe  der  x,  y,  z  ein  Glied: 

x['  •••  rr^  •  !^*  •••<'••  / 

dann  als  ein  Glied  von  x-ter  Stufe  in  den  x,  t/,  z  bezeichnen,  wenn 
es  bei  der  Operation  Bf  mit  der  ganzen  Zahl  x  als  Faktor  repro- 
ducirt wird ,  wenn  also  die  ganzen  Zahlen  A^  •  •  •  A» ,  f^i  -  •  -  (in,  v  der 
Bedingung : 

K-\ h  ^n  +  /lii  H [-/*«  +  2v  =  X 

genügen.  Eine  ganze  Function  von  den  x^  y,  z,  welche  nur  Glieder 
x-ter  Stufe  enthält,  nennen  wir  eine  ganze  Function  von  x-ter  Stufe  in 
den  X,  y^  z.  Auf  Grund  dieser  Definition  können  wir  jede  gewöhn- 
liche Potenzreihe  in  den  x,  y,  z  m  der  Form  darstellen: 


OD 


wo  gx  eine  ganze  Functiou  vou  x-ier  Stufe  in  den  x,  y,  e  bezeichnet. 
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Ferner  wollen  wir  sagen*):  y,die  charäkteristisdte  Function  U(x,  y,  s) 
ist  von  der  m-ten  Stufe  in  den  x,  y,  0^^,  sobald  ihre  ßeihenentwieke- 
lung  kein  Glied  von  uuUter,  erster,  •••  (w  —  l)-ter  Stufe  in  den  x,  y,  z 
enthält,  während  nicht  alle  Glieder  w-ter  Stufe  verschwinden.  Eine 
charakteristische  Function  von  der  tn-ten  Stufe  in  den  x,  y,  e  werden 
wir  dann  folgendermassen  schreiben  können: 

wo  gm  eine  nicht  verschwindende  ganze  Function  w-ter  Stufe  bezeich- 
net, während  die  weggelassenen  Glieder  alle  von  der  (m  +  l)-ten 
oder  von  höherer  Stufe  in  den  x^  y,  z  sind. 

Die  allgemeine  Form  einer  charakteristischen  Function  von  der 
nullten  Stufe  in  den  x,  y,  j?  ist  daher: 

«  +  ..., 

die  Form  einer  Function  von  erster  Stufe  ist: 


n 

2' 


;(«,.,  +  »1»)  + 

1 

jede  charakteristische  Function  von  zweiter  Stufe  in  den  x,  y,  z  hat 
die  Gestalt: 

in 

hier  bezeichnen  die  $(,  S3,  @,  ^  Constanten  und  die  weggelassenen 
Glieder  sind  immer  von  höherer  Stufe  in  d^n  x^  y,  z  als  die  ge- 
schriebenen. 

Man  kann  sich  die  Anordnung  der  Reihenentwickelnng  einer  charak- 
teristischen Function  TJ{x^  y,  e)  nach  der  Stufenzahl  ihrer  Glieder  auch 
so   vorstellen,   dass   man   sich    TJ{x^  y»  ^)   ^^  der   üblichen  Weise  als  eine 

Potenzreihe  von  ar^  •  •  •  o:« ,  yx-'-yn  nnd  yz  geschrieben  denkt,  wobei  natür- 
lich" nur  gerade  Potenzen  von  Yz  auftreten. 

Wir  wenden  uns  jetzt  wieder  zur  Betrachtung  der  beiden  charak- 
teristischen Functionen:  ?7(a:,  y,  z)  und  F(a;,  y,  ;?),  wollen  aber  jetzt 
voraussetzen,  dass  U  in  den  a;,  y,  z  von  der  x-ten  Stufe  ist,  V  von 
der  m-ten  Stufe.     Es  soll  also  sein: 

U=  a,{x,  y,  z)'\ ,       F=  ßm{x,  y,  z)-] , 

wo  «x  <»nd  ßjn  ganze  Functionen  von  bezüglich  x-ter  und  tw-ter  Stufe 

*)  Der  Begriff:  „charakteristische  Function  von  t»-ter  Stufe  in  den  a;,  y,  r", 
röhrt  von  Lie  her.     Die  Beneymung  „Stufe"  ist  von  Engel  vorgeschlageu. 
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in  den  x,  y,  z  sind  und  wo  die  weggelassenen  Glieder  jedes  Mal  von 
höherer  Stufe  sind,  als  die  geschriebenen. 

Bedenken  wir,  dass  jede  Differentiation  nach  einer  der  Veränder- 
lichen iPi  •••?/«,  J^i  •••  y«  die  Stufenzahl  einer  charakteristischen  Func- 
tion um  eins  erniedrigt,  dass  dagegen  jede  Differentiation  nach  z  die 
Stufenzahl  um  zwei  erniedrigt,  beachten  wir  ausserdem,  dass  das  Pro- 
dukt zweier  charakteristischer  Functionen  von  Z-ter  und  ^-ter  Stufe 
eine  solche  von  der  Stufe  l  -{-  p  liefert,  so  erkennen  wir  sofort,  dass 
die  charakteristische  Function   [UV]   die  Form  hat: 

{UV}  =  {a«|J„)  +.-., 
wo: 


eine  ganze  Function  von  der  (x  +  m  —  2)-ten  Stufe  ist,  und  wo  die 
weggelassenen  Glieder  in  den  a:,  y,  z  von  (x  +  m — l)-ter  und 
höherer  Stufe  sind. 

Damit  haben  wir  das 

Theorem  85.  Sind  U(x^-"Xnj  Vi-'-yn,  z)  und  V(x^'"Xn,  ^i'-y«,  ^) 
die  charakteristischen  Functionen  zweier  infinitesimaler  Be- 
rührungstransformationen des  Raumes  z,  Xi-  -  -  x»  und  beginnen 
die  Reih enent Wickelungen  von  U  und  V  nach  Potenzen  der  x,  y,  z 
mit  Gliedern  von  bezüglich  x-ter  und  m-ter  Stufe  in  den  x,  y,  z, 
so  enthält  die  Reihenentwickelung  der  charakteristischen  Func- 
tion {  UV]  nur  Glieder  von  (x  -f-  w  —  2)'ter  tmd  höherer  Stufe 
in  den  x,  y,  z.  Die  in  {  TJV\  auftretenden  Glieder  (x  + »»»  —  2)'ter 
Stufe  sind  durch  die  Glieder  x-ter  Stufe  von  U  und  durch  die 
Glieder  m-ter  Stufe  von  V  vollständig  bestimmt.  Ist  insbeson- 
dere die  Summe  x  +  1»  —  2  negativ,  so  beginnt  die  Reihenent- 
wickelung von  [UV]  mit  Gliedern  nullter  oder  höherer  Stufe. 

Wir  müssen  jetzt  noch  untersuchen,  wie  sich  die  Stufenzahl  einer 
charakteristischen  Function  verhält,  wenn  man  an  Stelle  der  rr,  t/,  z 
durch  eine  Berührungstrausformation  des  Raumes  z,  x^-  •  '  Xn  neue 
Veränderliche  einführt. 

Es  sei  Af  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  des  Raumes 
z,  x^- ' '  Xn  und  lJ{Xy  y,  z)  sei  die  zugehörige  charakteristische  Func- 
tion.    Führen  wir  auf  Af  eine  endliche  Berührungstransformation: 

(5)  li  =  Zi(x,  y,  z),     \)i  =  H,(x,  y,  r),     5  =  Z{x,  y,  z) 

(» =  1  •  •  • «) 
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des  Raumes  z^  x^-  •  -  Xn  aus,  so  erhalten  wir  eine  infinitesimale  Be- 
rühningstransformation  %f  des  Raumes  j,  Ei  •••?!•,  deren  charakteri- 
stische Function  U(e,  t),  j)  zu   U{Xf  y,  js)  in  der  Beziehung  steht: 

(6)  U(e,  t),  ä)  =  (f(x,  y,  z) .  U(x,  y,  £r), 

wo  die  Function  (f(Xf  y,  z)  aus  der  Identität: 


(7) 


dZ  —  ^  H.dE,  =  ^>(  rfjET  —  ^*yidX{  j 


zu  entnehmen  ist  (s.  Theorem  45,  S.  276). 

Um  den  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  charakteristischen 
Functionen  ü(x,  y,  z)  und  U(j,  ^,  j)  bequemer  ausdrücken  zu  können, 
wollen  wir  in  Zukunft  sagen*),  dass  die  charakteristische  Function 
U(Xy  y,  z)  bei  Ausführung  der  Berührungstransformation  (5)  in  die 
diarakteristisclie  Function  U(e,  t),  j)  übergeht  oder  doss  die  Berührungs- 
transfortnation  (5)  rfie  erste  cJiarakteristische  Function  in  die  ztceite  über- 
führt. Auf  diese  Weise  haben  wir  den  Vortheil,  dass  wir  von  den 
infinitesimalen  Berührungstransformationen,  welche  zu  unsem  beiden 
charakteristischen  Functionen  gehören,  gar  nicht  mehr  eu  sprechen 
brauchen.  Missverstandnisse  sind  auch  nicht  zu  befürchten,  wenn  man 
nur  sich  immer  vergegenwärtigt,  dass  man  die  neue  charakteristische 
Function  U(jr,  9,  3)  findet,  sobald  man  in  den  Ausdruck:  q{x^  y»  ^)  • 
ü{x^  y,  z)  vermöge  der  Berührungstransformation  (5)  die  neuen  Ver- 
änderlichen £,  t)f  3  einführt. 

Die  charakteristische  Function  U{Xy  y,  z)  verhalte  sich  nun  ins- 
besondere in  der  Umgebung  des  Werthsystems:  rr,  =  y,-  =  jer  =  0 
regulär  und  sei  von  der  x-ten  Stufe  in  den  x,  y,  z,  sie  habe  also 
die  Form: 

U(ir,  yy  ^)  =  ^n(x,  y,  ^)  H , 

wo  ccx  eine  nicht  identisch  verschwindende  ganze  Function  von  x-ter 
Stufe  in  den  x,  y,  z  bezeichnet,  während  die  weggelassenen  Glieder 
von  höherer  als  der  x-ten  Stufe  sind.  In  der  Berührungstransfor- 
mation (5)  andrerseits  mögen  die  Z,,  H,,  Z  gewöhnliche  Potenzreihen 
der  X,  y,  z  sein  und  für  Xv  =  yv  =  z  =  0  verschwinden  und  es  mögen 
sich  auch  umgekehrt  die  x,  y,  z  als  gewöhnliche,  für  jy  =  9»  =  }  =  0 
verschwindende  Potenzreihen  der  £,  Q,  j  darstellen  lassen. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  führt  die  Berührungstransformation 
(5)  die  charakteristische  Function  V{Xy  y,  z)  in  eine  charakteristische 
Function  U(j,  ^,  j)  über,  welche  sich  in  der  Umgebung  von  E,=t),=  j=0 

*)  Nach  rineni  Vorachlage  von  Enge]. 
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regulär  verhält  (vgl.  S.  462)  und  welche  durch  die  Gleichung  (6)  de- 
finirt  ist.  Wir  werden  untersuchen,  von  welcher  Stufe  U(e,  \),  j)  ist, 
und  werden  zeigen,  wie  man  die  Glieder  niedrigster  Stufe  von  U(j,  t),  j) 
aus  den  Gliedern  niedrigster  Stufe  von   U(x,  y,  z)  finden  kann. 

Die   Berührungstransformation   (5)    hat   bei   den   gemachten    An- 
nahmen jedenfalls  die  folgende  Form: 


Ei  =  ^  {flirXv  +  fc.vj/v)  +  C,-;8I  H 

1 


(5')  { ^* ""  ^  ^^'•'^''  "^  ^'^^^^  +  <^*^  H 

1 

J  ^^{^%X,  +  a«/..)  +  6;»  +  .  .  . 

1 

(»  =  1  .  .  .  n) . 

Hier  sind  auf  den  rechten  Seiten  alle  Glieder  weggelassen,  welche  in 
den  Xy  y,  z  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  sind.  Von  selbst 
versteht  es  sich,  dass  die  nach  den  rr,  t/,  z  genommene  Functional- 
determinante  der  Glieder  erster  Ordnung  auf  den  rechten  Seiten  von 
(5')  nicht  verschwindet,  denn  nur  wenn  sie  nicht  verschwindet,  lassen 
sich  auch  umgekehrt  die  Xj  y,  z  als  gewöhnliche  Poteuzreihen  der 
E,  t),  i  darstellen. 

Setzen  wir  die  unter  (5')  angegebenen  Ausdrücke  für  die  Ef, 
Hi;  Z  in  die  Identität  (7)  ein,  berücksichtigen  wir  ausserdem,  dass  q 
jedenfalls  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  der  x,  y,  z  ist  und  daher  die 
Form  hat:  (f(x,  y,  Jß^)  =  (>o  4"  * ' '?  vergleichen  wir  endlich  auf  beiden 
Seiten  von  (7)  die  Glieder  von  nuUter  Ordnung  in  den  Xy  y,  z,  so 
finden  wir,  dass  alle  9^  und  SSf  verschwinden  und  dass  Q^^  =  d  ist. 
Mit  andern  Worten:  die  Reihenentwickelung  für  j  enthält  nur  Glieder 
von  zweiter  und  höherer  Stufe  in  den  x,  y,  z.  Demnach  hat  unsre 
Berührungstransformation  (5)  die  Gestalt: 


ip ) 


h  =  ^j  (flivXv  +  biryv)  + 
1 

n 


!•••« 


J  =  (£^  •\-^{äf,yX„Xr  +  B,,yXfiyv  +  ^f^vV^yy)  +  ' 


/*!• 
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wo  nunmehr  auf  der  rechten  Seite  blos  die  Glieder  von  niedrigster 
Stufe  in  den  x^  y,  8  geschrieben  sind.  Die  Constante  (£  muss  natür- 
lich von  Null  verschieden  sein,  ebenso  die  aus  den  {2ny  Grossen 
Giy,  hir,  dir,  b,i  gebildete  2n- reihige  Determinante. 

Denkt  man  sich  die  Gleichungen  (5")  nach  den  x^  y,  e  auf  gelost, 
so  bekommt  man  augenscheinlich  Gleichungen  von  der  Form: 


^  ) 


M 


Xi  =  ^  (üirl^r  +  h/rt)r)  + 


n 


yi  =  ^(a.>Er  +  b,;^,.)  + 
1 


(«  —  1  •  •  •  «)  I 


wo  auf  den  rechten  Seiten  nur  die  Glieder  von  niedrigster  Stufe  in 
den  E,  5,  }  angegeben  sind.  Die  a,>,  6,>  •  •  • 'Ö'^'r  sind  hier,  wie  man 
leicht  sieht,  durch  die  a,v,  &<».  •  •  •  ^^,,  S  vollständig  bestimmt  und 
werden  erhalten,  wenn  man  die  aus  (5")  entstehenden  verkürzten 
Transformationsgleichungen : 


(8) 


n 


u 


Di  =  ^  (fiirx,  +  b,vy.) 


1  •  •  • « 


J    =    t£  r    -j_     N7  (d,,,XuX,    +   B^rX^y^    +   »uryuyy) 


ur 


nach  den  Xy  y,  z  auflöst. 

Aus  der  Gleichung  (6)  erhalten  wir  nunmehr: 

U(J,  l),  J^  =  (6  +  •  •  •)  (a.(x,  y,e)  +  ---) 

oder,  wenn  wir  auf  der  rechten  Seite  ausmultipliciren: 

U(E,  t),  i)  =  ü.a,{x,  y,  ^)H , 

wo  alle  weggelassenen  Glieder  in  den  Xy  y,  ß  von  höherer  Stufe  sind 
als  der  x-ten.  Wir  haben  schliesslich  noch  die  x,  y,  e  vermöge  (5'") 
durch  die  E,  l),  j  auszudrücken,  und  bekommen: 

U(E,  i),  5)=  «x(e,  9,  ä)H , 

wo  äx  eine  ganze  Function  von  x-ter  Stufe  in  den  E,  ^,  J  bezeichnet, 
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während  die  weggelassenen  Glieder  von  höherer  Stufe  sind.  Die  ganze 
Function  äx(j,  ^,  j)  finden  wir  augenscheinlich,  wenn  wir  die  J,  \),  J 
vermöge  der  verkürzten  Transformation  (8)  in  die  ganze  Function: 
6  .  «x  {Xf  y,  z)  einführen.  Hierin  liegt,  dass  äx  nicht  identisch  ver- 
schwindet. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  erwähnen,  dass  die  verkürzte  Trans- 
formation (8)  ihrerseits  eine  Berührungstransformation  des  Raumes 
ßy  x^'-'Xn  ist.  Setzen  wir  nämlich  die  aus  (5")  folgenden  Werthe 
der  E,-,  H,-,  Z  in  die  Identität  (7)  ein  und  berücksichtigen  wir,  dass 
auf  beiden  Seiten  die  Glieder  von  erster  Stufe  in  den  x,  y,  ss  überein- 
stimmen müssen,  so  ergeben  sich  gewisse  Relationen  für  die  Glieder 
erster  Stufe  in  der  Reihenentwickelung  von  q(x^  j/,  ^),  ausserdem  aber 
erkennen  wir,  dass  vermöge  der  Gleichungen  (8)  eine  Relation  von 
der  Form: 


(9) 


dj  —  yi  t)idii  =  aldz—  ^i  yidXi  \ 


besteht.     Demnach    stellen    die    Gleichungen    (8)    wirklich    eine    Be- 
rührongstransformation  des  Raumes  Zy  x^-  -  •  Xn  dar. 

Durch  die  vorstehenden  üeberlegungen  ist  bewiesen,  dass  jede 
charakteristische  Function  U{x,  y,  z),  welche  in  den  x,  y,  z  von  der 
x-ten  Stufe  ist,  bei  jeder  Berührungstransformation  (5)  von  der  auf 
S.  528  definirten  Beschaffenheit  in  eine  charakteristische  Function 
W(j;  9?  i)  übergeht,  welche  ihrerseits  in  den  j,  t),  }  von  der  x-ten 
Stufe  ist. 

Auch  die  Glieder  von  x-ter  Stufe  in  der  Function  U(e,  t),  g) 
lassen  sich  in  sehr  einfacher  Weise  definiren.  Denkt  man  sich 
nämlich  aus  U(Xy  y,  z)  alle  Glieder  von  (x  -f-  1)  -  ter  und  höherer 
Stufe  in  den  x,  y,  z  weg  und  aus  U(e,  \)y  j)  alle  Glieder  von 
(x  +  l)-ter  und  höherer  Stufe  in  den  J,  9,  J,  so  erhält  man  zwei 
verkürzte  charakteristische  Functionen:  ax(^,  y,  ^)  und  äx(E,  t),  j), 
welche  beide  ganze  Functionen  von  x-ter  Stufe  in  ihren  Argumenten 
sind.  Man  erhält  nun  die  verkürzte  charakteristische  Function 
äx(E,  5,  g),  indem  man  auf  die  verkürzte  charakteristische  Function 
ax{x,  y,  z)  die  verkürzte  Berührungstransformation  (8)  ausführt-,  diese 
verkürzte  Berührungstransformation  (8)  aber  entsteht  dadurch,  dass 
man  in  den  Gleichungen  (5)  aus  den  E,,  H,-  alle  Glieder  von  zweiter 
und  höherer  Stufe  in  den  x,  y,  z  weglässt  und  aus  Z  alle  Glieder 
von  dritter  und  höherer  Stufe. 

Zu  jeder  Berührungstransformation  (5)  von  der  auf  S.  528  deßnirten 
Beschaffenheit   gehört    eine    verkürzte    Berührungstransformation    von    der 

34  ♦ 
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Form  (8)  und  umgekehrt  kami  man  sich  jede  Berührungstransformation 
von  der  Form  (8)  aus  einer  Berührungstransformation  (5)  durch  Ver- 
kürzung entstanden  denken.  Will  man  daher  wissen,  wie  die  Glieder 
niedrigster  Stufe  einer  charakteristischen  Function  U(x,  y,  z)  bei  der 
allgemeinsten  Berührungsti;^nsformation  (5)  von  der  auf  S.  528  definirten 
Beschaffenheit  transformirt  werden,  so  braucht  man  nur  zu  untersuchen 
wie  diese  Glieder  niedrigster  Stufe  sich  bei  der  allgemeinsten  Berfthrungs- 
transformation  von  der  Form  (8)  verhalten. 

Der  Inbegriff  aller  Berührungstransformationen  von  der  Form  (8) 
bildet  augenscheinlich  eine  gewisse  Gruppe  F,  Diese  Gruppe  F  braucht 
allerdings  nicht  continuirlich  zu  sein,  sie  enthält  aber  jedenfalls  (s.  Ab- 
schnitt 1,  Kap.  18)  eine  continuirliche  Untergruppe  y,  welche  von  infini- 
tesimalen Berührungstransformationen  erzeugt  ist.  Man  sieht  leicht,  dass  y 
gerade  n(2n-f-  l)  -{'  ^  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von 
der  Form: 


a?,gx  +  x^cii  +  ^i^xry     Xip»  —  y^qiy    Vip^  +  y^Pi  +  yiy»r 


(10) 


^  {x^Pr  +  yvqy)  +  2jerr 


(i,  X  =  1  •  •  •  n) 


enthält,  dass  es  also  (w(2«4-l)4"l)-gli6^rig  ist.  Die  charakteiistischen 
Functionen,  welche  zu  den  infinitesimalen  Berührungstransformationen  (10) 
gehören,  sind  sämmtlich  von  der  zweiten  Stufe  in  den  x,  y,  z  und  lauten, 
wenn  vom  Vorzeichen  und  von  Zahlenfaktoren  abgesehen  wird,  folgender- 
massen: 


n 


/. .  >.  I  ic^^x,  a:,yx,  ytyxy  e  —  \  ^j ^vyv 

I  •     ^ 

\  (i,  X  =  1  •  •  •  n)  . 

Es  mag  dahingestellt  bleiben,  ob  die  continuirliche  Gruppe  y,  welche 
von  den  infinitesimalen  Transformationen  (10)  erzeugt  wird,  mit  der  vorhin 
definirten  Gruppe  F  zusammenfällt  oder  nicht. 

Hat  eine  charakteristische  Function  U{x^  V^  ^)  i^i  den  x,  y,  z  die 
Stufenzahl  tn,  so  ist  die  Ordnungszahl  der  zugehörigen  infinitesimalen 
Berührungstransformation : 

höchstens  gleich  m,  das  sieht  man  den  Ausdrücken: 

1 

der  ^,  ^,  f  unmittelbar  au.  Auf  der  andern  Seite  gehört  zu  jeder  infini- 
tesimalen Berührungstransformation  (A),  welche  in  den  a-,  y^  z  von  der 
wi-ten  Ordnung  ist,  eine  charakteristische  Function: 
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deren  5/w/ewzahl  in  den  x^  y^  z  mindestens  den  Werth  m  und  höchstens 
den  Werth  2wi  +  1  besitzt. 

Insbesondere  ergiebt  sich,  das»  eine  infinitesimale  Berührungstrans- 
formation (A)  in  den  x^y^z  dann  und  nur  dann  von  der  ersten  oder  von 
höherer  Ordnung  ist,  wenn  sie  eine  charakteristische  Function  von  zweiter 
oder  höherer  Stufe  besitzt.     Also  können  wir  sagen: 

Soll  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  des  Baumes  z,  x^-^-Xn 
als  infinitesimale  Punkttransformaiion  des  Baumes  x^'-Xn^  yi**yn,  z  auf- 
gefasst  den  Punkt  xi  =  y,  ==  ;s?  =  0  invariant  lassen^  so  ist  nothwendig  und 
hinreichend^  dass  ihre  charakteristische  Function  in  den  x^  y,  z  von  zweiter 
oder  höherer  Stufe  ist. 

Nach  S.  466  ordnet  die  Pfaffsche  Gleichung: 

n 

dz  —  ^jyidXi  =  0 
1 

dem  Punkte  a;^  -=  y,  =■;?«=  0  des  Raumes  x^'^Xn^  y\'"yni  z  ein  ebenes 
Bündel  von  oo^""^  Richtungen  zu,  welches  durch  die  Gleichung:  r'=»0 
dargestellt  wird,  wofern  man  x^'»  •  •  Xny  3// :  •  •  y»',  z'  als  homogene  Coor- 
dinaten  der  oo***  durch  den  Punkt:  Xi  =  yi  =  z  =  0  gehenden  Richtungen 
auffasst.  Jede  infinitesimale  Berührungstransformation  des  Raumes  z,  Xi*"Xn, 
welche  als  infinitesimale  Punkttransformation  des  Raumes  o?,-,  y,-,  z  den  Punkt 
Xi  =  yi=  z  =  0  festhält,  lässt  natürlich  auch  das  ihm  zugeordnete  Bündel 
z'  =  0  stehen,  transformirt  aber  im  Allgemeinen  die  einzelnen  Richtungen 
^i"'Xh\  yi"'yn  dieses  Bündels;  wir  wollen  näher  untersuchen,  in  welcher 
Weise  sie  die  betreffenden  Richtungen  transformirt. 

Zu  einer  charakteristischen  Function  U{Xj  y,  z),  welche  in  den  a;,  y,  z 
von  der  vierten  oder  von  höherer  Stufe  ist,  gehört  eine  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation von  mindestens  zweiter  Ordnung  in  den  x^  y,  z\ 
diese  Transformation  lässt  als  infinitesimale  Pnnkttransformation  des  Raumes 
ic,,  y,-,  z  aufgefasst  jede  einzelne  Richtung  x^**-Xn^  y\'"yni  z  und  dem- 
nach auch  jede  einzelne  Richtung  des  Bündels:  ^'  =  0  invariant  (vgl.  S.  469). 

Ist  die  charakteristische  Function  TJ(x^  t/,  z)  von  der  dritten  Stufe 
in  den  ic,  y,  z^  so  hat  sie  die  Form: 

n 

^- (a»a^,-^  +  ^iyiz)  +  i|;(»)(rr,  y)  H , 

1 

wo  t/;^^^  eine  ganze  homogene  Function  dritter  Ordnung  von  Xj  •  •  •  aj«, 
^1  •  •  •  y»  bezeichnet  und  wo  die  weggelassenen  Glieder  in  den  x^  y,  z  von 
der  vierten  und  von  höherer  Stufe  sind;  die  zugehörige  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation lautet  daher  bei  Weglassung  aller  Glieder  von 
zweiter  und  höherer  Ordnung: 


—  ^i^iZQi  +  ^ißiZpi  H 
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Eine  infinitesimale  Transformation  von  dieser  Form  ISsst  aber  nach  S.  469 
ebenfalls  jede  einzelne  Richtung  des  Bündels:  e' =  0  stehen. 

Endlich  sei  die  chai*akteristiäche  Function   U(xy  y,  e)  von  der  zweiten 
Stufe  in  den  x,  ^,  jet,  sie  habe  also  die  Form: 

wo  ^^  eine  ganze  Function  von  zweiter  Stufe  bezeichnet,  während  die 
weggelassenen  Glieder  von  höherer  Stufe  sind.  In  diesem  Falle  trans- 
formirt  die  zu  U  gehörige  infinitesimale  Berührungstransformation  die 
Richtungen  des  Bündels:  s' =  0  offenbar  genau  so,  wie  die  infinitesimale 
BerührungstransformatioD  mit  der  nachstehenden  charakteiistischen  Function: 

welche  aus  U  durch  Weglassung  aller  Glieder  von  höherer  als  der  zweiten 
Stufe  entsteht 

Die  charakteristische  Function  Vi(x^  y^  z)  ist  eine  ganze  Frmction  von 
zweiter  Stufe,  sie  lässt  sich  also  aus  den  n(2fi  +  l)'t'l  Functionen: 


(11) 


X;X,.,     Xiy^,     yty^^     z 


(r.  jr  =  1 


««) 


linear  ableiten;  hieraus  ergiebt  sich  wiederum,  dass  die  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation mit  der  charakteristischen  Function  II(x,  ^,  r)  der 
(«(2w  4"  l)  "f"  l)-gliedrigen  Beruh nmgstransformationsgmppe: 


(10) 


(•,  X  =  1 


») 


angehört.  Endlich  wissen  wir  von  früher  her  (s.  8.  466  ff.),  dass  die  oc**~* 
Richtungen  x/ •  •  •  j*»',  y/-  •  •  y/  des  Bündelt:  £'=0  bei  den  infinitesi- 
malen Berübrungstransformationen  (lO)  durch  gewisse  infinitesimale  Trans- 
formationen von  der  Gestalt: 


(10-) 


f       r 


Xiq,  +  .i\  7, ,    .r,/>x  —  yx  qi ,    yii'x  +  y^vt 


n  n 


(•',  r=:l  •  .  •«) 


transformirt    werden,    welche    ihrerseits    eine    («(2«  +  1)  +  l)-gliedrige 
Gruppe  in  den  Veränderlichen  x^  •  -  -  a:«',  yi  '  -  •  y«'  erzeugen. 

Ist  also  eine  charakteristische  Function  ü(x^  y,  r)  in  den  x^  y^  s  nm 
der  dritten  oder  von  höherer  Stufe,  so  lasst  die  zu  ihr  gehörige  infinitesimale 
Beriihrungstransformation  alle  oc**^^  Eichtungen:  ar/*--a:,',  yi  -  •  •  y%  des 
Bündels:  r'  =  0  stehen:  ist  dagegen  die  charakteristische  Function  ron  der 
zweiten  Sttifc  in  den  jj,  y,  r,  so  transformirt  die  zugehörige  infinitesinmk 
BerührungstratisforMatiofi  die  Richtungen  des  Bündels:  j'  =  0  durch  eint 
in  der  Gruppe  (lO')  enthaltene  infinitesimale  Transformation,  welche  durdi 
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lUe  Glieder  ziveiter  Stufe  in  der  betreffenden  charakteristischen  Function  voll- 
ständig bestimmt  ist. 

Nicht  unerwiihnt  bleiben  darf  der  Umstand,  dass  die  Functionen  von 
der  Form: 


^  —  ^^x^yr  + 


die  einzigen  charakteristischen  Functionen  von  zweiter  Stufe  sind,  deren 
zugehörige  inßnitesimale  Bertihrongstransformationeu  jede  einzelne  Richtung 
des  Bündels:  z'  =  0  festhalten. 

Man  kann  den  Begrifl'  „charakteristische  Function  von  ti»-ter  Stufe'* 
auch  auf  solche  charakteristische  Functionen  übertragen,  welche  gewöhn- 
liche Potenzreihen  von  x^  —  x^^.'-'Xn  —  a?«®,  ^i — Vi^i-'-Vn  —  Vni  ^  —  ^ 
sind.  Zn  diesem  Zwecke  braucht  man  sich  nur  die  betreffenden  Functionen 
nach  Potenzen  der  2w  -|-  1  Grössen: 

n 

«',  —  xl\     yi  —  yl\     z  —  z''  —  Slyr^iXr  —  x,9^ 

1 

(1  =  1  ...  n) 

entwickelt  zu  denken  und  jedes  Glied  von  der  Form: 

als  ein  Glied  von  der  Stufe:  2{tti  +  ßi)  +  2y  in  den  a*,  —  a:,®,  yi  —  y^^, 
z  —  z^  —  2y^^(Xy  —  a;,.^)  zu  bezeichnen.  Dann  erhält  man  ein  dem  Theoreme  86, 
S.  527  analoges  Theorem,  denn  setzt  man: 

n 

Xi  —  rc,o  =  Xi^     yi  —  y.o  =  ^,,     z  —  Zq"-  ^vyy^(xy  —  x^^)  =  J, 

und  versteht  man  unter  U  und  V  gewöhnliche  Potenzreihen  der  -r,  y,  z, 
so  wird  augenscheinlich: 

Wir  werden  jedoch  von  dieser  allgemeineren  Auffassung  des  Stufen- 
begriffs keinen  Gebrauch  machen. 

§  124. 

Sind:  Ui(x,  ;?/,  z)  •  -  -  Um(x,  y,  s)  charakteristische  Functionen  und 
q  •  •  •  c„t  irgend  welche  Constanton,  so  wollen  wir  sagen,  dass  die 
charaMeristisclic  Function: 
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aus  den  Functionen:  Ui  *  •  -  Um  linear  abgeleitet  ist;  es  CDtspricht  das 
der  Redeweise,  welche  wir  in  Abschnitt  I  auf  S.  61  für  infinitesimale 
Transformationen  eingeführt  haben.  Ferner  erinnern  wir  noch  einmal 
daran,  dass  wir  unter  der  Combination  zweier  charakteristischer 
Functionen  ü  und  V  die  Bildung  der  charakteristischen  Function: 
[UV]  verstehen. 

Endlich  muss  erwähnt  werden,  dass  für  drei  beh'ebige  charakteri- 
stische Functionen:  U(x,  y,  e),  V(x,  y,  z),  W{x,  y,  z)  stets  die 
Gleichung: 

(12)        j{f/F}Tr)  +  ({FTr}cr)  +  |{Tr?7}F)  =o 

identisch  erfüllt  ist 

Sind  nämlich  Af^  Bf  und  Cf  die  drei  infinitesimalen  Berühmngs- 
transformationen  mit  den  charakteristischen  Functionen:  CT,  F,  W 
und  setzen  wir: 

ABf—  BAf^  {AB),    u.  s.  «?., 

so  besteht,  wie  wir  wissen,  die  Identität: 

{i,AB)C)  +  ({BC)Ä)  +  {{CA)B)  =  0. 

Nun  aber  ist  die  linke  Seite  dieser  Identität  das  Symbol  einer  infini- 
tesimalen Berührungstransformation,  deren  charakteristische  Function 
nach  Theorem  44,  S.  275  durch  die  linke  Seite  der  Gleichung  (12) 
dargestellt  wird,  andrerseits  ist  die  charakteristische  Function  einer 
infinitesimalen  Berührungstransformation,  deren  Symbol  identisch  ver- 
schwindet, selbst  identisch  Null  (s.  S.  255),  also  ist  die  Gleichung  (12) 
eine  Identität. 

Sind  £7,  F  und  W  alle  von  e  frei,  so  fällt  die  Identität  (12) 
ofi'enbar  mit  der  Jaco&ischen  Identität  (s.  S.  171)  zusammen. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  wenden  wir  uns  zur  Untersuchung 
der  endlichen  continuirlichen  Berührungstransformationsgruppen  des 
Raumes  z,  x^  '  - '  x^. 

Sollen  r  charakteristische  Functionen:  Ui{Xj  y,  z)  -  -  -  ür{Xj  y,  e) 
eine  r-gliedrige  Berührungstransformationsgruppe  des  Raumes  z^x^^'-x^ 
bestimmen,  sollen  also  die  zugehörigen  infinitesimalen  Berührungs- 
transformationen eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  so  ist  nach 
Theorem  53,  S.  321  noth wendig  und  hinreichend,  dass  erstens  keine 
der  Functionen  ?7j  •  •  •  Ur  sich  aus  den  übrigen  linear  ableiten  lässt 
und  dass  zweitens  Relationen  von  der  Form: 
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(13)  [UiUx]   =  ^t  Cixt  Ut  (.-,  X  =  1  .  .  .  r) 

1 
bestehen.     Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so   nennen  wir  die   durch 
Ui  '  '  '  Ur    bestimmte    r  -  gliedrige    Berührungstransformationsgruppe 
einfach  die  Gruppe:  Ui  -  •  -  Ur  (s.  S.  321). 

Bestimmen  ^^  •  ••  Ur  in  dem  angegebenen  Sinne  eine  r- gliedrige 
Berührungstransformationsgruppe,  so  stellt  der  Ausdruck: 

^1  ^i  H {-  erUr 

mit  den  r  willkürlichen  Parametern  e^  •  •  -  er  offenbar  die  allgemeinste 
in  dieser  Gruppe  enthaltene  charakteristische  Function  dar;  sind 
andrerseits  V  und  W  irgend  zwei  charakteristische  Functionen  der 
betreffenden  Gruppe,  so  gehört  stets  auch  die  durch  Combination 
von  V  und  W  entstehende  charakteristische  Function  {FIF}  der 
Gruppe  an. 

Es  sei:  ü^ix,  y,  ^)  •  •  •  Ur{x,  y,  z)  irgend  eine  r- gliedrige  Be- 
rührungstransformationsgruppe  des  Raumes  z^  x^'-Xn-  Führen  wir 
nun  an  Stelle  der  x,  y,  8  neue  Veränderliche  x',  y\  z  ein  vermöge 
einer  beliebigen  Berührungstransformation: 

xl  =  0.(a:,  y,  z),    yl  =  V,(a;,  y,  z),    z  =  X(a:,  y,  z) 

(» =  1  •  •  • ») 

des  Raumes  z^  x^-'X»,  so  gehen  die  r  charakteristischen  Functionen: 
üi{Xyy^z)-"Ur{XjyjZ)  in  gewisse  neue  charakteristische  Functionen: 
^i(^'>  y\  ^')  •  •  •  yr{x\  y\  z)  über  und  zwar  gelten  die  Gleichungen: 
(14)       Vx{x\  y',  /)  =  q(x,  y,  z) .  Ux(x,  y,  z)        (x  =  i...r), 
wo  die  Function  Q(Xf  y,  z)  aus  der  Identität: 

dX  —  yi  V,d0,  =  Q(dz—^iyidXi\ 

zu  entnehmen  ist.  Zu  gleicher  Zeit  verwandelt  sich  die  charakteristische 
Function: 


{ 


du,  du 


dz  ^  ^^  dz 
augenscheinlich  in  die  charakteristische  Function: 


dz  dz 


{^•^'Ixy.-    -^rC,^rrr(x\fAz) 
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es  wird  also: 

oder  wegen  der  Relationeu  ("13)  und  (14): 

r 

*r  Cixr  Vt(x\   y\    S')  (.,  y  =  1  .  .  .  r, 

1 

Demnach  sind  die  Relationen  (13)  von  der  Wahl  der  Veränder- 
lichen unabhängig,  vorausgesetzt  natürlich ,  dass  man  nur  solche 
Variabeinänderungen  zulässt,  welche  Berührungstransformationen  des 
Raumes  e,  x,'"Xn  sind. 

Wir  denken  uns  jetzt  die  charakteristischen  Functionen  der  Gruppe 
l\  '  '  -  Ur  nach  Potenzen  von  Xi  —  xl^,.  y,-  —  y,^,  z  —  ^  entwickelt, 
unter  a:,®,  y,-®,  ^  ein  Werthsystem  von  allgemeiner  Lage  verstanden 
(s.  Abschnitt  I,  S.  203)  und  zwar  ein  solches,  für  das  nicht  alle  r 
Functionen  L\{X,  y,  js)"-  ür{x,  y,  e)  verschwinden.  Der  Einfachheit 
wegen  wollen  wir  aber  wie  auf  S.  462  die  Veränderlichen  vermittelst 
einer  geeigneten  Berührungstransformation  von  vornherein  so  wählen, 
dass  die  Grossen  Xf^,  y,®,  z^  sämmtlich  gleich  Null  werden. 

Im  Folgenden  setzen  wir  daher  y  sobald  tcir  von  Berührungsfrans- 
formationsgruppeii  im  Allgemeinen  reden,  immer  voraus,  dass  die  diaral- 
teristisdien  Functionen  der  betreffenden  Gruppen  getcöhnliche  Potefizreihen 
der  Xy  y,  z  sind  und  fiir  rr,=  y,=  r  =  0  nieht  alle  i^erscfiwifiden ;  unter 
Xi  =  y,.  =  jSf  =  0  verstehe)^  tdr  dabei  jedes  Mal  ein  WerÜisystefn  von 
allgemeiner  Lage. 

Da  die  charakteristischen  Functionen  der  Gruppe  Ui*"Ur  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  für:  a:,  ==  y,- —  jsr  ■=  0  nicht  alle  ver- 
schwinden, so  enthält  unsre  Gruppe  jedenfalls  eine  charakteristische 
Function,  welche  in  den  x,  y,  z  von  nuUter  Stufe  ist  und  die  Form 
besitzt : 

wo  die  weggelassenen  Glieder  in  den  x,  y,  z  von  der  ersten  oder  von 
höherer  Stufe  sind. 

Andrerseits  gehört  zu  der  Gruppe:  U^'-Ur  eine  endliche  positive 
ganze  Zahl  s  von  solcher  Bescha£fenheit^  dass  die  Gruppe  zwar 
charakteristische  Functionen  von  .s-ter  Stufe  in  den  x,  y^  z  enthält, 
dagegen  keine  charakteristische  Function  von  (5+l)-ter  oder 
höherer  Stufe. 

In  der  That,  die  Gruppe  U^  •  •  •  Ur  ist  endlich,  es  giebt  dahor 
nach  Abschnitt  I,  Theorem  29,  S.  192  eine  endliche  positive  Zahl  .s' 
von   solcher  Beschaffenheit,   dass   die  Gruppe   in   der  Umgebung  von 
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Xi  =>  ifi  =s  0  s=i  0  keine  infinitesimale  Transformation  enthält,  deren 
ßeihenentwickelung  nach  den  x,  y,  z  mit  Gliedern  von  höherer  als 
der  s'-ten  Ordnung  beginnt.  Nun  gehört  zu  jeder  infinitesimalen 
Berührungstransformation,  deren  Reihenentwickelung  nach  den  x^  y,  8 
mit  Gliedern  Z-ter  Ordnung  beginnt,  eine  charakteristische  Function 
von  höchstens  (21  +  l)-ter  Stufe  in  den  x,  y,  ss  (s.  S.  533).  Folglich 
enthält  die  Gruppe:  CTi-'C/r  jedenfalls  keine  charakteristische  Function, 
deren  Stufenzahl  in  den  a?,  y,  g  grösser  ist  als  2s' +  1,  mit  andern 
Worten,  es  giebt  wirklich  eine  endliche  positive  ganze  Zahl  s  von 
der  oben  definirten  BeschaflFenheit;  s  ist  offenbar  ^  2s'  +  1 . 

Aus  dem  Gesagten  ergiebt  sich,  dass  jede  charakteristische 
Function:  e^Ui-\" — h^r?7r  der  Gruppe  Ui"'Ur  in  den  x,  y,  z  ent- 
weder von  s-ter  oder  von  niedrigerer  Stufe  ist.  Folglich  muss  die 
Gruppe  für  jedes  ganzzahlige  x,  welches  der  Bedingung:  0  ^  x  ^  s 
genügt,  eine  gewisse  Anzahl,  etwa  Wx^O  charakteristische  Functionen: 


V^''^ . . .  F 


*»JC 


enthalten,  die  in  den  x,  y,  z  von  der  x-ten  Stufe  sind  und  aus  denen 
sich  keine  charakteristische  Function  von  (x  +  1)  -  ter  oder  höherer 
Stufe  linear  ableiten  lässt.  Die  Summe  der  s  +  1  hierdurch  definirten 
ganzen  Zahlen:  m^,  m^-ow«  ist  augenscheinlich  gleich  r;  die  Zahl  m^y 
insbesondere  hat  den  Werth  1,  die  Zahl  m»  ist  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  grösser  als  Null;  ob  auch  die  Zahlen  m^  •  •  •  im,_i 
sämmtlich  von  Null  verschieden  sind,  das  wollen  wir  unentschieden 
lassen. 

Denken  wir  uns  in  der   Gruppe    U^  *  -  -  Ur  für  jedes   x  <  s  w» 
charakteristische  Functionen: 

7<^  . . .  7^*) 

von  der  angegebenen  Beschaffenheit  ausgewählt,  so  erscheint  unsre 
Gruppe  in  der  Form: 

iV=l  H 

ri""^  =  vj'^a;,  yy  z)-] ('x  =  i  •  •  •  »»x) 


(15) 


\ 

Cx  =1 1 .  .  .  #) . 

Hier  bezeichnen   die  vj.      gan^  Functionen   von   x-ter    Stufe   in   den 

x^  y,  z  und  zwar  sind  die  Wx  ganzen  Functionen:  v^^^  ' '  '  ^m^   immer 

so  beschaffen,  dass  sich  keine  von  ihnen  aus  den  übrigen  linear  ab- 
leiten lässt;  die  weggelassenen  Glieder  sind'  in  jedem  einzelnen  Falle 
von  höherer  Stufe  in  den  x,  y,  z  als  die  geschriebenen. 
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Zu  den  schon  getroffenen  Festsetzungen  wollen  wir  jetzt  noch  die 
hinzufügen,  dass  unsre  Berührungstransformationsgruppe:  U^  -  -  Ur 
als  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  (2n+l)-fach  ausgedehnten 
Raumes:  aj^  •  •  «z«,  Vi' ' '  Vn,  fs  transitiv  sein  soll,  sie  soll  also  in  der 
Umgebung  des  Werthsystems:  Xi  =  y,  »=  jg?  =«  0  von  allgemeiner  Lage 
2n  -|'  1  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  nullter  Ordnung 
enthalten,  aus  denen  sich  keine  infinitesimale  Transformation  von  erster 
oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt.  Da  jede  infinitesimale 
Transformation  von  nullter  Ordnung  in  den  x,  y,  8  eine  charakteri- 
stische Function  von  nullter  oder  erster  Stufe  besitzt,  so  kommt  unser 
Verlangen  offenbar  darauf  hinaus,  dass  die  Gruppe  2n  +  1  charak- 
teristische Functionen  von  nullter  oder  erster  Stufe  enthalten  soll,  aus 
denen  sich  keine  charakteristische  Function  von  zweiter  oder  höherer 
Stufe  in  den  x,  y,  z  linear  ableiten  lässt.  Folglich  muss  es  in  unsrer 
Gruppe  2n  +  1  charakteristische  Functionen  von  der  Form: 

geben.     Wir  können  demnach  sagen:  • 

Ist  die  r-gliedrigc  Berührtingstransformationsgnippe  U^-  -  -  Ur  des 
Baumes  0j  x^-  -  -  Xn  als  Gruppe  vmi  Fuixkttransformationeti  des  Baumes 
^r  •  •  ^rt  >  yi  •  •  •  y«  7  ^  transitiv,  so  enthält  sie  r  charakteristische  Functionen 
vofi  der  Form: 


(16) 


iv=i+...,  Xi  =  Xi  +  '",   r;  =  t/,+ 

(x) (X), 

(i  =  1  .  •  .  n ;    ijj  =  1  •  .  •  m^ ;    x  =  2  •  •  •  «) . 


F,w  =.  ^(x,  y,  z)  + 


Hier  bedürfen  die  v^^\x,  y,  z)  wohl  keiner  nochmaligen  Erklärung. 
Die   Summe:   2n  +  1  +  mg  H f-  m^  ist  selbstverständlich   gleich  r. 

Während  wir  vorhin  unentschieden  liessen,  ob  alle  die  Zahlen: 
fi*2  •  •  •  nis^i  von  Null  verschieden  sind,  können  wir  in  dem  gegen- 
wärtigen Falle  beweisen,  dass  keine  einzige  dieser  Zahlen  gleich  Null 
ist.  Wir  brauchen  dabei  natürlich  nur  den  Fall:  s  >  2  zu  berück- 
sichtigen. 

Da  m«  sicher  grösser  ist  als  Null,  so  giebt  es  in  unsrer  Gruppe 
mindestens  eine  charakteristische  Function  von  5-ter  Stufe;  wir  wählen 
eine  aus,  etwa: 

C  =  v'^ix,  J/,  ^)  +  •  •  • 

und  combiniren  sie  mit  Xj-'X«,  Y^^Yn,  Auf  diese  Weise  bekommen 
wir  die  folgenden  2n  in  unsrer  Gruppe  enthaltenen  charakteristischen 
Functionen: 
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l         ^    i  6?y,.  de 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  s-ter  und  höherer  Stufe  in  den 
X,  y,  0  sind.  Gäbe  es  nun  in  unsrer  Gruppe  keine  charakteristische 
Function  (s — l)-ter  Stufe,  so  müssten  die  ganzen  Functionen 
(s  —  l)-ter  Stufe: 

1-         — £_  _i.  /p L.  (i=»l...n) 

dx^  '      dVi    *         dz 

sämmtlich  identisch  verschwinden;  es  müsste  also  v^^  von  allen  Xy  y,  z 

frei  sein,  das  aber  ist  unmöglich,  denn  v^^  ist  eine  ganze  Function  von 

s-ter  Stufe  und  s  können  wir  >  2  voraussetzen.  Demnach  enthält 
unsre  Gruppe  mindestens  eine  charakteristische  (s —  l)-ter  Stufe  und 
die  Zahl  m^i  ist  jedenfalls  >  0.  Hieraus  folgt  in  derselben  Weise, 
dass  auch  m^^-^  >  0  ist  u.  s.  w.,  kurz  man  sieht,  dass  unter  den  Zahlen 
mg  •  •  •  mg—i  keine  verschwinden  kann. 

Wir  wollen  von  jetzt  an,  um  uns  bequemer  ausdrücken  zu  können, 
die  r-gliedrige  Berührungstransformationsgruppe,  welche  durch  die  r 
charakteristischen  Functionen  (16)  bestimmt  ist,  kurz  die  Gruppe  G 
nennen. 

Combinirt  man  die  m^  charakteristischen  Functionen  zweiter  Stufe: 


'(*)       ..(«) 


H) 


V:  ^  ==  v^^\x,  y,  z)  +  '  • '     (y  =  1  •  •  •  i/i 
paarweise  mit  einander,  so  erhält  man  nach  Theorem  85,  S.  527: 

(17)  [yryr']-[vT^'}+-- 

wo  jvf^t']^  f  eine  ganze  Function  zweiter  Stufe  ist,  während  die  weg- 
gelassenen Glieder  von  dritter  und  höherer  Stufe  sind.  Da  sich  nun 
die  Functionen  (17)  offenbar  aus  den  r  —  2n  —  l  Functionen: 

(18)  i  ^rj  =  <:(^>  y>  ^) + 


(i^  =  1  •  •  •  »/»X ;     «  =  2  •  •  •  «) 


linear  ableiten  lassen  müssen,  so  ergiebt  sich,  dass  jedes   {t;[.*^t/'^M   aus 

^^r  '  *  *  ^'1?   linear  abgeleitet  werden  kann,  mit  andern  Worten:  die  m^ 
ganzen  Functionen  zweiter  Stufe: 
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(19)  Vf^  =  vfHx,y,z)  U=l...n4) 

bestimmen  als  charakteristische  Functionen  auf<(efasst  eine  Beruhrungs- 
transformationsgruppe  des  Raumes  Zj  x^-'-x^.  Diese  Gruppe,  welche 
g  heissen  mag,  ist  augenscheinlich  nig-gliedrig  und  eine  Untergruppe 
der  (n(2n  +  1)  +  l)-gliedrigen  Berührungstransformationsgruppe: 

n 

(20)  XiXnj    Xiifnj    ytyx,    g  —  i  ^  x^y^ 

1 

(/,  X  =  1  .  .  .  »)  . 

Wir  sehen  also:  Zu  jeder  r-gliedrigen  Berührungstransformations- 
gruppe  des  Baumes  a,  x^  -  -  Xn,  tcelche  als  Gruppe  von  Punkttransfor- 
mationen des  Baumes  x^'-Xn,  ^i'-y«,  ^  transitiv  ist*),  gehört  eine  ganz 
bestimmte  Untergruppe  der  Berührungstransformationsgruppe  (20).  Die 
allgemeinste  charakteristische  Function  dieser  Untergruppe  wird  gebildet 
von  den  Gliedern  zweiter  Stufe  der  allgemeinsten  in  der  Gruppe  G 
enthaltenen  charakteristischen  Function  von  zweiter  Stufe. 

Die  Gruppe  g  hat  eine  sehr  einfache  Bedeutung. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  auch  die  r  —  2w  —  1  charakteri- 
stischen Functionen  (18)  für  sich  genommen  eine  (r — 2n — l)-gliedrige 
Berührungstransformationsgruppe  G'  bestimmen,  welche  in  G  als  Unter- 
gruppe enthalten  ist.  Als  Gruppe  von  Punkttransformationen  des 
Raumes  x^-*  -  Xny  yi' ' '  Vn,  ^  aufgefasst,  lässt  G'  den  Punkt:  Xi  = 
y.=aßz=0  invariant,  ja  es  ist  sogar  die  grösste  in  G  enthaltene 
continuirliche  Untergruppe,  welche  diesen  Punkt  invariant  lässt,  das 
folgt  ohne  Weiteres  aus  der  auf  S.  533  gemachten  Bemerkung.  Nun 
ordnet  die  PfafFsche  Gleichung: 


n 

dz 


—  ^^y»^^r  =  0 


dem  Punkte  Xi  =  y.=  ;ef  =  0  ein  gewisses  ebenes  Bündel  von  oo*»"-^ 
Richtungen:  x^  •  -  -  a:»',  J/i  •  •  •  J/«',  z'  zu,  welches  durch  die  Gleichung 
;?'  =  0  dargestellt  wird.  Bei  der  Gruppe  G'  bleibt  dieses  Bündel 
natürlich  ebenfalls  invariant,  dagegen  werden  die  einzelnen  Richtungen 
des  Bündels  im  Allgemeinen  unter  einander  vertauscht.  Erinnern  wir 
uns  schliesslich  daran,  dass  nach  S.  533  f.  jede  charakteristische  Function, 
welche  von  dritter  oder  höherer  Stufe  ist,  eine  infinitesimale  Berührungs- 

*)  Eigentlich  müsste  Doch  hinzugefügt  werden,  dass  sich  die  charakteristischen 
Functionen  von  G  alle  in  der  Umgebung  von  .r.  =  )/.  =  £:  s=s  o  regulär  verhalten 
sollen  und  dass  x.  =:  y.  =z  z  =  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  sein  soll;  vgl 
jedoch  das  auf  S.  538  Gesagte. 
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transformation  liefert,  welche  als  infiDÜeBimale  PuDkttransformation 
des  Raumes  x^'-Xn,  Vi-'-Vn,  e  aufgefasst,  jede  einzelne  Richtung  des 
Bündels  z' =  0  stehen  lässt,  so  ergiebt  sich:  die  Gruppen  G'  und  g 
transformiren  die  cx)^**"^  Richtungen  des  Bündels:  ä'«=»0  beide  in 
genau  derselben  Weise. 

Deuten  wir  demnach  die  Gruppe  G  als  eine  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen  des  Raumes  x^*  -  -  Xn,  Vi"  '  Vn,  ^  wnd  halten  wir  den 
Punkt  Xi  =  yi  =  z  =  0  fest,  so  werden  die  cx)*"-^  Richtungen  des 
Bündels:  ;ef'  =  0  bei  den  übrig  bleibenden  Transformationen  von  G  genau 
so  transformirt  wie  bei  der  Gruppe  g. 


Denken  wir  uns  jetzt  in  die  Gruppe  G  an  Stelle  der  x,  y,  z 
neue  Veränderliche  E,  9>  ä  eingeführt  vermöge  einer  Berührungstrans- 
formation: 

(5)  li  =  =.(^;  y,  ^),    9.  =  Hi(a;,  y,  z),    j  =  Z{x,  y,  z) 

(1  =  1...») 

von  der  auf  S.  528  definirten  Beschaffenheit  Die  Berührungstrai^s- 
formationsgruppe  des  Raumes  j,  Ei"-En,  welche  wir  so  erhalten,  möge 
@  heissen.  Ihre  charakteristischen  Functionen  ergeben  sich  durch  Aus- 
führung der  Berührungstransformation  (5)  auf  die  charakteristischen 
Functionen  (16),  sie  haben  daher  nach  den  Entwicklungen  der 
SS.  528  ff.  die  Gestalt: 


(21) 


» 


(X) 


M 


ö;:(e,  9;i)  + 


(», 


.(*) 


M) 


wo  t)J    •  •  •  t)^    ganze  Functionen  von  x-ter  Stufe  in  den  E,  9;  i  sind 

und  zwar  solche  ganze  Functionen,  unter   denen  sich  keine  aus  den 
übrigen  linear  ableiten  lässt. 

Will  man  die  ganze  Function  t)J''^(E,  9?  j)  wirklich  berechnen,  so 

hat  man  nur  nach  Anleitung  von  S.  531  die  zu  (5)  gehörige  verkürzte 
Berührungstransformation : 

w 


(8) 


1 

n 


9.  =  ^  ifiiv^^  +   ^ivVr) 


l'..n 


J    =    e^  -|-  ^  {S^^yCr^Xr  +  BuvX^^yv  +  ^f^yyfiyy) 


/" 


(i=.l 


n) 
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ZQ  bilden^  dann  besteht  rermr^ge  i^;  die  Gleichang: 

es  ist  also  D^'   5.  D.  5;  diejenige  charakteristische  Fonction.  in  "»^*^ji:i»f 

die    charakteristische    Function    t'''\x,  y,  z»    bei    der   Terk^ 

rQbrangstransformation  (8;  übergeht. 

Die  Gruppe   @    ist   natQrlich   aufgefasst  als  Gruppe  T.:-n 
transformationen  des  Baumes  £1  -  *  -  S«y  9i  ' ' '  9«9  i  transitir.  e$ 
daher  nach  S.  542  zu  ihr  eine  gewisse  Untei^ruppe  g  der  Ber^ 
transformationsgruppe: 


rl--«n 


&Jx,    Ei9*,    9.9*,    i  — i^'^''" 


diese  Untergruppe  g  ist  augenscheinlich  iri,-gliedrig  und  hat  die  Forn: 

Erinnern   wir   uns    aber   des  vorhin  auseinandergesetzten  Zusamme::- 

hangs   zwischen  v*^(x,  y,  r)  und  t)^*'(j,  9,  j),   so   erkennen    wir    -l- 

mittelbar,  dass  g  mit  der  früher  definirten  Gruppe  g  durch  cie  ver- 
kürzte Berührungstransformation  (8)  ähnlich  ist.  Also  können  wir 
sagen : 

Sind  die  beiden  r-gliedrigen  Beriihrungstransformaticnsgmftpfn  G 
und  &  des  Baumes  £,  x^  -  -  -  Xn  aufgefasst  als  Gruppen  von  I\tHktiranS' 
formationen  des  Baunies  x^  •  ■  x^j  Vi"  '  Vn,  ^  transitiv  und  sind  sit 
durch  eine  Berührungstransformation  (5)  row  der  auf  S,  528  <frf  «iVr^w 
Beschaffenheit  mit  einander  ähnlich,  so  sind  die  beiden  nach  S.  542  tm 
ihne)i  gehörigen  Untergruppe}}  g  und  g  der  Berühnüigstransformatiopis- 
gruppe  (20)  durch  die  zu  (h)  gehörige  verkürzte  Berührungstransformation 
(8)  mit  einander  ähnlicJi, 

Die  vorstehenden  Ueberlegungen  führen  uns  zu  einer  uatur- 
gemässen  Eintheilung  der  Berührungstransformationsgruppen  des 
Raumes  0,  x^-  •  -  Xn,  welche  als  Gruppen  von  Punkttransformationen 
des  Raumes  x^-  -  -  Xn,  Vi'  -  -  Vn,  ^  transitiv  sind.  Wir  tcollen  näfpilich 
zwei  solche  Gruppen  G  und  @  immer  dann  in  dieselbe  Klasse  rechneti. 
wenn  die  zu  ihnen  gelüjrigen  Untergruppen  g  und  g  der  Berührungs- 
transformationsgruppe  (20)  durch  eine  Berührungstransformation  von  der 
Form  (8)  mit  einander  ähnlich  sind;  dagegen  rechnen  wir  G  und  @  zu 
verscliiedenen  Klassen^  wenn  g  und  g  nidtt  durch  eine  Berührungstraps- 
formation  vofi  der  Form  (8)  ähnlich  sind. 
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Man  vergesse  nicht,  dass  der  Inbegriff  aller  Beriibrungstransformationen 
(8)  eine  Gruppe  bildet,  in  welcher  die  Gruppe  (20)  als  grösste  continuir- 
liche  Gruppe  steckt  (s.  S.  532).  Sollte  es  sich  herausstellen,  dass  der 
Inbegriff  aller  Bertihrungstransformationen  (8)  mit  dem  Inbegriff  aller  end- 
lichen Transformationen  der  Gruppe  (20)  zusammenfällt,  so  würde  unsre 
Klassifikation  einfach  so  zu  verstehen  sein,  dass  G  und  ®  dann  und  nur 
dann  in  dieselbe  Klasse  gehören,  wenn  die  zugehörigen  Gi-uppen  g  und  g 
innerhalb  der  Gruppe  (20)  mit  einander  gleichberechtigt  sind. 

Die  soeben  auseinandergesetzte  Klassifikation  der  Berübrungstrans- 
formationsgruppen  des  Raumes  Zy  x^^-^Xn,  welcbe  als  Gruppen  von 
Punkttransformationen  des  Raumes  Xi"'Xn,  yi"*ynf  ^  transitiv  sind, 
könnten  wir  nun  ähnlicb  wie  in  Absebnitt  I,  S.  605  ff.  benutzen,  um 
einen  Ansatz  zur  Bestimmung  aller  dieser  Gruppen  zu  geben.  Wir 
wollen  das  jedoch  unterlassen  und  wollen  in  den  beiden  nächsten 
Paragraphen  nur  noch  einen  besonderen  Fall  erledigen,  der  allerdings 
von  grosser  Wichtigkeit  ist. 

§  125. 
Combiniren  wir  die  charakteristische  Function  zweiter  Stufe: 

n 

Z  ^=^  z  —  -J-  ^r  x^y^  -|-  . . . 

1 
mit  der  charakteristischen  Function  tw-ter  Stufe: 

W  =  u;<"*>(a;,  y,  z)  -\ , 

wo  uf^^  eine  ganze  Function  m-ter  Stufe  bezeichnet,  so  ergiebt  sich: 


\ZW)  = 


n 


+ 


"  /;„,("*)  ;:,i.(w)' 


1  VT»       /^«^'^"'^     I         6/c^'"'\ 


oder  mit  Benutzung  der  llelatiou: 
einfach: 

L  i  6 ,  TLeorie  der  Tranfformationsgrappeii    II.  80 
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WO  die  weggelassenen  Glieder  von  der  (w  +  l)-ten  und  von  höherer 
Stufe  sind.     Es  gilt  also  der 

Satz  1.     Conibinirt  man  die  charakteristische  Function: 


mit  einer  charakteristische)!  Function  TF,  u^elche  in  den  x,  y,  s  von  der 
ni'ten  Stufe  ist,  so  wird  die  entstehende  charakteristische  Function  [ZW] 
wieder  von  der  m-tefi  Stufe  in  den  x,  y,  z  und  zwar  ergeben  sich  ihre 
Glieder  m-ter  Stufe  aus  den  Gliede}^}  m-ter  Stufe  von  W  durdi  Mulfi- 
plication  mit  ^(2  —  m). 

Den  vorstehenden  Satz  wollen  wir  jetzt  auf  gewisse  Gruppen  vou 
Berühruugstransformationen  anwenden. 
Es  sei: 

(x  =  0,  1  •  •  •  »;     1^  =  1  •  .  .  nijf) 

irgend  eine  (w^  +  w^  -j 1-  w^,)-gliedrige  Berührungstransformationä- 

gruppe   des  Raumes   z,  x^-'-Xn,  welche  für  jedes   x^s   gerade  ni^ 

charakteristische  Functionen:    W^"^  •  •  •  W^'^^  von  x-ter  Stufe  enthält, 

aus  denen  sich  keine  Function  von  (x  +  l)-ter  oder  höherer  Stufe 
linear  ableiten  lässt.  Dabei  setzen  wir  nicht  gerade  voraus,  dass  die 
Zahlen  m^,  »»^  •  •  •  m^i  alle  von  Null  verschieden  sind,  während  w, 
natürlich  nicht  verschwinden  darf.  Dagegen  wollen  wir  annehmen, 
dass  unter  den  m^  charakteristischen  Functionen  zweiter  Stufe  in  unsrer 
Gruppe  eine  Function  von  der  Gestalt: 

n 

Z  =  z  —  ^^  Xyy^  H 

1 
vorhanden  ist. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  bestehen  zwischen  Z  und 

den  charakteristischen  Functionen  5-ter  Stufe:  TK,    •••TTI*^  Elelationen 

von  der  Gestalt: 

(22 J  j  Z  Wf }  =  ^^  .  I V^^'^         (>  =  1 . .  •  m,) . 

Ferner  bestehen  zwischen  Z  und  den  charakteristischen  Functionen 
(s  —  l)-ter  Stufe:    Wf^'    •  •  1K^*"''  Relationen  von  der  Gestalt: 
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3  —  8 


1 
oder,  wenn  wir  setzen: 


'"s 


1 

I 

die  nacbstebendeu: 


'".« 


1 
wählen    wir   daher   Ij^  =  2Cjt   uud    schreiben    wir   für    S5B(*^^^  wieder 
JF       ,  so  haben  wir  einfach: 

/  V  TI7(«— 1)1  ^  ~  *•'   II  "(*-!)  r  . 

|z IK^'    'I  =  --- -  n;  o  =  1  • . . «,^i)- 

Hiermit  sind   alle  charakteristischen  Functionen   (s —  iVter  Stufe   in 
unsrer  Gruppe  normirt  (vgl.  Abschnitt  I,  S.  610). 

In  derselben  Weise  können  wir  die  charakteristischen  Functionen 
(s  —  2)-ter  Stufe  normiren^  setzen  wir  nämlich: 

)  J  '      X  i      jr        T  •     ^^      jr       r 


O"  =  1  •  •  •  wi4_2 


t 


verfügen   wir   über  die   K   und  A  in  geeigneter  Weise  und   schreiben 
wir  zuletzt  wieder   IF/*"*^  für  S33f*~^\  so  erhalten  wir: 


|z^^;;-«)=i^n^;<-« 


(^=  1  •  •  •  m^_j). 


Fahren  wir  in  dieser  Weise  fort,  so  gelangen  wir  schliesslich 
soweit,  dass  alle  charakteristischen  Functionen  unsrer  Gruppe  normirt 
sind,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Function  Z  selbst,  und  dass  Relationen 
von  der  einfachen  Form: 


•>  _ 


LI/(*) 


(  X  =  0,   1  .  .  .  «  ;       1^  =  1  .  .  .  »ijj  ) 

bestehen. 

Andrerseits    sind   nun   irgend  zwei    charakteristische  Functionen: 
ir**'  und  W^!^  unsrer   Gruppe   durch   eine   Relation   von  der  Gestalt: 

36* 
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(24) 


(  TF«"  TT'"  (  = 


l' 


w 


(X-f-l—g) 


+ 


+  y^'  y.c't.^r 


(rt) 


Jt^n 


x4-/— 1      r. 


V     (»jfSal  1  •  •  •  m^;     ^^=sl-..m^;      X,   {:=0,  1 


*) 


verknüpft,  in  welcher  die  c.^^^  durch  die  Glieder  niedrigster  Stufe  von 
W^*^^  und  TF.^'^  vollständig  bestimmt  sind  und  jedesmal  verschwinden, 

sobald  X  +  f  —  2  >  s  oder  <  0  ist.    Um  auch  die  C  zu  finden,  bilden 
wir  die  Identität: 

welche  bei  Benutzung  der  Relationen  (23)  die  Form: 

annimmt.     Setzen  wir  in  diese  Identität   an   Stelle  von    {  TF^    TFJ^  | 

den  Ausdruck  (24)  ein,   so  bekommen  wir  nach  Fortlassung  der  sich 
weghebenden  Glieder  mit    W^     ''^^  die  Relation: 


s        l'-'tn. 


1      r^ 


in) 

X 


pr<^>  = 


4  — X  -  / 


Jl^rt        '7t 


'  y,c"i  ^T\ 


x-M— 1     t. 


welche  sich  in  die  folgenden  zerlegt: 

(2  +  „_x_06'J;i, 


0 


K-TTt 


(/r  =  x-}-/— 1,    x-}-/, 


*), 


es  müssen  also  die  C  sämmtlich  verschwinden. 

Um  dieses  Ergebniss  bequem  aussprechen  zu  können,  wollen  wir 
darauf  aufmerksam  machen,  dass  zu  jeder  Berührungstransformations- 
gruppe : 


W 


(X) 


tv\\x,  y,  0)  + 


(x  =:  0,     !•••*;       i'    =  1  •  .  •  m^  ) 


eine   ebensovielgliedrige    verkürzte    Berührungstransformationsgruppe: 


'it  'x 

(x  =  0 ,     !•••.*;      /^  =  1  •  •  •  m^ ) 


W]"'  =  w^pix,  y,  0) 


gehört,  deren  charakteristische  Functionen    x-ter  Stufe    aus    den   ni« 
Functionen  x-ter  Stufe:    W/*^  dadurch  entstehen,  dass  man  alle  Glieder 
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(x  +  1)  -  ter  und  höherer  Stufe  wegläast.  Wenn  wir  das  berück- 
sichtigen, können  wir  sagen: 

Satz  2.  Enthält  eine  {niQ  +  w^  +  •  •  •  +  m^-gliedrige  Berührungs- 
transfornmtionsgruppe  des  Raumes  z,  x^-  --  j „  für  jedes  x  < s  gerade  m, 
charakteristische  Functionen  x-ter  Stufe: 

aus  denen  sidi  keine  Function  von  (x  +  1)-^^^  oder  holierer  Stufe  linear 
ableiten  lässt,  und  entJiält  sie  insbesondere  eine  charakteristische  Function 
zweiter  Stufe  von  der  Form: 

H 

Z^z  —  ^^vXryv-] , 

1 

50  ist  sie  gleichzusammengesetzt  mit  der  verkürzten  Berührungstransfor- 
matiofisgruppe: 

deren  charakteristisdie  Functionen  x-ter  Stufe  W^''^  aus  den  Functionen 
ly/*^  durch  Fortlassung  aller  Glieder  (x  +  l)-ft»*  und  höherer  Stufe  ent- 
stehen; zugleich  ist  es  stets  möglich,  die  cliarakteristischen  Functionen  Wf^ 
so  zu  normiren,  dass  zwisclien  den  W)*^  dieselben  Bezieliungen: 

WX-H--2 
\         'x         Jl    1  ^       'xU^        * 

1 

(x,  /  =  0,    !•••*;      »^  ss=  1  •  .  •  m^jj     ^'^  =  1  .  .  .  m^) 

mit  denselben  Constanten  besteJien,  wie  zwisclien  den  W^"^: 


•X 


I       »X        Jl     \  ^^      *xH^       * 

1 

(y,  /  i=  (f,     1  .  .  .  jij      /jj=s  l  .  .  .  nijfi     j^  =  i  •  '  '  mi). 


§  126. 

Die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  wollen  wir  jetzt  auf  den 
besonderen  Fall  anwenden,  dass  die  betreffende  Berührungstransfor- 
mation sgruppe  des  Raumes  z,  Xi  »-  -  Xn  als  Gruppe  von  Punkttrans- 
formationen des  Raumes  x^^  -  Xn,  ^i  •  •  •  y» ,  ^  transitiv  ist. 

Wir  betrachten  also  jetzt  eine  (2n  +  1  +  w^,  -| [-  tn,)-gliedrige 

Berührungstransformationsgruppe,  welche  2n -f*  1  charakteristische 
Functionen  uullter  und  erster  Stufe  von  der  Form: 
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(i  z=.  i  •  '  ■  m 

eDtbält  und  ausserdem  noch  für  jedes  Xy  das  der  Bedingung:  2^x<.s 
genügt,  gerade  m^  charakteristische  Functionen  x-ter  Stufe: 


f  »^  c=  1  .  .  .  m^  ) , 


aus  denen  sich  keine  Function  (x  +  l)-ter  oder  höherer  Stufe  linear 
ableiten  lässt.  Insbesondere  setzen  wir  natürlich  voraus,  dass  es  unter 
den  charakteristischen  Functionen  zweiter  Stufe  unsrer  Gruppe  eine 
von  der  Form: 


Z  =  J2  —  ^^rXrVt  +  '  • 


giebt.     Erwähnt  mag  auch  werden,   dass   die   Zahlen   m^,  m^  -  -  -  m, 
sämintlich  von  Null  verschieden  sind  (vgl.  S.  540  f.). 

Auf  Grund  der  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  wollen 
wir  uns  von  vornherein  die  charakteristischen  Functionen  N,  X,,    Yi, 

Wf      unsrer  Gruppe  so  normirt  denken,  dass  zwischen  ihnen   genau 

dieselben  Beziehungen  bestehen,  wie  zwischen  den  charakteristischen 
Functionen: 

(l  =  l«««n,      H  ^t  '  •  '  9\      ljj=l*'»  Wjj ) 

der    zugehörigen    verkürzten    Berührungstransformationsgruppe.       Es 
werden  demnach  die  2n  +  2  charakteristischen  Functionen: 

(iv=i+...,    x,  =  ^,  +  ...,    y;  =  //,  +  ... 


(25) 


n 
Z=    Z   —    ^^  Xyif^   H 


(i  =  1  •  •  •  ») 

für  sich  genommen  eine  (^2»-|-2)-gliedrige  BerQhrungstransformations- 
gruppe  bestimmen,  deren  Zusammensetzung  durch  die  Relationen: 

( { X, A'. i  =  0 ,     I  r, X« }  =  £,.iV,     [Y<Y,}=0 

{ ZN\  =y,    [  zxi  1  =  i  X, ,    ( z  r, )  =  i  i' 

{if  X  =  l  •  •  •  n) 

dargestellt  wird. 

Wir   schreiben    jetzt    die    Berührungstransformatiousgruppe    (25) 
nach  Anleitung  von  S.  273,  Satz  10  als  eine  Gruppe  von  homogenen 


(26^ 
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Berührungstransformationen  in  den  2n+2  Veränderlichen:  Ei-Jh-i-i, 
p,  •    •  p«4-i,  wir  setzen  also: 

^1  =  l*M  •  •  •  ^«  =  E'«  >     ^  =  Et+i 
(27) 


und  nmltipliciren  ausserdem  noch  jede  einzelne  der  charakteristischen 
Functionen  (25)  mit:  —  p«-fi.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die 
(2m  +  2)-gliedrige  homogene  Berflhrungstransformationsgruppe: 

|X,(e,  p)  =  —  p«+i^M     3tVi(E,  P)  =  —  Pn+l^ 

l  (j  -  1  •  •  .  ») , 

deren  Zusammensetzung  nach  den  Entwickelungen  der  SS.  274  und  275 
durch  die  Relationen: 

(s^j.+,a:,-)^^  =  o,  (s:ß,^,sß,)^^_o 

(i,  X  ^  1  •  •  •  «) 

definirt  ist.     Man  beachte  nun,  dass  die  2n  4-  2  Functionen: 


(26-)' 


n 


(i'<'>') 


(i  =  1 . .  ■  /i) 
ihrerseits  Relationen  von  der  Form: 

erfüllen  und  demnach  auch  eine  (2n  +  2)-gliedrige  homogene  Be- 
rühruugstransformationsgruppe  bestimmen.  Man  beachte  ferner,  dass 
sowohl  3£,  •••Xä+i,  ^^i--^^„4-i  unabhängige  Functionen  der  j,  p  sind, 
als  auch  X,' •  •  •  XV-|-i,  "iß,'-  •  •  ^»-f-i  unabhängige  Functionen  der  j',  p\ 
Hieraus  folgt  sofort  (s.  Theorem  52,  S.  311),  dass  es  zwischen  den 
Veränderlichen  j,  p  und  j',  p'  eine  homogene  Beruh rungstransformation 
giebt,  welche  Xj-i^^,,  *;!?,•  ••'iß;,+i  bezüglich  in  iV--iV+i.  ^/•'JPn+i 
überfährt.  Diese  homogene  Berührungstransformation  ist  augen^ 
scheiulich  durch  die  2n  +  2  Gleichungen: 


(28) 


Xji    =  An   •  •  ■   X„_j-i  =  X„-|.| 
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vollständig  bestimmt^   denn   dieselben    lassen    sich    sowohl   nach    den 
E',  P'  als  nach  den  j,  p  auflösen. 

Um  die  homogene  Berührungstransformation  (28)  als  eine  Be- 
rührungstransformation des  Raumes  J2j  x^-  -  *  Xn  zu  schreiben^  müssen 
wir  (vgl.  S.  139  ff.)  vermöge  der  Gleichungen  (27)  und  der  Gleichungen : 


El  =  ^1 ,  •  •  •  E« 


p;. 


n+\ 


Vi 


_  IL   = 


=  Z 


an  Stelle  der  j,  p,  j',  p'  die  Veränderlichen  Sy  x,  y,  s\  x  ,  y'  ein- 
führen, dann  bekommen  wir  aus  den  Gleichungen  (28)  die  nach- 
stehenden: 

1 

(»  =  1  •  •  •  n) , 

welche  sich  unmittelbar  nach  x^  •  •  •  x^j  z\  ?//•  •  •  yn    auflosen  lassen: 


(29) 


x„  y 


a; 


1 


Y  Y 

.Vi        "^  ?  *  * '  3^«        ^ 


Die  Gleichungen  (29)  stellen  natürlich  eine  Berührungstransformation 
des  Raumes  z^  rr^  •  •  •  rr„  dar  und  zwar  besteht  vermöge  ihrer  augen- 
scheinlich die  Relation: 

dz  —  ^ yydXy  =  -^l  dz  —  ^Svyvdxv  \ . 

Es  folgt  aus  dem  vorhin  über  die  homogene  Berührungstransfor- 
mation (28)  Gesagten  und  ist  auch  unmittelbar  ersichtlich,  dass  die 
(2n  -f-  2)-gliedrige  Berührungstransformationsgruppe  (25)  bei  der  Be- 
rühningstransformation  (29)  die  einfache  Form: 

(^^=1,   %  =  x;,  i\  =  y; 

H 

Z  =  z'  -  -  l  ^v  Xryr 

1 

(l  s=  1    •   •  .  ») 

erhält.  Nunmehr  muss  noch  untersucht  werden,  wie  sich  die  übrigen 
charakteristischen  Functionen  Ff**^  unsrer  Gruppe  bei  der  Berührungs- 
transformation (29)  verhalten. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  die  Berührungstransformation  (29) 
die  einfache  Form: 


(30) 
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x/z=.Xi-\ ,     yl  =  yi'\ ,     z'  =  z  '\ 

(i  =  1  •  •  •  n) 

besitzt^  wo  auf  der  rechten  Seite  die  weggelassenen  Glieder  stets  von 
höherer  Stufe  in  den  Xy  ij,  z  sind  als  die  geschriebenen.  Es  werden 
demnach  auch  umgekehrt  die  x,  y,  z  gewöhnliche  Potenzreihen  der 
x\  y\  z'  und  zwar: 

Xi^xl-] ,    yi^yl^ ,    z  =  z'+"' 

(t  =  l  •  •  •  w)  . 

Führen  wir  nun  die  Berührungstransformation  (29)  auf  die  charak- 
teristische Function  x-ter  Stufe: 

auS;  so  erhalten  wir  nach  S.  528  if.  eine  charakteristische  Function  von 
der  Form: 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  (x  +  l)-ter  oder  höherer  Stufe  in 
den  Xy  y,  z  sind.     Augenscheinlich  wird    V^''^  auch  in  den  x\  y\  z' 

von  der  x-ten  Stufe  und  erhält  einfach  die  Gestalt: 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  (x  +  l)-ter  und  höherer  Stufe  in 
den  x  y  y\  z    sind. 

Schliesslich  ist  noch  zu  beachten,  dass  zwischen  Z  und  Yf^  eine 
Relation  von  der  Form: 

1  *x   j  2         »X 

besteht,  zwischen  Z  und  V^f^  wird  daher  (vgl.  S.  537  f.)  eine  Relation 
von  der  entsprechenden  Form: 

^  2  —  X  Tr(x) 
x,y 


bestehen.     Hieraus  ergiebt  sich  wegen  der  Form  von  Z,  dass  in  der 
Reihenentwickelung  von  Yy  kein  Glied  von  (x  +  l)-ter  oder  höherer 

Stufe  in  den  x' ^  y\  z'  vorkommen  kann^  dass  Y*^  vielmehr  eine  ganze 
Function  x-ter  Stufe  der  x\  y\  z    sein  muss: 

(x  =s  2  •  •  •  #;    1^  =■  1  .  •  .  m^) . 
Lie,  Thoorio  der  TrausformAtionagnippen.   II.  Zb^* 
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Damit  haben  wir  das  wichtige 

Theorem  86.  Es  sei  G  eine  endliche  continuirliche  JBe- 
rührungstransformationsgruppe  des  Raumes  z,  x^  •  -  >  Xn  und 
zwar  eine,  die  als  Gruppe  von  Punicttransformationcn  des 
Raumes  x^-^Xn,  yi-*y«,  ^  transitiv  ist,  G  enthalte  also  in  der 
Umgebung  des  Werthsystems  Xi=>  yi=^  z  =  0  von  allgemeiner 
Lage  2w  +  1  charakteristische  Functionen  nullter  und  erster 
Stufe  von  der  Form: 

JV"  =  1  -| ,     Xi  =  Xi-\ ,     Yi  =  yi-\ 

(*•  =  1  .  .  .  n) 

und  ausserdem  noch  für  jedes  x,  welches  der  Bedingung  2^x^s 
genügt,  gerade  ♦»x>0  charakteristische  Functionen  x-ter  Stufe 
von  der  Form: 

V^''^  =  v';\x,y,  ^)  +  ..-       o-x  =  i ). 

aus  denen  sich  keine  Function  von  {x  +  \)-ter  oder  höherer 
Stufe  linear  ableiten  lässt    Hierbei  bezeichnet  v^p  eine  ganze 

Function  x-ter  Stufe  von  den  x,  y,  z,  die  weggelassenen  Glieder 
sind  von  (x  +  l)-ter  oder  höherer  Stufe;  die  Summe  2ti  +  1  + 
♦^2  +  •  •  •  +  ^^^  i^^  ^'*^  Gliederzahl  der  Gruppe  G.  Enthält  nun 
G  unter  seinen  charakteristischen  Functionen  zweiter  Stufe 
insbesondere  eine  von  der  Form: 

n 

Z=  z  —  ^^v  x^yv  -\ , 

so  ist  es  durch  eine  Berührungstransformation  des  Raumes 
z,  x^'"Xn  mit  der  verkürzten  Berührungstransformationsgruppe: 

N=  \,     Xi  =  Xi,     Yi  =  yi 

Vj^  =  ^\.,  y,  z) 

ähnlich,  deren  charakteristische  Functionen  m-ter  Stufe  aus  den 
charakteristischen  Functionen  m-ter  Stufe  von  G  durch  Weg- 
lassung  aller  Glieder  von  (m'{'l)'ter  und  höherer  Stufe  entstehen. 

Auf  Grund  der  Entwickelungen  des  gegenwärtigen  Kapitels, 
namentlich  mit  Hülfe  des  vorstehenden  Theorems  würden  sich  die 
Untersuchungen  des  vorhergehenden  Kapitels  wesentlich  vereinfachen 
lassen;  wir  wollen  uns  jedoch  mit  dem  Hinweise  hierauf  begnügen.  — 

^#» 


Berichtigungen. 


Zu  Abschnitt  I. 

S.     17,  Z.  17  V.  u.:  statt  (1)  lies:  (2). 

S.  159,  Z.  14  V.  0.:  statt  Z^f  und  m-gliedrige  lies:  Zjf  nnd  7-gliedrige. 

S.  198,  Z.  9  V.  u.  lies:   — r  * 

S.  241,  Z.  11  y.  u.  lies:  Allgemeinen. 
S.  252,  Z.  8  V.  0.:  statt  X^f  lies:  X^f. 

S.  291,  Z.  18  y.  0.  ist  das  Wort  „ofiPenbar**  zu  tilgen. 

S.  402,  Z.  6  y.  n.:  statt  jetzt  lies:  da. 

S.  552,  Z.  16  y.  u.:  statt  doch  lies:  jedoch. 

S.  606,  Z.  4  y.  0.:  statt  T^^^  lies:   TJ^\ 

Zu  Abschnitt  II. 
S.    25,  Z.  11  y.  u.:  statt  Punkt  lies:  Fnsspunkt. 

S.    27,  Z.  3  y.  0.:  statt  -. —  lies:   -t-. —  • 

ex  cy 

S.    96  ist  in  der  ersten  Zeile  der  Formeln  (18)  hinzuzufügen:  «»  o. 

S.  141,  Z.  22  y.  0.:  statt  a{z,  x,  p)  lies:  q{z^  x,  p). 

S.  177,  Z.  2  y.  0.  lies:  transformationen. 
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